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efÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119992, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 ìàðòà 2009 ã.Âïåðâûå ñòàâèòñÿ âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõ ìàò-ðèö â ïðèìåíåíèè ê äèíàìè÷åñêèì è ñòðóêòóðíûì õàðàêòåðèñòèêàì ñëîæíûõ èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìñ áåñïîðÿäêîì. Îáñóæäàþòñÿ îñîáåííîñòè äèíàìèêè íà ñëó÷àéíûõ óëüòðàìåòðè÷åñêèõ ýíåðãåòè÷åñêèõëàíäøà�òàõ, à òàêæå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà áåçìàñøòàáíûõ è ïîëèìàñøòàáíûõ (â çàâèñèìîñòè îòðàññìàòðèâàåìûõ òîïîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê) ñëó÷àéíûõ èåðàðõè÷åñêèõ ñåòåé (ãðà�îâ), ïîëó÷åííûõìåòîäîì ìíîæåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ.PACS: 05.40.-a, 87.15.hg1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏîâûøåííûé èíòåðåñ ê ñòàòèñòè÷åñêèì ñâîé�ñòâàì àíñàìáëåé ñëó÷àéíûõ ìàòðèö, âîçíèêøèé åùåâ 50-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ, áûë âûçâàí, âïåðâóþ î÷åðåäü, ðÿäîì ïðîáëåì, îòíîñÿùèõñÿ êÿäåðíîé �èçèêå. Â ÷àñòíîñòè, áûëî îáíàðóæåíî,÷òî ñëó÷àéíûå ìàòðèöû ìîãóò ñëóæèòü äîñòàòî÷�íî ïðîñòîé ìîäåëüþ íåéòðîííûõ ðåçîíàíñîâ òÿæå�ëûõ ÿäåð, õîðîøî îáúÿñíÿþùåé ìíîãèå íàáëþäàå�ìûå ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè â îáëàñòè, ãäåîïèñàíèå ñèëüíîâîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé â òåðìè�íàõ îäíî÷àñòè÷íûõ ìîäåëåé îêàçûâàåòñÿ áåçíàäåæ�íîé çàäà÷åé. Âñêîðå ïîñëå ýòîãî áûëî îñîçíàíî, ÷òîïðèìåíåíèå ñëó÷àéíûõ ìàòðèö íå îãðàíè÷èâàåòñÿèñêëþ÷èòåëüíî ïðîáëåìàìè ÿäåðíîé �èçèêè. �ëó�*E-mail: sergei.ne
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áîêîå ïðîíèêíîâåíèå ñëó÷àéíûõ ìàòðèö â �èçèêóêîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä ïðèâåëî ê ïðîðûâó â ïîíè�ìàíèè ñâîéñòâ ïðîâîäèìîñòè íåóïîðÿäî÷åííûõ ìå�çîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì. Â äàëüíåéøåì ïðèëîæåíèÿòåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ðàñïðîñòðàíèëèñü íà ñòà�òèñòè÷åñêóþ �èçèêó. Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòýòîãî íàïðàâëåíèÿ ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü íåäàâíèåðàáîòû [1, 2℄, â êîòîðûõ îáñóæäàþòñÿ ñòàòèñòèêàêðàåâûõ ñîñòîÿíèé àíñàìáëåé ñëó÷àéíûõ ìàòðèö èèõ �èçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ.Íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíîé çàäà÷åé òåîðèè ñëó�÷àéíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ ìàò�ðèö è ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ ìåæäó ñîáñòâåí�íûìè çíà÷åíèÿìè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ìàò�ðè÷íûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àé�íûìè âåëè÷èíàìè, ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ â íåêî�566



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009 Î íåêîòîðûõ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ : : :òîðîì çàäàííîì àíñàìáëå (ñì., íàïðèìåð, [3℄). Â òà�êîé ïîñòàíîâêå òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö èñïîëüçó�åòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ øèðîêîãî êðóãà �èçè÷åñêèõ ÿâëå�íèé, îäíàêî â ýòîé �îðìå îíà íå îõâàòûâàåò âàæíî�ãî êëàññà ñëîæíûõ ñèñòåì, îïèñàíèå êîòîðûõ àïåë�ëèðóåò ê êîíöåïöèè èåðàðõè÷åñêîé (óëüòðàìåòðè÷å�ñêîé) îðãàíèçàöèè [4, 5℄ �àçîâûõ, äèíàìè÷åñêèõ èëèñòðóêòóðíûõ ñîñòîÿíèé. Èåðàðõèÿ ñîñòîÿíèé âîçíè�êàåò ÷àùå âñåãî â ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåìàõ ðàçëè÷�íîé ïðèðîäû ñî ìíîæåñòâîì ¾âìîðîæåííûõ¿ ðàçíî�ìàñøòàáíûõ îãðàíè÷åíèé, ïîðîæäàþùèõ ìíîãîìåð�íûå ãèïåðïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé (èëè ñâîáîä�íîé) ýíåðãèè ñ àñòðîíîìè÷åñêè áîëüøèì ÷èñëîì ëî�êàëüíûõ ìèíèìóìîâ.Õàðàêòåðíûìè ïðèìåðàìè ñèñòåì ïîäîáíîãî ðî�äà, ÷àñòî íàçûâàåìûõ ñëîæíûìè ñèñòåìàìè, ìîãóòñëóæèòü ñòåêëà è ãëîáóëÿðíûå áåëêè. Â ïðèìåíå�íèè ê òàêèì ñèñòåìàì, èåðàðõè÷åñêàÿ (óëüòðàìåò�ðè÷åñêàÿ) êîíöåïöèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ëîêàëüíûåìèíèìóìû ýíåðãåòè÷åñêîãî ëàíäøà�òà êëàñòåðèçî�âàíû â èåðàðõè÷åñêè âëîæåííûå áàññåéíû ìèíèìó�ìîâ. À èìåííî, êàæäûé á�îëüøèé áàññåéí ñîñòîèòèç ìåíüøèõ áàññåéíîâ, â êàæäûé èç êîòîðûõ, âñâîþ î÷åðåäü, âëîæåíû åùå ìåíüøèå áàññåéíû èò. ä. Áàññåéíû ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ îòäåëåíû äðóãîò äðóãà èåðàðõè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûìè áàðüåðàìè:÷åì ìåíüøå áàññåéíû, òåì ¾íèæå¿ ðàçäåëÿþùèå èõáàðüåðû. Íàêîíåö � è ýòî îòëè÷èòåëüíîå ïîëîæå�íèå óëüòðàìåòðè÷åñêîé êîíöåïöèè � ïðåäïîëàãàåò�ñÿ, ÷òî âðåìÿ äîñòèæåíèÿ êâàçèðàâíîâåñèÿ â ëþ�áîì áàññåéíå ñóùåñòâåííî ìåíüøå âðåìåíè âûõîäàèç äàííîãî áàññåéíà. Èíà÷å ãîâîðÿ, âðåìÿ ïåðåõîäàèç îäíîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â äðóãîé îïðåäåëÿ�åòñÿ ìàêñèìàëüíûì áàðüåðîì, ëåæàùèì íà ïóòè ïå�ðåõîäà, ò. å. âðåìÿ ïåðåõîäà ïîä÷èíÿåòñÿ ¾ñèëüíîìóíåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà¿ � íåðàâåíñòâó, êîòîðî�ìó ïîä÷èíÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ â èåðàðõè÷åñêîé ñèñòå�ìå (òàêèå ðàññòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ óëüòðàìåòðè÷å�ñêèìè). Òàêèì îáðàçîì, óëüòðàìåòðè÷åñêàÿ êîíöåï�öèÿ åñòü, ïî ñóùåñòâó, ïðèáëèæåíèå ìíîãîìåðíîãîýíåðãåòè÷åñêîãî ëàíäøà�òà èåðàðõè÷åñêèì (óëüòðà�ìåòðè÷åñêèì) ëàíäøà�òîì è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè�áëèæåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè ñëîæíîé ñèñ-òåìû ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì íà óëüòðàìåòðè÷åñêîìïðîñòðàíñòâå.Îáû÷íî óëüòðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòî�ÿíèé ãðà�è÷åñêè èçîáðàæàþò â âèäå âåòâÿùåãî�ñÿ p-àäè÷åñêîãî äåðåâà Êýëè ñ èíäåêñîì âåòâëåíèÿp + 1. Ïðè ýòîì ñàìèì ñîñòîÿíèÿì îòâå÷àåò ëèøüãðàíèöà ¾êðîíû¿ äåðåâà, à âñÿ îñòàëüíàÿ ÷àñòüp-àäè÷åñêîãî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì óëüòðàìåòðè�÷åñêèõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè è ñîîòíîøå�

íèé âëîæåíèé áàññåéíîâ ñîñòîÿíèé. �åîìåòðè÷åñêèåñâîéñòâà óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà äðàìà�òè÷åñêè îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ åâêëèäîâà ïðîñòðàí�ñòâà. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå óëüòðàìåòðè÷åñêèõ ìî�äåëåé òðåáóåò ðàçâèòèÿ àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêî�ãî àïïàðàòà. Ìàòåìàòè÷åñêèé p-àäè÷åñêèé àíàëèçäàåò â ýòîì îòíîøåíèè î÷åíü áîãàòûå âîçìîæíîñòè[6℄. Ñëåäóåò, îäíàêî, ïðîÿâëÿòü îñòîðîæíîñòü, çàÿâ�ëÿÿ, ÷òî óëüòðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè ïðèíöèïèàëü�íî íåñîâìåñòèìû ñ ìîäåëÿìè, èñïîëüçóþùèìè îáû÷�íûå (íàïðèìåð, åâêëèäîâû) ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà.Ñâÿçü ìåæäó óëüòðàìåòðè÷åñêèìè è åâêëèäîâûìèìîäåëÿìè äëÿ íåêîòîðûõ ñëîæíûõ ñèñòåì íåäàâ�íî ñòàëà ïðåäìåòîì îáñóæäåíèÿ â �èçèêå íåóïîðÿ�äî÷åííûõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [7℄ îáñó�æäàëñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè èçîìåòðè÷åñêîãî âëî�æåíèÿ îäíîðîäíîãî äåðåâà Êýëè â òðåõìåðíîå åâ�êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáî�òå [8℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí�ñòâå ëþáîé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ìîæíî ïîñòðîèòüñëó÷àéíûé ãàóññîâ ýíåðãåòè÷åñêèé ëàíäøà�ò, âîñ�ïðîèçâîäÿùèé ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè äèíàìè�÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû íà óëüòðàìåòðè÷åñêîìýíåðãåòè÷åñêîì ëàíäøà�òå. Íàêîíåö, â ðàçä. 2 äàí�íîé ðàáîòû òàêæå äåìîíñòðèðóåòñÿ ãëóáîêàÿ ñâÿçüìåæäó íåêîòîðûìè óëüòðàìåòðè÷åñêèìè ìîäåëÿìèñëîæíûõ ñèñòåì è äðåâîâèäíûìè ìîäåëÿìè íåóïî�ðÿäî÷åííûõ ñèñòåì, ñòàíäàðòíîå îïèñàíèå êîòîðûõíèêîèì îáðàçîì íå àïåëëèðóåò ê êîíöåïöèè óëüòðà�ìåòðè÷íîñòè.Ïîìèìî òåîðèè ñïèíîâûõ ñòåêîë, óëüòðàìåòðè÷å�ñêàÿ êîíöåïöèÿ íàøëà ñâîå âîïëîùåíèå â íåñêîëü�êèõ �îðìàëüíûõ ìîäåëÿõ òàê íàçûâàåìîé ìåæ�áàññåéíîâîé êèíåòèêè (basin-to-basin kineti
s), ïî�ñâÿùåííûõ �ëóêòóàöèîííî-äèíàìè÷åñêîìó ïîâåäå�íèþ ìàêðîìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì [9�13℄. Ýòè ìîäå�ëè îòðàæàþò ðàçëè÷íûå àñïåêòû óëüòðàìåòðè÷åñêî�ãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ � îäíîðîäíîãî ìàðêîâ�ñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, àññîöèèðóåìîãî ñ ïðûæ�êîâûìè ïåðåõîäàìè ìåæäó ëîêàëüíûìè ìèíèìóìà�ìè ýíåðãåòè÷åñêîãî ëàíäøà�òà íà ðåãóëÿðíîé áàñ�ñåéíîâîé èåðàðõèè. Ìàòðèöà ïåðåõîäîâ �T óëüòðà�ìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñèììåòðè÷íàè èìååò òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíóþ (âäîëü ãëàâ�íîé äèàãîíàëè) áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó,ïîäîáíóþ ñòðóêòóðå ìàòðèöû Ïàðèçè (ñì., íàïðè�ìåð, [4℄). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ f��
g òðàíñëÿöè�îííî-èíâàðèàíòíîé áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîé êèíåòè�÷åñêîé ìàòðèöû �T õîðîøî èçâåñòíû [6; 9; 13℄:��
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Â. À. Àâåòèñîâ, À. Õ. Áèêóëîâ, Î. À. Âàñèëüåâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009ãäå ��0 = 0 ïî îïðåäåëåíèþ, �T (
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.Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíò-íûå êèíåòè÷åñêèå ìàòðèöû �T áûëè íåäàâíî óñïåøíîèñïîëüçîâàíû äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî íà�áëþäàåìûõ îñîáåííîñòåé �ëóêòóàöèîííî-äèíàìè-÷åñêîé ïîäâèæíîñòè òàêèõ ñëîæíûõ ìàêðîìîëåêó�ëÿðíûõ îáúåêòîâ, êàê áåëêîâûå ìîëåêóëû [13; 14℄,ðåãóëÿðíàÿ áàññåéíîâàÿ èåðàðõèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿñèëüíî óïðîùàþùèì ïðåäïîëîæåíèåì, çíà÷èòåëüíîîãðàíè÷èâàþùèì âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ�èçè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàëè÷èå ñëó÷àéíîñòè â áàññåé�íîâîé èåðàðõèè ìîæåò ñòîëü ñóùåñòâåííî èçìåíèòüïîâåäåíèå ñèñòåìû, ÷òî ïðèáëèæåíèå ýíåðãåòè÷åñêî�ãî ëàíäøà�òà ðåãóëÿðíîé èåðàðõèåé ìîæåò îêàçàòü�ñÿ íå âïîëíå îïðàâäàííûì. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñíÿòüýíåðãåòè÷åñêîå âûðîæäåíèå, ïðèñóùåå ðåãóëÿðíîìóèåðàðõè÷åñêîìó ëàíäøà�òó, íî ñîõðàíèòü áàññåé�íîâóþ ñòðóêòóðó ëàíäøà�òà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòå�ñòâåííûì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû ýíåðãåòè÷åñêèõ áà�ðüåðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó è òîìó æå èåðàðõè�÷åñêîìó óðîâíþ, ñëó÷àéíû è ðàñïðåäåëåíû âîêðóãîïðåäåëåííûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé, ïðåäïèñàííûõ ðå�ãóëÿðíîé èåðàðõèåé.Äðóãîé àðãóìåíò â ïîëüçó ñòîõàñòèçàöèè èåðàð�õè÷åñêîãî ëàíäøà�òà ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî â ðåàëü�íîì ýêñïåðèìåíòå ñ îáúåêòàìè ìèêðî- è ìåçîñêî�ïè÷åñêîãî ìàñøòàáà, êàê ïðàâèëî, èìåþò äåëî íå ñåäèíè÷íûì îáúåêòîì, à ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèì îáðàç�öîì, ò. å. ñî ñòàòèñòè÷åñêèì àíñàìáëåì îáúåêòîâ ñîñëó÷àéíûìè âàðèàöèÿìè èõ èíäèâèäóàëüíûõ ëàíä�øà�òîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì òàêæå âñòàåò âîïðîñ î ïðî�ÿâëåíèÿõ èåðàðõè÷åñêîé (óëüòðàìåòðè÷åñêîé) îðãà�íèçàöèè ýíåðãåòè÷åñêèõ ëàíäøà�òîâ â ñâîéñòâàõñðåäíèõ ïî àíñàìáëþ. Èññëåäîâàíèå ýòîãî âîïðîñàñâÿçàíî, ïðåæäå âñåãî, ñ îïðåäåëåíèåì õàðàêòåðè�

ñòèê óñðåäíåííîãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéàíñàìáëÿ ñëó÷àéíûõ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõ êèíåòè�÷åñêèõ ìàòðèö è óñðåäíåííîé ðåëàêñàöèîííîé �óíê�öèè. Ýòèì âîïðîñàì ïîñâÿùåí ðàçä. 2 äàííîé ðàáî�òû. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü èçëîæåíèå ñàìîäîñòà�òî÷íûì, â Ïðèëîæåíèè ìû ïðèâîäèì îñíîâíûå èäåèâû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òðàíñëÿ-öèîííî-íåèíâàðèàíòíûõ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõ êè�íåòè÷åñêèõ ìàòðèö. Â ðàçä. 2 ìû òàêæå îáñóæäàåìðÿä èíòåðåñíûõ, íà íàø âçãëÿä, âîïðîñîâ, êîòîðûåóñòàíàâëèâàþò íåîæèäàííóþ ñâÿçü ìåæäó ðåëàêñà�öèîííîé êèíåòèêîé íà ñëó÷àéíûõ óëüòðàìåòðè÷å�ñêèõ ëàíäøà�òàõ è êðèòè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè íà �à�çîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðû [15℄.Ïîìèìî äèíàìè÷åñêîãî êîíòåêñòà óëüòðàìåòðè�÷åñêîé ïàðàäèãìû íåñîìíåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ�ëÿåò âûÿâëåíèå èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðíîé îðãà�íèçàöèè ¾ñëó÷àéíûõ óëüòðàìåòðè÷åñêèõ �àçîâûõïðîñòðàíñòâ¿ â íàáëþäàåìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêî�íîìåðíîñòÿõ. Íàãëÿäíûì ïðèìåðîì èåðàðõè÷åñêîéñòðóêòóðíîé îðãàíèçàöèè ìîæåò ñëóæèòü òàê íàçû�âàåìàÿ ñêëàä÷àòàÿ ãëîáóëà, âïåðâûå îáñóæäàâøàÿ�ñÿ â ðàáîòå [16℄. Òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíàÿ ïðî�ñòðàíñòâåííàÿ êîí�èãóðàöèÿ òàêîé ãëîáóëû íàïî�ìèíàåò êðèâóþ Ïåàíî [17℄, âëîæåííóþ â òðåõìåðíîåïðîñòðàíñòâî. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ óêëàäêà ñêëàä÷à�òîé ãëîáóëû ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèíè òîò æå ñêëàä÷àòûé ìîòèâ, âîñïðîèçâåäåííûé íàâñå áîëüøåì è áîëüøåì ìàñøòàáå. Èåðàðõè÷åñêàÿóêëàäêà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê áëî÷�íî-èåðàðõè÷åñêîé ñåòè êîíòàêòîâ ìåæäó çâåíüÿìèöåïè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîéìàòðèöåé êîíòàêòîâ. �àçóìååòñÿ, íàëè÷èå íåîäíî�ðîäíîñòåé â èåðàðõèè ñêëàäîê âíîñèò ýëåìåíò ñëó�÷àéíîñòè â áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêóþ ñåòü êîíòàêòîâ,â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàåò âîïðîñ îá îïðåäåëåíèèñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àíñàìáëÿ ñëó÷àéíûõìàòðèö áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîãî âèäà, â äàííîì ñëó�÷àå ñëó÷àéíûõ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõ ìàòðèö êîí�òàêòîâ.Àíàëèç ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè �(�) íåêîòîðûõàíñàìáëåé áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõ ìàòðèö êîíòàêòîâïîêàçàë [18℄, ÷òî �(�) ïðè j�j ! 1 èìååò ñòåïåí�íîé (à íå ýêñïîíåíöèàëüíûé) ¾õâîñò¿. Ýòî ñâèäå�òåëüñòâóåò î ìíîãîìàñøòàáíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ õà�ðàêòåðèñòèê ñåòè è ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òîñåòè (è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòðóêòóðû), äëÿ êî�òîðûõ õàðàêòåðíû áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèå ìàòðèöûêîíòàêòîâ, ìîãóò îòíîñèòüñÿ ê êëàññó áåçìàñøòàá�íûõ (s
ale-free), íàçûâàåìûõ òàêæå ìàñøòàáíî-èí-âàðèàíòíûìè, ìàñøòàáíî-ñàìîïîäîáíûìè è ò. ä.Ñåòåâûå ñòðóêòóðû áåçìàñøòàáíîãî òèïà îáñóæ-568



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009 Î íåêîòîðûõ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ : : :q(1)2q(1)2 q(1)2q(1)2"(1) "(2) "(3) "(4) "(5) "(7) "(8)
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q(3)1q(3)1 q(4)1q(4)1
G FD En = 1 n = 2 n = 3 n = 4n = 2n = 1 n = 1T =

à á
 = 3
 = 2
 = 1
 = 0A B C�èñ. 1. à) Áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ìàòðèöà T òèïà ìàòðèöû Ïàðèçè (p = 2); á ) èåðàðõè÷åñêèé (óëü-òðàìåòðè÷åñêèé) ýíåðãåòè÷åñêèé ëàíäøà�ò, îòâå÷àþùèé êèíåòè÷åñêîé ìàòðèöå Täàþòñÿ ñåé÷àñ åäâà ëè íå âî âñåõ îáëàñòÿõ íàóêè,îò äèíàìèêè áèîïîëèìåðîâ è èõ ïðîñòðàíñòâåííîéóêëàäêè (�îëäèíãà) â ñòðîãî äåòåðìèíèðîâàííûåñòðóêòóðû, êëåòî÷íîãî ìåòàáîëèçìà è åñòåñòâåííûõñåòåé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû (âêëþ÷àÿ èíòåðíåò, ðàç�ëè÷íûå ýêîëîãè÷åñêèå, ñîöèàëüíûå è ýêîíîìè÷åñêèåñòðóêòóðû è îáúåêòû è ò. ï.) äî áàíêîâñêèõ ñåòåé èäàæå êîíäåíñàöèè Áîçå �Ýéíøòåéíà. Ìíîãèå òåìûèç ýòîãî äàëåêî íå ïîëíîãî ñïèñêà ïðåäñòàâëåíû âîáçîðå [19℄. Ïîýòîìó â ðàçä. 3 äàííîé ðàáîòû, ïî�ñâÿùåííîì ñëó÷àéíûì ñåòÿì, ìû ñêîíöåíòðèðóåìñÿòîëüêî íà íåñêîëüêèõ êëþ÷åâûõ îñîáåííîñòÿõ áëî÷�íî-èåðàðõè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ ñåòåé, óäåëÿÿ îñîáîåâíèìàíèå ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì èõ ìàòðèö êîí�òàêòîâ (ìàòðèö ñâÿçíîñòè). Â ðàçä. 3 ìû òàêæå ïðåä�ëàãàåì íîâóþ ìîäåëü èåðàðõè÷åñêîé áåçìàñøòàá�íîé ñëó÷àéíîé ñåòè, ïîñòðîåíèå êîòîðîé îñíîâàíîíà èñïîëüçîâàíèè ñëó÷àéíûõ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõìàòðèö êîíòàêòîâ. Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ñòðóêòóðàáëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîé ìàòðèöû êîíòàêòîâ âî ìíî�ãîì ïîäîáíà ñòðóêòóðå áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîé êèíå�òè÷åñêîé ìàòðèöû, ðàññìàòðèâàåìîé â ðàçä. 2, ìåæ�äó íèìè åñòü âàæíîå ðàçëè÷èå. Â êèíåòè÷åñêèõ ìàò�ðèöàõ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ óäî�âëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé âåðîÿòíî�ñòè (â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà ñ äîñòîâåð�íîñòüþ íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé), â òî âðåìÿêàê äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîéìàòðèöû ñâÿçíîñòè ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíû íóëþ.Êàê ìû óâèäèì íèæå â ðàçä. 3, ýòî îáñòîÿòåëüñòâîñèëüíî âëèÿåò íà ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà àíñàìáëÿñëó÷àéíûõ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõ ìàòðèö.

2. ÑËÓ×ÀÉÍÛÅÁËÎ×ÍÎ-ÈÅ�À�ÕÈ×ÅÑÊÈÅÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛ:ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ È ÑÂßÇÜ ÑÍÀÏ�ÀÂËÅÍÍÛÌÈ ÏÎËÈÌÅ�ÀÌÈ ÍÀÍÅÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÍÛÕ ÄÅ�ÅÂÜßÕÁëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèå êèíåòè÷åñêèå ìàòðèöû(ðèñ. 1à) ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè ñòðóêòóðàìè,òåñíî ñâÿçàííûìè ñ ìîäåëÿìè óëüòðàìåòðè÷åñêîãîñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîå�íèÿ òàêîé áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîé ìàòðèöû. Âîçüìåììíîæåñòâî òî÷åê Bp(�), ïåðåíóìåðîâàííûõ èíäåê�ñîì i = 1; : : : ; N , ãäå N = p� (� � çàäàííîå öåëîå÷èñëî, p � ïðîñòîå ÷èñëî), è áóäåì ðàññìàòðèâàòüèõ êàê äèñêðåòíóþ ðåøåòêó óçëîâ, ïî êîòîðûìáëóæäàåò ¾÷àñòèöà¿. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óëüòðàìåò�ðè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà Bp(�) ââåäåìp-aäè÷åñêèé âåòâÿùèéñÿ ãðà� Gp(�) ñ �èêñèðîâàí�íûì èíäåêñîì âåòâëåíèÿ p + 1, êîíå÷íûå âåðøèíûêîòîðîãî åñòü óçëû ðåøåòêè Bp(�) (ðèñ. 1á ). �ðà�Gp(�), òàêèì îáðàçîì, èìååò � èåðàðõè÷åñêèõóðîâíåé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü q(i; j)ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿóçëàìè ðåøåòêè i è j (i; j 2 Bp(�)) îïðåäåëÿåòñÿâûñîòîé íàèìåíüøåãî ïîääåðåâà Gp(
; n
) � Gp(�),âêëþ÷àþùåãî óçëû i è j. Ïàðà (
; n
) â íàøèõîáîçíà÷åíèÿõ èíäåêñèðóåò âåðøèíû ïîääåðåâüåâäåðåâà Gp(�): 1 � 
 � � åñòü íîìåð óðîâíÿ èåðàð�õèè, íà êîòîðîì ðàñïîëîæåíà âåðøèíà ïîääåðåâà, àn
 � ñèìâîë, ïðèíèìàþùèé ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ íàp��
 âåðøèíàõ óðîâíÿ 
. Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòèïåðåõîäîâ çàäàþòñÿ âåðøèíàìè p-àäè÷åñêîãî ãðà�569



Â. À. Àâåòèñîâ, À. Õ. Áèêóëîâ, Î. À. Âàñèëüåâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009�à, õàðàêòåðíûå âðåìåíà ïåðåõîäîâ óäîâëåòâîðÿþòñèëüíîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà è p-àäè÷åñêèéãðà� ìîæíî àññîöèèðîâàòü ñ óëüòðàìåòðè÷åñêèìýíåðãåòè÷åñêèì ëàíäøà�òîì. Íàïðèìåð, ìàêñè�ìàëüíûé àêòèâàöèîííûé áàðüåð, ðàçäåëÿþùèéñîñòîÿíèÿ A è B (ñì. ðèñ. 1á ), ìîæíî àññîöèèðî�âàòü ñ âûñîòîé, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíà âåðøèíàD, èìåþùàÿ èíäåêñû (
 = 2, n = 1), è ò. ä.Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ïåðåõîäîâ èìååò áëî÷�íî-èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ ïðÿìî ñîîò�íîñèòñÿ ñ èåðàðõèåé áàññåéíîâ íà ýíåðãåòè÷åñêîìëàíäøà�òå. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü òàêóþìàòðèöó êèíåòè÷åñêîé ìàòðèöåé Ïàðèçè (ÊÌÏ) èîáîçíà÷àòü åå ýëåìåíòû êàê q(n)
 , ïîäðàçóìåâàÿ ïîän ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñû áëîêîâ ìàòðèöû (âåð�øèí ïîääåðåâüåâ p-àäè÷åñêîãî ãðà�à), ïðèíàäëåæà�ùèõ óðîâíþ 
. Îòìåòèì, ÷òî ÊÌÏ ÿâëÿåòñÿ ñèì�ìåòðè÷íîé ìàòðèöåé è åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòûîïðåäåëåíû òàê, ÷òî ñóììà ýëåìåíòîâ ïî êàæäîìóñòîëáöó ðàâíà íóëþ.Êàæäûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò Ti;j � q(n)
 ìàòðè�öû T (ñì. ðèñ. 1à), êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìîæíîñâÿçàòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ýíåðãåòè÷åñêèì áàðüå�ðîì u(n)
 > 0 íà ëàíäøà�òå, ðàçäåëÿþùèì îïðåäå�ëåííóþ ïàðó áàññåéíîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàñøòà�áà: u(n)
 = � ln q(n)
 � ýòî áåçðàçìåðíàÿ ¾âûñîòà¿ áà�ðüåðà.Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðàíñëÿöèîííî-íåèíâàðè-àíòíûõ ÊÌÏ áûëè âïåðâûå ïîëó÷åíû â ðàáîòå [20℄ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòîâ p-àäè÷åñêîãî àíà�ëèçà [6℄. Íèæå ìû ïðèâîäèì âûðàæåíèå äëÿñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÊÌÏ â òåðìèíàõ ìàò�ðè÷íûõ ýëåìåíòîâ q(n)
 . Ñîáñòâåííûå âåêòîðûòðàíñëÿöèîííî-íåèíâàðèàíòíîé ÊÌÏ îïèñàíû âÏðèëîæåíèè. Êîíñòðóêöèÿ �
;n èìååò î÷åíü ïðî�çðà÷íóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Çàäàäèìïàðó ÷èñåë (
; n), ãäå 
 åñòü èåðàðõè÷åñêèé óðîâåíü(1 � 
 � � = max 
), à n íóìåðóåò âåðøèíûp-àäè÷åñêîãî ãðà�à (1 � n � p��
), îòíîñÿùèåñÿ êóðîâíþ 
, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1á.Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �
;n ìàòðèöû T ìîæíî çà�ïèñàòü â âèäå�
;n == �p
q(n)
 � (1� p�1) (�;1)X(
0;n0)=(
+1;n) p
0q(n0)
0| {z }� : (2)Ñóììèðîâàíèå â (2) (íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâî ñ (1))íóæäàåòñÿ â ïîÿñíåíèè. Ñóììèðîâàíèå � â (2), äà�þùåå âêëàä â ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �
;n, âåäåòñÿ

âäîëü (åäèíñòâåííîãî) ïóòè íà äåðåâå, ñâÿçûâàþùå�ãî âåðøèíó (
; n) ñ êîðíåì äåðåâà (�; 1), à ìíîæè�òåëü p
 , ñòîÿùèé ïåðåä q(n)
 , åñòü ÷èñëî ñîñòîÿíèéâ áàññåéíå óðîâíÿ 
. Îòñþäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òîñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �
;n åñòü ïðîñòî âåðîÿòíîñòüâûõîäà (â åäèíèöó âðåìåíè) èç ïîääåðåâà ñ âåðøè�íîé (
; n) ÷åðåç ëþáóþ èç âûøåëåæàùèõ âåðøèíp-àäè÷åñêîãî äåðåâà. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè âû�÷èñëèì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �
=1;n=3 äëÿ ìàòðèöû,ïîêàçàííîé íà ðèñ. 1a. Ïåðâûé ÷ëåí â (2) åñòü âçâå�øåííûé âêëàä îò òî÷êè E(
 = 1; n = 3), è ñóììà �â ýòîì ñëó÷àå åñòü âçâåøåííàÿ ñóììà äâóõ âêëàäîâîò òî÷åê F è G (ñì. ðèñ. 1á ). Îòñþäà�1;3 = �21q(3)1 � (1� 2�1) h22q(2)2 + 23q(1)3 i :Îïðåäåëèì òåïåðü ñëó÷àéíóþ ÊÌÏ. Äëÿ ýòîãîïîëîæèì, ÷òî u(n)
 = Du(n)
 E+ �(n)
 ; (3)ãäå Du(n)
 E � ñðåäíåå çíà÷åíèå âûñîòû áàðüåðàíà óðîâíå 
, à �(n)
 îïèñûâàåò ñëó÷àéíûå îòêëîíå�íèÿ u(n)
 îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Íèæå ïîëàãàåì, ÷òîj�(n)
 j � 1. Ýòî ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü ñòåïåííîé ðÿääëÿ q(n)
 ïî �(n)
 ëèíåéíûì ÷ëåíîì:q(n)
 � exp��Du(n)
 E�h1� �(n)
 +O �(�(n)
 )2�i : (4)Íàïîìíèì, ÷òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ Du(n)
 E �èêñèðó�þò èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ýíåðãåòè÷åñêîãî ëàíä�øà�òà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîñðåäíÿÿ âûñîòà áàðüåðîâ ðàñòåò ëèíåéíî ñ 
, ò. å.exp��Du(n)
 E� = Dq(n)
 E = p�(�+1)
 (� � 0), ãäå� ìàñøòàáèðóåò ëèíåéíîå (â ñðåäíåì) íàðàñòàíèåáàðüåðîâ íà ëàíäøà�òå. Ñëåäóåò, îäíàêî, ïîä÷åðê�íóòü, ÷òî ýòî íå îãðàíè÷èâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íà�øåãî ðàññìîòðåíèÿ è íà äðóãèå òèïû óëüòðàìåòðè�÷åñêèõ ëàíäøà�òîâ, îáñóæäàâøèõñÿ, íàïðèìåð, âðàáîòå [21℄.Èññëåäîâàíèå óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãîáëóæäàíèÿ íà ñòîõàñòèçîâàííîì óëüòðàìåòðè÷å�ñêîì ëàíäøà�òå ñòàâèò, ïðåæäå âñåãî, çàäà÷óâû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåí�íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ÊÌÏ îïèñàííîãî âûøåâèäà (ñì. ðèñ. 1à). Ïîìèìî ýòîé çàäà÷è ìûòàêæå óñòàíàâëèâàåì â äàííîì ðàçäåëå ñâÿçüìåæäó ñòîõàñòèçîâàííûìè óëüòðàìåòðè÷åñêèìèëàíäøà�òàìè è ¾íàïðàâëåííûìè ïîëèìåðàìè íàñëó÷àéíûõ äåðåâüÿõ¿ [22℄. Ïîëüçóÿñü ýòîé ñâÿ�çüþ, ìû îáíàðóæèâàåì íåêîòîðûå íåîæèäàííûå570



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009 Î íåêîòîðûõ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ : : :ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè ¾âûæèâàíèÿ¿ íà ñëó÷àéíûõóëüòðàìåòðè÷åñêèõ ëàíäøà�òàõ. Íàïîìíèì, ÷òîâåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ S(t) (íàçûâàåìàÿ òàêæåðåëàêñàöèîííîé �óíêöèåé) åñòü âåðîÿòíîñòü íàéòèñèñòåìó â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè â ìîìåíò âðåìåíè t.2.1. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîéêèíåòè÷åñêîé ìàòðèöû ÏàðèçèÑïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü �(�) àíñàìáëÿ ñëó÷àé�íûõ ÊÌÏ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñòàíäàðòíûì îá�ðàçîì: �(�) = 1N Xf
;ng hÆ(�� �
;n)i ; (5)ãäå N = p� � ïîëíîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéìàòðèöû T , à h: : : i îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ñ �óíêöè�åé ðàñïðåäåëåíèÿ P (�(n)
 ). Ïóñòü P (�(n)
 ) åñòü �óíê�öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �ëóêòóàöèé �(n)
 áàðüåðîâ u(n)
 ,îòíîñÿùèõñÿ ê óðîâíþ 
 (ñì. âûðàæåíèå (3)), è ìàò�ðè÷íûå ýëåìåíòû q(n)
 ñâÿçàíû ñ âûñîòàìè ýíåðãå�òè÷åñêèõ áàðüåðîâ ñîãëàñíî (4). Ïðåäïîëîæèì, ÷òîP (�(n)
 ) � ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå, íå çàâèñÿùåå îò(
; n): P (�(n)
 ) = 1p2��2 exp � (�(n)
 )22�2 ! : (6)Âîîáùå ãîâîðÿ, �ëóêòóàöèè �(n)
 â (6) íåîãðàíè÷åíû,è ðàñïðåäåëåíèå P (�(n)
 ) íå âñåãäà ñîâìåñòèìî ñ óñëî�âèåì j�(n)
 j � 1. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèåâàæíî èìåííî äëÿ êèíåòè÷åñêèõ ìàòðèö, ïîñêîëü�êó îíî äîëæíî ãàðàíòèðîâàòü ïîëîæèòåëüíîñòü ìàò�ðè÷íûõ ýëåìåíòîâ q(n)
 â (4). Ïîýòîìó íèæå ïîëàãà�åì, ÷òî h(�(n)
 )2i = �2 � 1, âû÷èñëÿåì ñïåêòðàëüíóþïëîòíîñòü è â êîíöå ïðîâåðÿåì íàøè ðåçóëüòàòû íàñàìîñîãëàñîâàííîñòü.Èç âûðàæåíèé (2), (5) è (6) íåòðóäíî îïðåäåëèòü�(�). Íà÷íåì ñî âñïîìîãàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ äëÿ�óíêöèè Q(�; 
) = hÆ(�� �
;n=1)i ïðè n = 1 è ïðî�èçâîëüíîì çíà÷åíèè 
 (1 � 
 � �), ãäå óñðåäíåíèåïðîâîäèòñÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì P (�(n=1)
 ):Q(�; 
) == 1Z�1 dx2� ei�x 
e�i�
;nx�nP (�(n=1)
 );::: ;P (�(n=1)� )o �� 1Z�1 dx2� exp�ix [�+ v
(�)℄� x22 �2u
(�)� ; (7)

ãäå v
(�) = p��
 + (1� p�1) �X
0=
+1 p��
0 ;u
(�) = p�2�
 + (1� p�1)2 �X
0=
+1 p�2�
0 : (8)Èíòåãðàë â (7) ëåãêî îöåíèòü. Óäåðæèâàÿ òîëüêîãëàâíûå (êâàäðàòè÷íûå) ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïî �, ïî�ëó÷àåìQ(�; 
) = 1p2��2u
(�) exp(� [�+ v
(�)℄2�2u
(�) ) : (9)Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà Q(�; 
) îäèíàêîâà äëÿëþáîãî èç p��
 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �
;n, îòíîñÿ�ùèõñÿ ê p��
 áàññåéíàì óðîâíÿ 
. Ïîýòîìó ñïåê�òðàëüíóþ ïëîòíîñòü �(�) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå�(�) = 1p� �X
=1 g(
)Q(�; 
); (10)ãäå g(
) = p��
 � ñòåïåíü âûðîæäåííîñòè âåëè÷è�íû Q(�; 
).Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ïðèáëèæåíèÿ (4)ìû ÷èñëåííî îïðåäåëèëè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü�(�) äëÿ ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ P (�(n)
 ), èñïîëü�çóÿ òî÷íîå ñîîòíîøåíèå q(n)
 = p�(�+1)
 e��(n)
 , èñðàâíèëè ðåçóëüòàò ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ,ïîëó÷åííîé äëÿ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ q(n)
 �� p�(�+1)
(1 � �(n)
 ). Íà ðèñ. 2a ïðèâåäåíû òî÷íîåè ïðèáëèæåííîå ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîò�íîñòè, ïîëó÷åííûå äëÿ ñëó÷àéíûõ ÊÌÏ ïðè � = 8 è� = 0:1. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ � = 0:5 ïîêà�çàíû íà ðèñ. 2á. Âèäíî, ÷òî ïðè � . 0:2 ëèíåàðèçî�âàííîå ïðèáëèæåíèå (4) ïðè ãàóññîâîì ðàñïðåäåëå�íèè ýíåðãåòè÷åñêèõ áàðüåðîâ âñå åùå îñìûñëåííî:ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå �(�), âû÷èñëåííîå ñ èñïîëü�çîâàíèåì âûðàæåíèé (9), (10), ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäà�åò ñ èñòèííûì ðàñïðåäåëåíèåì.Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî àíàëèç âûðàæåíèÿ (10)äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ � > 0 â ïðåäåëå �!1ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèåõâîñòà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè �(�) ïðè �! �1:�(�)����!�1 �� ( j�j�(��1)=�e��2 ; � � 1;j�j�(1��)=�e��2 ; 0 < � < 1: (11)Ñèëüíîå îáðåçàíèå ñïåêòðà ñëåâà ïðè ìàëûõ � (ñì.ðèñ. 2), ò. å. ïðè ñëàáîé ñòîõàñòèçàöèè óëüòðàìåò�ðè÷åñêîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ëàíäøà�òà, óêàçûâàåò571
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�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè �(�) ÊÌÏ ïðè ãàóññîâûõ �ëóêòóàöèÿõ áàðüåðîâ äëÿ òî÷íûõ (ñïëîø-íûå êðèâûå) è ëèíåàðèçîâàííûõ (ïóíêòèðíûå êðèâûå) ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè � = 8, � = 0:1 (à), 0:5 (á ) è� = 0:2; 0:5íà òî, ÷òî �èçè÷åñêè èíòåðåñíûå ïðîÿâëåíèÿ ëàíä�øà�òíîé ñëó÷àéíîñòè íà �îíå ÿâíî âûðàæåííîéèåðàðõè÷åñêîé áàññåéíîâîé ñòðóêòóðû ñëåäóåò îæè�äàòü òîëüêî â ÷àñòè ñïåêòðà ñëó÷àéíûõ ÊÌÏ, ñîîò�âåòñòâóþùåé áîëüøèì âðåìåíàì è îòâå÷àþùåé îá�ëàñòè �! 0. Äåòàëüíîìó îáñóæäåíèþ ýòîãî âîïðîñàïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïîäðàçäåë.2.2. Âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ íà ñëó÷àéíîìóëüòðàìåòðè÷åñêîì ëàíäøà�òå èíàïðàâëåííûå ïîëèìåðû íà ñëó÷àéíûõäåðåâüÿõÈí�îðìàöèÿ î ïîâåäåíèè ñèñòåìû íà áîëüøèõâðåìåíàõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç âåðîÿòíîñòè âû�æèâàíèÿ S(t), èìåþùåé ñìûñë âåðîÿòíîñòè íàéòèñèñòåìó â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè â ìîìåíò âðåìåíèt. Âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ íà ðåãóëÿðíûõ óëüòðà�ìåòðè÷åñêèõ ëàíäøà�òàõ (îïèñûâàåìûõ ðåãóëÿðíû�ìè p-àäè÷åñêèìè ãðà�àìè), èçâåñòíà äëÿ ðàçëè÷�íûõ âèäîâ ëàíäøà�òîâ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [21℄):�S(t;�) = (p� 1) �X
=1 p�
 e�
t + p��;ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �
 < 0 , 
 = 1; : : : ;�. Çà�ìåòèì, ÷òî íà ðåãóëÿðíîì óëüòðàìåòðè÷åñêîì ëàíä�øà�òå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âñåãäà ýâîëþöèîíè�ðóåò ê îäíîðîäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. ×òî æå êàñàåò�ñÿ âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ, îíà çàâèñèò îò ïðî�èëÿëàíäøà�òà. Íàïðèìåð, äëÿ ëèíåéíûõ ëàíäøà�òîâ(âûñîòà àêòèâàöèîííûõ áàðüåðîâ ìåæäó áàññåéíàìè

ðàñòåò ëèíåéíî ñ óðîâíåì 
) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿÊÌÏ îïðåäåëåíû âûðàæåíèåì (1) è S(t) íà áîëüøèõâðåìåíàõ âåäåò ñåáÿ êàê S(t) / t�1=� [9; 21℄.Äëÿ óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿñî ñëó÷àéíîé ÊÌÏ âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ S(t) çà�âèñèò îò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ÊÌÏ. Êàê óæå îò�ìå÷àëîñü âûøå, â ýòîì ñëó÷àå �èçè÷åñêè èíòåðåñíîïîâåäåíèå óñðåäíåííîé ïî ðåàëèçàöèÿì ÊÌÏ âåðî�ÿòíîñòè âûæèâàíèÿ hS(t;�)i íà áîëüøèõ âðåìåíàõ:hS(t;�)i = *(p� 1) Xf
;ngp�
 exp(�
;nt)+ == (p� 1) �X
=1 p�
 hZ(t; 
;�)i ; (12)ãäå Z(t; 
;�) = p��
Xn=1 exp(�
;nt): (13)Ñóììèðîâàíèå â (13) âåäåòñÿ ïî p��
 âåðøèíàì ïîä�äåðåâüåâ óðîâíÿ 
, à �
;n çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (2).Íàïîìíèì, ÷òî êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �
;nñëó÷àéíîé ÊÌÏ åñòü âåðîÿòíîñòü âûõîäà (â åäèíè�öó âðåìåíè) èç áàññåéíà, îòâå÷àþùåãî ïîääåðåâó ñâåðøèíîé (
; n), ñì. ðèñ. 1á. Ïîýòîìó íà Z(t; 
;�)ìîæíî �îðìàëüíî ñìîòðåòü êàê íà ñòàòèñòè÷åñêóþñóììó ïî âñåì ïóòÿì óõîäà ñ óðîâíÿ 
 íà âûøåëå�æàùèå óðîâíè â ìîìåíò âðåìåíè t.Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå hS(t;�)i ÿâëÿåòñÿ âåñüìàòðóäíîé çàäà÷åé, îäíàêî âàæíóþ èí�îðìàöèþ î ïî�572



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009 Î íåêîòîðûõ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ : : :âåäåíèè hS(t;�)i ìîæíî ïîëó÷èòü, àíàëèçèðóÿ �óíê�öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ Z(t; 
;�). Íàøå äàëüíåé�øåå ðàññìîòðåíèå ýòîãî âîïðîñà îñíîâàíî íà òîìíàáëþäåíèè, ÷òî Z(t; 
;�) �îðìàëüíî ñîâïàäàåò ñîñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé íàïðàâëåííîãî ïîëèìåðà íàíåóïîðÿäî÷åííîì äåðåâå (ÍÏÍÄ), âïåðâûå èññëåäî�âàííîé â ðàáîòå [22℄.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (4) â (13) è óäåðæèâàÿòîëüêî ëèíåéíûå ÷ëåíû â �(n)
 (j�(n)
 j � 1), ïîëó÷èìZ(t; 
;�) = ~Z(t; 
;�) exp [�v
(�)t℄ ;ãäå v
(�) îïðåäåëåíî â (8), à~Z(t; 
;�) = Xall paths exp8<:t0�p��
�(n)
 ++ (1� p�1) (�;1)X(
0=
+1;n) p��
0�(n0)
0 1A9=; : (14)Ñóììèðîâàíèå â êàæäîé èç ýêñïîíåíò â ïðàâîé ÷à�ñòè âûðàæåíèÿ (14) èäåò ïî âñåì âåðøèíàì, ëåæà�ùèì íà ïóòè îò óçëà (
+1; n) ê êîðíåâîé òî÷êå (�; 1)(â òî÷íîñòè, êàê â (2)), à ïåðâîå ñóììèðîâàíèå â (14)èäåò ïî âñåì p��
 âåðøèíàì p-àäè÷åñêîãî äåðåâà,îòíîñÿùèìñÿ ê óðîâíþ 
.Ôóíêöèÿ ~Z(t; 
;�) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìóñòîõàñòè÷åñêîìó ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ (ñð. ñóðàâíåíèåì, ïîëó÷åííûì â [22℄):~Z(�) = exp �t(1� p�1)p������ pXj=1 ~Zj(�� 1): (15)Ââåäåì, êàê è â ðàáîòå [22℄, óñðåäíåííóþ õàðàêòåðè�ñòè÷åñêóþ (ïðîèçâîäÿùóþ) �óíêöèþGm(x) == Dexpn� ~Z(m) exp �t(1� p�1)p��mx�oE ; (16)ãäå 
 � m � �. Èñïîëüçóÿ �àêòîðèçàöèþ �óíêöèèGm(x) íà äåðåâå Êýëè, ïðèõîäèì ê ðåêóðñèè äëÿ�óíêöèè Gm(x):Gm�1(x) = Z d� P (�) �Gm(p��(x+ �))�p ; (17)ãäå P (�) � ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå (6) äëÿ �. ×òî�áû ïðèâÿçàòü (17) ê ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, ïîëîæèìâ (14) ~Z(t; 
 = �;�) = exp(tp�����). Òàêèì îáðàçîì,ìû �èêñèðóåì ãðàíè÷íîå óñëîâèå â êîðíå äåðåâà:G�(x) = 
exp�� exp �t(1� p�1)p���x� �� exp �tp������	�P (��) : (18)

Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå â (14) ïðåäïîëàãàåò óçêîåðàñïðåäåëåíèå P (�) ñ �2 � 1. Â ýòîì ñëó÷àå ãðà�íè÷íîå óñëîâèå (18) èìååò âèäG�(x) = exp�� exp �t(1� p�1)p���x�	 : (19)Óðàâíåíèÿ (17) è (19) îïðåäåëÿþò íàøó çàäà÷ó. Äëÿäàëüíåéøåãî ñîïîñòàâëåíèÿ ìîäåëè ÍÏÍÄ è ðåëàê�ñàöèè íà ñëó÷àéíûõ óëüòðàìåòðè÷åñêèõ ëàíäøà��òàõ óäîáíåå ïîâåðíóòü íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà óðîâ�íåé äåðåâà íà îáðàòíîå, îïðåäåëèâ n = � � m,0 � n � � � 
. Ñëó÷àé � > 0 ñîîòâåòñòâóåò ¾ñæè�ìàþùåìó¿ îòîáðàæåíèþ è òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàñ�ñìîòðåíèÿ, çäåñü æå ìû óäåëèì âíèìàíèå ñëó÷àþ� = 0, ò. å. äëÿ �
 = p�
 , êîòîðûé �îðìàëüíî èäåí�òè÷åí ìîäåëè ÍÏÍÄ [22℄. Ñîãëàñíî ðàáîòå [22℄, óðàâ�íåíèå (17) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (19) â êîíòèíó�àëüíîì ïðåäåëå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ Êîëìîãî�ðîâà �Ïåòðîâñêîãî �Ïèñêóíîâà [23℄ è èìååò ðåøåíèåòèïà áåãóùåé âîëíû.Îñíîâíîå ñâîéñòâî ìîäåëè ÍÏÍÄ çàêëþ÷àåò�ñÿ â ñëåäóþùåì. Äëÿ äëèííûõ ïóòåé íà äåðåâåÊýëè Gn(x) ÿâëÿåòñÿ ¾áåãóùåé âîëíîé¿, Gn(x) == w(x � fn), ãäå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ f çàâè�ñèò îò îáðàòíîé òåìïåðàòóðû �. Â òåðìèíàõ íàøåéìîäåëè � = t(1� p�1) (äëÿ � = 0). Â ìîäåëè ÍÏÍÄñêîðîñòü f ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñâîáîäíîé ýíåðãèè íà�ïðàâëåííîãî ïîëèìåðà íà åäèíèöó äëèíû è â ïðåäå�ëå áîëüøèõ äëèí èìååò âèäf(�) = 1� ln�p Z d� P (�)e��� :Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ T > T
 (ò. å. ïðè t < t
 âòåðìèíàõ óðàâíåíèé (17) è (19)) ñêîðîñòü f áåãóùåéâîëíû, ò. å. ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ íàïðàâëåííîãî ïîëè�ìåðà, ìåíÿåòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé, îäíàêî ïðè íèçêèõòåìïåðàòóðàõ T < T
 (ò. å. ïðè t > t
 â òåðìèíàõíàøåé ìîäåëè) ñêîðîñòü f ïîñòîÿííà è ðàâíà f(T
)(f(t
) â òåðìèíàõ íàøåé ìîäåëè). Çíà÷åíèå T
 îïðå�äåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿddtf(T )����T=T
 = 0:Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè îò òåì�ïåðàòóðû ìåíÿåòñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè òåìïåðàòóðûT = T
, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â òî÷êå T
èìååò ìåñòî �àçîâûé ïåðåõîä ¾íàðóøåíèÿ ýðãîäè÷�íîñòè¿ [24℄, ò. å. äðåâîîáðàçíîå �àçîâîå ïðîñòðàí�ñòâî ¾íàïðàâëåííîãî ïîëèìåðà¿ ðàñïàäàåòñÿ íà âû�äåëåííûå îáëàñòè. Äåéñòâèòåëüíî, êàê áûëî îáíàðó�æåíî â [22℄, ïåðåêðûòèå ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìèíàïðàâëåííîãî ïîëèìåðà (òðàåêòîðèÿìè íà äåðåâå)573



Â. À. Àâåòèñîâ, À. Õ. Áèêóëîâ, Î. À. Âàñèëüåâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Ïðè T > T
 ïåðåêðûòèå äî�ñòîâåðíî ðàâíî íóëþ, îäíàêî ïðè T < T
 îíî ðàâíîíóëþ ñ âåðîÿòíîñòüþ �(t) / T è åäèíèöå ñ âåðîÿòíî�ñòüþ 1 � �(t). Îòëè÷íàÿ îò íóëÿ âåðîÿòíîñòü ïåðå�êðûòèÿ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî íèæå êðèòè÷åñêîé òåì�ïåðàòóðû T
 �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåííîãîïîëèìåðà ñòàíîâèòñÿ íåîäíîðîäíûì. Â íàøåì ñëó�÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) âåäåò ñåáÿ íà áîëüøèõâðåìåíàõ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òîâðåìÿ t èãðàåò ðîëü îáðàòíîé òåìïåðàòóðû � ìîäåëèÍÏÍÄ. Èñõîäÿ èç ýòîé �îðìàëüíîé àíàëîãèè ìîæ�íî áûëî áû äóìàòü, ÷òî äàæå ñëàáàÿ ñòîõàñòèçàöèÿóëüòðàìåòðè÷åñêîãî ëàíäøà�òà (j�(n)
 j � 1) ìîæåòñóùåñòâåííî èçìåíèòü ïîâåäåíèå áëóæäàþùåé ÷àñ�òèöû íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ (t > t
). Çà�ìåòèì, îäíàêî, ÷òî ñëó÷àé � ! 0 ñîîòâåòñòâóåò èñ�÷åçàþùåé áàðüåðíîé èåðàðõèè (ïðè ñîõðàíÿþùåéñÿèåðàðõèè áàññåéíîâ), ïîýòîìó ¾ñëàáûå¿ �ëóêòóàöèèj�(n)
 j � 1 â ñðàâíåíèè ñ èñ÷åçàþùå ìàëûìè ñðåä�íèìè Du(n)
 E â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ¾ñèëüíû�ìè¿. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëó÷àé � = 0 è j�(n)
 j � 1 îò�âå÷àåò áîëüøèì �ëóêòóàöèÿì áàðüåðíîé èåðàðõèè.Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïðè � = 0 íàøà çàäà÷à �îð�ìàëüíî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ÍÏÍÄ, èí�òåðïðåòàöèÿ êðèòè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ, íàáëþäàâøåãî�ñÿ â ðàáîòå [22℄, â òåðìèíàõ óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ñëó�÷àéíîãî áëóæäàíèÿ [15℄ çàñëóæèâàåò îáñóæäåíèÿ.Äåéñòâèòåëüíî, íàøà êèíåòè÷åñêàÿ çàäà÷à îïðåäå�ëåíà äëÿ óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäà�íèÿ, ò. å. äëÿ áëóæäàíèÿ íà ãðàíèöå p-àäè÷åñêîãîäåðåâà, è âñå êèíåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîäåëè, â òîì÷èñëå è ¾áåãóùàÿ âîëíà¿, îïðåäåëåíû âåðîÿòíîñòÿ�ìè ïåðåõîäîâ íà îïðåäåëåííûå (óëüòðàìåòðè÷åñêèå)ðàññòîÿíèÿ ¾ïîïåðåê äåðåâà¿ âäîëü åãî ãðàíèöû. Âîòëè÷èå îò ýòîãî ìîäåëü ÍÏÍÄ èìååò äåëî ñ áëó�æäàíèåì â îáúåìå äåðåâà, è áåãóùàÿ âîëíà òàì ðàñ�ïðîñòðàíÿåòñÿ ¾âäîëü äåðåâà¿ îò êîðíÿ ê ãðàíèöå.Òåì íå ìåíåå ïåðåêðûòèå òðàåêòîðèé, âû÷èñëåí�íîå â ðàáîòå [22℄ äëÿ íàïðàâëåííîãî ïîëèìåðà, ïîç�âîëÿåò ñâÿçàòü ïîâåäåíèå â îáúåìå è íà ãðàíèöå äå�ðåâà. Ïîñêîëüêó íà âðåìåíàõ t < t
 ïåðåêðûòèå ëþ�áûõ äâóõ òðàåêòîðèé íà äåðåâå ðàâíî íóëþ, ãðàíèöàäåðåâà (ê êîòîðîé òðàåêòîðèè èäóò èç êîðíÿ) îñòà�åòñÿ êèíåòè÷åñêè îäíîðîäíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî âå�ðîÿòíîñòü âûõîäà èç ëþáîãî áàññåéíà, óñðåäíåííàÿïî âñåì ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîãî ëàíäøà�òà, çàâè�ñèò òîëüêî îò ìàñøòàáà (ýíòðîïèè) áàññåéíà. Èíà÷åãîâîðÿ, íà íå ñëèøêîì áîëüøèõ âðåìåíàõ íàáëþäà�åìàÿ êèíåòèêà àíàëîãè÷íà êèíåòèêå íà ðåãóëÿðíîéáàññåéíîâîé èåðàðõèè è ñëó÷àéíîñòü óëüòðàìåòðè÷å�ñêîãî ëàíäøà�òà íèêàê ñåáÿ íå ïðîÿâëÿåò. Íàïðî�

òèâ, ïåðåêðûòèå òðàåêòîðèé íà áîëüøèõ âðåìåíàõt > t
 óêàçûâàåò íà ñòàòèñòè÷åñêóþ íåîäíîðîäíîñòüâêëàäîâ ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî óëüòðà�ìåòðè÷åñêîãî ëàíäøà�òà â ïîâåäåíèå ðåëàêñàöèîí�íûõ ñðåäíèõ: ñ âåðîÿòíîñòüþ �(t) / t�1 ãðàíèöà äå�ðåâà îñòàåòñÿ îäíîðîäíîé, íî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1��(t)îíà ñòàíîâèòñÿ ¾ëàêóíàðíîé¿, ò. å. òàêîé, ÷òî âûõîäèç íåêîòîðûõ áàññåéíîâ îêàçûâàåòñÿ (â ñðåäíåì) êè�íåòè÷åñêè çàòðóäíåí, è áëóæäàþùàÿ ÷àñòèöà ìîæåòîêàçàòüñÿ çàïåðòîé â ýòèõ áàññåéíàõ íà íåîïðåäåëåí�íî äîëãîå âðåìÿ. Ïðè ýòîì êèíåòè÷åñêîå ¾çàìåðçà�íèå¿ ñòàíîâèòñÿ ñî âðåìåíåì âñå áîëåå è áîëåå âå�ðîÿòíûì. Ïîäîáíûå ñâîéñòâà ðåëàêñàöèè íà ñëó÷àé�íûõ ëàíäøà�òàõ 
 áàññåéíîâîé ñòðóêòóðîé ìîãóòîêàçàòüñÿ âïîëíå íàáëþäàåìûìè, ïðîÿâëÿÿ ñåáÿ, íà�ïðèìåð, â âèäå ý��åêòîâ ñòàðåíèÿ.3. CËÓ×ÀÉÍÛÅÁËÎ×ÍÎ-ÈÅ�À�ÕÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛÊÎÍÒÀÊÒÎÂ: ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÅÑÂÎÉÑÒÂÀ È ÑÂßÇÜ ÑÁÅÇÌÀÑØÒÀÁÍÛÌÈ ÑËÓ×ÀÉÍÛÌÈÑÅÒßÌÈÊàê óæå îòìå÷àëîñü âî Ââåäåíèè, âûÿâëåíèåñòðóêòóðíîé îðãàíèçàöèè ó ñëîæíîé ñèñòåìû ñî ñòà�òèñòè÷åñêèì áåñïîðÿäêîì ÷àñòî îïèðàåòñÿ íà ñå�òåâóþ ïàðàäèãìó, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò èññëå�äîâàíèå òîïîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñåòè ñâÿ�çåé, ïîëó÷åííîé èç ðàññìîòðåíèÿ âçàèìîäåéñòâèéìåæäó ýëåìåíòàìè ñèñòåìû. Àíàëèòè÷åñêèå ïðèå�ìû ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçó�þò èçâåñòíóþ ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè õàðàê�òåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîé ñåòè è ñïåêòðàëüíûìè ñâîé�ñòâàìè ìàòðèö ñâÿçíîñòè (ìàòðèö êîíòàêòîâ) ñå�òè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ìàòðèöñâÿçíîñòè ïîëíîñòüþ ñëó÷àéíûõ ñåòåé, èçâåñòíûõ âëèòåðàòóðå êàê ñëó÷àéíûå ãðà�û Ýðä�åøà ��åíüè(Ý�-ãðà�û) [25℄, ñóùåñòâóåò àðñåíàë ìåòîäîâ êàêìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèõ, òàê è èñïîëüçóþùèõ ìåíååñòðîãèå ïîäõîäû, çàèìñòâîâàííûå èç òåîðèè íåóïî�ðÿäî÷åííûõ ñèñòåì (íàïðèìåð, ìåòîä ðåïëèê èëè ìå�òîäû òèïà ñðåäíåãî ïîëÿ Ôëîðè [26; 27℄).Ìåæäó òåì â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå, áëàãîäà�ðÿ â îñíîâíîì ñóùåñòâåííîìó ðîñòó êîìïüþòåðíûõâîçìîæíîñòåé, áûëè ïîëó÷åíû îáøèðíûå äàííûåïî ñòàòèñòè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ðåàëüíûõ ñåòåéðàçëè÷íîé ïðèðîäû � îò ñåòåé ìåæìîëåêóëÿðíûõêîíòàêòîâ â áèîïîëèìåðàõ äî ñîöèàëüíûõ, �èíàíñî�âûõ ñåòåé è èíòåðíåòà. Îêàçàëîñü, ÷òî â áîëüøèí�ñòâå ñëó÷àåâ òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåàëüíûõ ñå�òåé è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà èõ ìàòðèö ñâÿçíîñòè574



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009 Î íåêîòîðûõ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ : : :ïëîõî ñîãëàñóþòñÿ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ïîëíîñòüþñëó÷àéíûõ Ý�-ãðà�îâ. Êàê âûÿñíèëîñü, äëÿ ìíî�ãèõ ðåàëüíûõ ñåòåé îêàçàëîñü òèïè÷íûì ñòåïåííîå(à íå ýêñïîíåíöèàëüíîå, êàê ó Ý�-ãðà�îâ) ïîâåäå�íèå õâîñòîâ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé õàðàêòå�ðèñòèê ñåòè, áëàãîäàðÿ ÷åìó ïîäîáíûå ñåòè áûëèâûäåëåíû â îñîáûé êëàññ è ïîëó÷èëè íàçâàíèå áåç�ìàñøòàáíûõ (s
ale-free) ñåòåé. Íà ïðàêòèêå áåçìàñ�øòàáíîñòü êîíêðåòíîé ñåòè ÷àùå âñåãî óñòàíàâëè�âàåòñÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè ñâÿçíîñòè óçëîâ(vertex degree distribution) � ÷èñëà áëèæàéøèõ ñîñå�äåé ó óçëîâ èññëåäóåìîé ñåòè. Â îáùåé ïîñòàíîâêå,îñíîâàííîé íà àíàëèçå ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîò�íîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñâÿçíîñòè ñå�òè, áåçìàñøòàáíîñòüþ ìû áóäåì íàçûâàòü íàëè÷èåñòåïåííîãî ïîâåäåíèÿ èìåííî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî�ñòè. Ïðè ýòîì òîïîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñåòè,íàïðèìåð ñòåïåíü ñâÿçíîñòè, èìåþò î÷åíü øèðîêèåðàñïðåäåëåíèÿ, íà ïîðÿäêè âåëè÷èíû ïðåâîñõîäÿ�ùèå ïî øèðèíå ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿÝ�-ãðà�îâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå àíîìàëüíî øèðîêèåðàñïðåäåëåíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëèìàñøòàáíû�ìè (polys
aled).Ïî-âèäèìîìó, íå áóäåò ïðåóâåëè÷åíèåì ñêàçàòü,÷òî áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü ÿâëÿåò�ñÿ ñêîðåå òèïè÷íîé, ÷åì ýêçîòè÷åñêîé, äëÿ ìíîãèõñëîæíûõ ñèñòåì, ñî÷åòàþùèõ â ñåáå ìíîãîìàñøòàá�íîñòü è ñëó÷àéíîñòü. Ïðèìåðû òàêèõ ñèñòåì ëåãêîíàéòè â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, �èçèêè è áèî�ëîãèè: îò õàîòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé â ãàìèëüòîíî�âûõ ñèñòåìàõ [28; 29℄, äî ãëîáóëÿðíûõ ñòðóêòóð ïî�ëèýëåêòðîëèòíûõ öåïåé [30℄ è èåðàðõè÷åñêîé îðãà�íèçàöèè áèîïîëèìåðîâ [31℄. Íèæå â êà÷åñòâå òàêî�ãî ïðèìåðà ìû ðàññìàòðèâàåì âîçìîæíîñòü ðåàëèçà�öèè áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõ ìàòðèö êîíòàêòîâ â ãëî�áóëÿðíûõ ñòðóêòóðàõ ïîëèìåðíûõ ìîëåêóë ñ òîïî�ëîãè÷åñêèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íå�àíòîìíîñòü ïîëè�ìåðíûõ öåïåé ïðèâîäèò ê äâóì òèïàì âçàèìîäåé�ñòâèé � îáúåìíûì âçàèìîäåéñòâèÿì, èñ÷åçàþùèìäëÿ áåñêîíå÷íî òîíêèõ öåïåé, è òîïîëîãè÷åñêèìâçàèìîäåéñòâèÿì, ñîõðàíÿþùèìñÿ äàæå äëÿ öåïåéíóëåâîé òîëùèíû. Äëÿ äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïå�ðàòóð ïîëèìåðíàÿ ìîëåêóëà èìååò ñèëüíî�ëóêòó�èðóþùóþ êëóáêîâóþ ñòðóêòóðó áåç äîñòîâåðíîãîòåðìîäèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ. Îäíàêî ïðè òåìïå�ðàòóðàõ íèæå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ� ìàêðîìîëåêóëà êîëëàïñèðóåò â ñëàáî�ëóêòóèðó�þùóþ êàïëåîáðàçíóþ, ãëîáóëÿðíóþ ñòðóêòóðó. Âêëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ [32; 33℄, ïîñâÿùåííûõ èçó÷å�íèþ ïåðåõîäà êëóáîê�ãëîáóëà áåç òîïîëîãè÷åñêèõâçàèìîäåéñòâèé, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè T < � ãëî�

áóëÿðíîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî â ðàìêàõâèðèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ ó÷åòîì äâóõ- è òðåõ�÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé, B = b(T � �)=� < 0è C = 
onst > 0 (ñì., íàïðèìåð, [34; 35℄). Ïîäõîä,ðàçâèòûé â ðàáîòàõ [32; 33℄, ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùååâðåìÿ îñíîâîé ñîâðåìåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêèãëîáóëÿðíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîâåðøåííî òèïè÷íîãî,íàïðèìåð, äëÿ áèîïîëèìåðîâ.Â ãëîáóëÿðíîé �àçå, ñ�îðìèðîâàííîé íåçàóçëåí�íîé ìàêðîìîëåêóëîé, òîïîëîãè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿèãðàþò ðîëü äîïîëíèòåëüíîãî îòòàëêèâàíèÿ. Â ïëî�õîì ðàñòâîðèòåëå (ò. å. ïðè T < �) ñóùåñòâóåò íåêî�òîðàÿ êðèòè÷åñêàÿ äëèíà g�, çàâèñÿùàÿ îò òåìïå�ðàòóðû è îáúåìíûõ âçàèìîäåéñòâèé, òàêàÿ, ÷òî öå�ïè, ïðåâîñõîäÿùèå g�, êîëëàïñèðóþò. Äëÿ äîñòàòî÷�íî äëèííûõ ïîëèìåðíûõ öåïåé ìîæíî îïðåäåëèòüýòè g�-çâåííûå ó÷àñòêè êàê íîâûå áëî÷íûå ìîíîìå�ðû, èëè ñêëàäêè ìèíèìàëüíîãî ìàñøòàáà (1st levelfolds), ðèñ. 3à. Ó÷àñòîê öåïè, ñîäåðæàùèé íåñêîëüêîïîñëåäîâàòåëüíûõ ñêëàäîê-áëîêîâ, ìîæåò ¾êîëëàï�ñèðîâàòü â ñîáñòâåííîì îáúåìå¿, �îðìèðóÿ ñêëàä�êó âòîðîãî óðîâíÿ (2nd level fold), çàòåì ñêëàäêèâòîðîãî óðîâíÿ îáðàçóþò ñêëàäêó òðåòüåãî óðîâ�íÿ (3rd level fold) è ò. ä. Äàííûé ïðîöåññ èåðàðõè�÷åñêîé óêëàäêè âñåé öåïè çàâåðøèòñÿ, êîãäà âñåg�-çâåííûå ó÷àñòêè öåïè îêàæóòñÿ âíóòðè îäíîéñêëàäêè. Íà ðèñ. 3a èçîáðàæåíû òðè ïîñëåäîâàòåëü�íûõ ýòàïà �îðìèðîâàíèÿ ñêëàä÷àòîé ãëîáóëÿðíîéñòðóêòóðû [16℄. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî,÷òî ëèíèÿ, èçîáðàæàþùàÿ ïîëèìåðíóþ öåïü, óëî�æåííóþ ïî îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðå, íàïîìèíàåòñàìîïîäîáíóþ êðèâóþ Ïåàíî, âëîæåííóþ â òðåõìåð�íîå ïðîñòðàíñòâî.Ñïåöè�è÷åñêàÿ îñîáåííîñòü ñêëàä÷àòîé ãëîáó�ëû ñîñòîèò â òîì, ÷òî áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêàÿ ñèñòå�ìà ñêëàäîê íå ðàçðóøàåòñÿ è ÿâëÿåòñÿ òåðìîäèíà�ìè÷åñêè ðàâíîâåñíîé. Ìàñøòàá ñêëàäîê, ïîêàçàí�íûõ îòòåíêàìè ñåðîãî íà ðèñ. 3a, ìîæåò ðàññìàò�ðèâàòüñÿ êàê ìàñøòàá îáðåçàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿìåæäó g�-çâåííûìè áëî÷íûìè ¾ìîíîìåðàìè¿ öåïè.Ïðè ýòîì êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ t(n)
 áóäóò îò�âå÷àòü âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó g�-çâåííûìè áëî÷íû�ìè ìîíîìåðàìè â ñêëàäêå èåðàðõè÷åñêîãî óðîâíÿ 
.Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîìâåëè÷èíû t(n)
 îáðàçóþò áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêóþ ìàò�ðèöó T , èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 3á.Â ðàáîòå [16℄ è ïîçæå, áîëåå ñòðîãî, â ðàáî�òå [36℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îòñóòñòâèå óçëîâ â ïëîò�íîóïàêîâàííîé ñêëàä÷àòîé ïîëèìåðíîé ãëîáóëå ïðè�âîäèò ê íåîáû÷íûì �ðàêòàëüíûì ñâîéñòâàì ëè�íèè, èçîáðàæàþùåé ïîëèìåðíóþ öåïü, ÷òî, â ñâîþî÷åðåäü, ñèëüíî ìåíÿåò òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîé�575



Â. À. Àâåòèñîâ, À. Õ. Áèêóëîâ, Î. À. Âàñèëüåâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009
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( )�èñ. 3. a) Òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòàäèè îáðàçîâàíèÿ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîé ñêëàä÷àòîé ãëîáóëû: ïîêàçàíû ñêëàäêèïåðâîãî (I), âòîðîãî (II) è òðåòüåãî (III) óðîâíåé; á ) ñëó÷àéíàÿ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêàÿ p-àäè÷åñêàÿ ìàòðèöà ÏàðèçèT ñ p = 2ñòâà ãëîáóëÿðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìîäåëü ñêëàä÷àòîéãëîáóëû áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ ñàìîïî�äîáíîé èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû â áèîïîëèìåðàõ,òàêèõ êàê ÄÍÊ [37℄ è õðîìàòèí [38℄, îäíàêî íåïðåäñòàâëÿåò òðóäà íàéòè èíûå ïðèìåðû áèîëîãè�÷åñêèõ ñèñòåì, ãäå óïîðÿäî÷åííîñòü ðåàëèçîâàíà ââèäå áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñâÿçåé �èçè�êî-õèìè÷åñêîé ïðèðîäû.Íèæå ìû îáñóæäàåì òàêæå íåêîòîðûå òîïîëî�ãè÷åñêèå ñâîéñòâà áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõñåòåé. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ìû ïðåä�ëàãàåì íîâûé ñïîñîá âûðàùèâàíèÿ ïîëèìàñøòàá�íûõ ñåòåé (polys
aled networks), íå ïðåäïîëàãàþùå�ãî êîíòðîëÿ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñåòè.3.1. ¾Òÿæåëûå õâîñòû¿ â ñïåêòðàëüíîéïëîòíîñòè ãàóññîâûõ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõìàòðèö ñâÿçíîñòèÎïèøåì îáùóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àé�íîé èåðàðõè÷åñêîé ñåòè. Çàäàäèì N = p� òî÷åê, êî�òîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè âåðøèíàìè íàøåéáóäóùåé ñåòè. Èåðàðõè÷åñêóþ ñåòü ïîëó÷àåì, ñîåäè�íÿÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âåðøèíû ðåáðàìè. Èí��îðìàöèÿ î ñïîñîáå ñîåäèíåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â ìàòðè�öå ñâÿçíîñòè T ðàçìåðíîñòè N �N , êîòîðàÿ êîäèðó�

åò íàëè÷èå è îòñóòñòâèå ñâÿçåé (ðåáåð) ìåæäó âåð�øèíàìè. À èìåííî, ìàòðè÷íûé ýëåìåíò Ti;j ðàâåíåäèíèöå, åñëè âåðøèíû i è j íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçà�íû ðåáðîì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Ti;j = 0: Ti;j = Tj;iè Ti;i = 0. Ñòðîèì ìàòðèöó ñâÿçíîñòè â âèäå ñëó�÷àéíîé áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîé (p-àäè÷åñêîé) ìàòðè�öû òèïà ìàòðèöû Ïàðèçè (ÌÊÏ � ìàòðèöà êîíòàê�òîâ Ïàðèçè). Òàêàÿ ìàòðèöà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3áäëÿ p = 2. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Ti;j � t(n)
 ÿâëÿþòñÿñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóë�ëè: t(n)
 = (1 ñ âåðîÿòíîñòüþ q
 ,0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1� q
 , (20)ãäå èíäåêñ 
, òàê æå êàê è â ðàññìîòðåííûõ ðàíååÊÌÏ (êèíåòè÷åñêèõ ìàòðèöàõ Ïàðèçè), íóìåðóåòèåðàðõè÷åñêèé óðîâåíü (1 � 
 � 
max � �), à èí�äåêñ n íóìåðóåò áëîêè ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèåèåðàðõè÷åñêîìó óðîâíþ 
. Îòìåòèì, ÷òî â íàøåéêîíñòðóêöèè âåðîÿòíîñòü q
 îáðàçîâàíèÿ ñâÿçè çà�âèñèò òîëüêî îò ìàñøòàáà áëîêîâ (ò. å. íîìåðà óðîâ�íÿ 
) è íå çàâèñèò îò n. �àñïðåäåëåíèå ìàòðè÷íûõýëåìåíòîâ t(n)
 ìàòðèöû T ðàçìåðíîñòè N � N , ãäåN = p�, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì âåðîÿò�íîñòåé fQg = fq1; q2; : : : ; q�g. Òàêèì îáðàçîì, ýëå�ìåíòû t(n)
 è îòâå÷àþùèå èì ðåáðà ñåòè, áóäó÷è ñëó�576
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�èñ. 4. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü �(�): à � � = 0:2, N = 256 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), N = 1024 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ);á � ëåâûé (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è ïðàâûé (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ) õâîñòû ðàñïðåäåëåíèÿ �(�) äëÿ N = 256÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëå�íèåì, èåðàðõè÷åñêè îðãàíèçîâàíû ïî âåðîÿòíîñòÿì.Íèæå ìû ðàññìàòðèâàåì íàáîð âåðîÿòíîñòåé fQg ñq
 = p��
 (� > 0).Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêèõñâîéñòâ àíñàìáëåé ñëó÷àéíûõ ñåòåé ïðåäïîëàãàåò,â ïåðâóþ î÷åðåäü, èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõñâîéñòâ ìàòðèö ñâÿçíîñòè [39; 40℄. Ïóñòü �i (1 �� i � N) åñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðîéðåàëèçàöèè ÌÊÏ. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü �(�),óñðåäíåííàÿ ïî àíñàìáëþ ñëó÷àéíûõ ÌÊÏ, îïðåäå�ëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:�(�) = 1N NXi=1 hÆ(� � �i)ifq1;q2;::: ;q�g : (21)Âû÷èñëÿÿ ÷èñëåííî ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü�(�) äëÿ îïðåäåëåííîãî âûøå àíñàìáëÿ ñëó÷àéíûõÌÊÏ, ìû îáíàðóæèëè [18℄, ÷òî õâîñòû ðàñïðåäåëå�íèÿ �(�) ÿâíî äåìîíñòðèðóþò ñòåïåííîå ïîâåäåíèå,�(�) / j�j��, ñ ïîêàçàòåëåì � = �(�). Ïðèìåðñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè �(�) (äëÿ N = 256, 1024 è� = 0:2) ïîêàçàí íà ðèñ. 4a â ïîëóëîãàðè�ìè÷åñêèõêîîðäèíàòàõ, à ñîîòâåòñòâóþùèå õâîñòû ðàñïðåäå�ëåíèÿ â äâîéíûõ ëîãàðè�ìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4á.Ïðèâåäåì àíàëèòè÷åñêèå àðãóìåíòû, ïðîÿñíÿþ�ùèå äàííîå íàáëþäåíèå. Îïðåäåëèì ñïåêòðàëüíóþïëîòíîñòü �G(�) ñëó÷àéíîé áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîéìàòðèöû T , ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Áåð�íóëëè äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû T çàìå�íåíî ãàóññîâûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñ íóëåâûì ñðåä�

íèì è íàáîðîì äèñïåðñèé fSg = f�1; �2; : : : ; ��g,ãäå �
 = p��
 (� > 0). Çàìåòèì, ÷òî ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ ëþáîé ðåãóëÿðíîé (ò. å. òðàíñëÿöè�îííî-èíâàðèàíòíîé) áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîé ìàòðè�öû êîíòàêòîâ ñ íóëåâûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåí�òàìè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ìàòðè÷íûå ýëåìåíòût(n)
 � t
 àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ (1) äëÿ ñîáñòâåí�íûõ çíà÷åíèé ðåãóëÿðíîé ÊÌÏ ([9; 12℄, ñì. òàêæåîáîáùåíèå â ðàáîòå [20℄):�
 = p
t
�(1�p�1) 
X
0=1 p
0t
0 (
 = 1; : : : ;�); (22)ãäå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �
 âûðîæäåíî p��
-êðàò-íî (
 = 1; : : : ;�). Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò êè�íåòè÷åñêîé ìàòðèöû, çäåñü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå�0 = 0 îòñóòñòâóåò, íî èìååòñÿ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå�0 = �P�
=1 p��
t
 . Êðîìå òîãî, íåñìîòðÿ íà ñõîä�ñòâî âûðàæåíèé (1) è (22), ñëåäóåò îáðàòèòü âíè�ìàíèå íà òî, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êèíåòè�÷åñêîé ìàòðèöû ñóììèðîâàíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåí�òîâ t
0 èäåò ïî ïóòè íà äåðåâå îò âåðøèíû (
; n)ê êîðíþ è òàêîé ïóòü åäèíñòâåííûé, à â (22) ñóì�ìèðîâàíèå èäåò îò âåðøèíû (
; n) ê ãðàíèöå äåðå�âà (óðîâíþ 
 = 1), ò. å. â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè,è òàêèõ ïóòåé ñóììèðîâàíèÿ p
 . Äëÿ òðàíñëÿöèîí�íî-èíâàðèàíòíûõ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõ ìàòðèö âñåýòè ïóòè ñóììèðîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíû, ïîýòîìó âû�ðàæåíèå (22) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êàê äëÿ êèíåòè÷å�ñêèõ ìàòðèö, òàê è äëÿ ìàòðèö êîíòàêòîâ. Îäíàêîäëÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö êîíòàêòîâ íåëüçÿ ïîñòðîèòüîáîáùåíèå (22) ïî òîé æå ñõåìå, êàêàÿ áûëà èñïîëü�11 ÆÝÒÔ, âûï. 3 (9) 577



Â. À. Àâåòèñîâ, À. Õ. Áèêóëîâ, Î. À. Âàñèëüåâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009çîâàíà âûøå äëÿ ñëó÷àéíûõ êèíåòè÷åñêèõ ìàòðèö.Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîé ÊÌÏ (ñì. (2))�
;n = �p
t(n)
 � (1� p�1) �X
0=
+1 p
0t(n0)
0| {z }� ; (23)ò. å. ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �
;n âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëè�íåéíóþ êîìáèíàöèþ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ t(n0)
0 , îáî�çíà÷åííûõ � è îòâå÷àþùèõ ïåðåõîäàì ÷åðåç âåðøè�íû (
0; n0) âäîëü ïóòè îò (
; n) ê êîðíþ (�; 1) (äåòà�ëè ñì. â ðàçä. 2). Òîãäà, ïðèíèìàÿ òó æå ãåîìåò�ðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, ÷òî è äëÿ ïóòè ñóììè�ðîâàíèÿ â (22), ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �
;n ñëó÷àé�íîé áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîé ìàòðèöû ñâÿçíîñòè ìîæ�íî áûëî áû ïûòàòüñÿ ïðåäñòàâèòü ëèíåéíîé êîì�áèíàöèåé ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ t(n0)
0 âäîëü ïóòè îòâåðøèíû (
; n) ê ãðàíèöå p-àäè÷åñêîãî äåðåâà (ñì.ðèñ. 1á ). Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, äëÿ òðàíñëÿöèîí�íî-íåèíâàðèàíòíîãî ñëó÷àÿ òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ íåîïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåðøèíîé (
; n) è çàâèñèò îòïóòè ñóììèðîâàíèÿ. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîíêðåò�íûõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé ÌÊÏ ïàðàìåòðèçóþòñÿïóòÿìè íà ïîääåðåâå ñ âåðøèíîé (
; n) â îòëè÷èå îòñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåñëó÷àéíîé ÌÊÏ, êîòîðûåïàðàìåòðèçóþòñÿ ëèøü âåðøèíîé ïîääåðåâà (
; n).Òàêèì îáðàçîì, ñòðîãî ãîâîðÿ, òî÷íîå âûðàæåíèåäëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �
;n íåëüçÿ çàïèñàòü ââèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (23) ìàòðè÷íûõ ýëåìåí�òîâ. Òåì íå ìåíåå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíîéïëîòíîñòè �G(�), óñðåäíåííîé ïî àíñàìáëþ ñëó÷àé�íûõ ÌÊÏ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü a posteriori ñîîáðà�æåíèÿ ñàìîóñðåäíåíèÿ, äåëàþùèå ðàññìîòðåíèå ñà�ìîñîãëàñîâàííûì. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëåííîå ìîäåëè�ðîâàíèå ïîäòâåðæäàåò íàøå àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñêà�çàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ �G(�) äëÿ j�j � 1 â èíòåðâàëå0 < � < 1.Èòàê, èñõîäÿ èç ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó âûðàæåíèÿ�ìè (1) è (22), è �îðìàëüíî âîñïîëüçîâàâøèñü ñòðóê�òóðîé (23) äëÿ �
;n, ìû çàìåíÿåì â (23) íàïðàâëåíèåïóòè ñóììèðîâàíèÿ íà äåðåâå, ò. å. çàìåíÿåì ñóììóâ ïðàâîé ÷àñòè (22) íà P

0=1 p
0t(n0)
 , ãäå ñóììèðî�âàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òåïåðü âäîëü ïðîèçâîëüíîâûáðàííîãî ïóòè îò âåðøèíû (
; n) ê ãðàíèöå äåðå�âà 
0 = 1 (ñð. ñ (23)). Äàëåå, ïîëàãàÿ ðàñïðåäåëåíèåìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ t(n)
 ãàóññîâûì,P (t(n)
 ) = 1q��2
 exp � (t(n)
 )2�2
 ! ; (24)è èñïîëüçóÿ äëÿ �
;n âûðàæåíèå â âèäå ëèíåé�íîé êîìáèíàöèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, àíàëîãè÷�

íîå (23), íî ñ èçìåíåííûì ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ, ìûïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ñïåêòðàëü�íîé ïëîòíîñòè �G(�):�G(�) = p��X
;n hÆ(� � �
;n)iP (t(n)
 ) == 1p� �X
=1 p�
 1qu2
 exp���2u2
� ; (25)ãäå äëÿ �
 = p��
u2
 = p2(
�1)�2
 + (1� p�1)�� 
�1X
0=1 p2
0�2
0 = p� 2p p2(1��)
 ++ (p� 1)2p� p� (p2(1��)
 � 1): (26)Ïîëîæèâ p = 2, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü �G(�) â (25)ïðè �!1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:�G(�) � 1p� 1X
=1 2�(2��)
 �� exp���2 4� 4�22(1��)
 � 1� : (27)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî1X
=1 p�
1
 exp ��tp�
2
� � t�
1=
2 (t� 1); (28)ãäå 
1 = 2 � � è 
2 = 1 � �, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèéàñèìïòîòè÷åñêèé âèä ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïðèj�j � 1: �G(�) � j�j��(�) (0 < � < 1); (29)ãäå �(�) = (2� �)=(1� �): (30)Ñîîáðàæåíèÿ, îïðàâäûâàþùèå íàø âûâîä âûðà�æåíèÿ (25) äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè �G(�), çà�êëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì,÷òî âûðàæåíèå (25) ñòàíîâèòñÿ òî÷íûì, åñëè ñäå�ëàòü ñëó÷àéíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû t(n)
 âûðîæäåí�íûìè ïî n, òåì ñàìûì âîññòàíîâèâ òðàíñëÿöèîí�íóþ èíâàðèàíòíîñòü áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîé ìàòðè�öû T . Âî-âòîðûõ, ìû âèäèì èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñ�ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 5,÷òî ñîîòíîøåíèÿ (29), (30) ðåàëüíî âûïîëíÿþòñÿ578
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�èñ. 5. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíûõ (ãàóñ-ñîâûõ) òðàíñëÿöèîííî-íåèíâàðèàíòíûõ áëî÷íî-èå-ðàðõè÷åñêèõ ìàòðèö êîíòàêòîâ. Íåïðåðûâíàÿ èøòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèè èìåþò ñîîòâåòñòâåííî íà-êëîíû �(� = 0) = 2 è �(� = 0:8) = 6; òî÷êè: � = 0(+), 0:2 (�), 0:4 (H), 0:6 (N), 0:8 (�), 1:0 (�)äëÿ ñëó÷àéíûõ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõ ìàòðèö ñâÿç�íîñòè. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíî ïîâåäåíèå ñïåêòðàëü�íîé ïëîòíîñòè �G(�) äëÿ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ áëî÷�íî-èåðàðõè÷åñêèõ ìàòðèö ðàçìåðà 256.Ïðàâèëüíàÿ àñèìïòîòèêà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî�ñòè �G(�) ïðè j�j � 1 âîçíèêàåò, ïî-âèäèìîìó,èç-çà ý��åêòèâíîãî ñàìîóñðåäíåíèÿ ñóììû ìàòðè÷�íûõ ýëåìåíòîâ P

0=1 p
0t(n0)
 âäîëü êàæäîãî êîí�êðåòíîãî ïóòè (îò ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíû ê ãðà�íèöå äåðåâà) äëÿ ìàòðèö, çàäàííûõ ðàñïðåäåëåíèÿ�ìè fSg = f�1; �2; : : : g. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñóììåâ (26) äëÿ �
 = p��
 íèæíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿìîæåò áûòü ñäâèíóò ñ 
0 = 1 ê 
0 ! �1. Àñèìïòî�òè÷åñêè ðåçóëüòàò äëÿ u2
 îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé,åñëè 0 < � < 1. Òàêîå ðàñøèðåíèå ïðåäåëîâ ñóì�ìèðîâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî âû÷èñëåíèå ñïåêòðàëüíîéïëîòíîñòè (è, â ÷àñòíîñòè, �
;n) âêëþ÷àåò ñóììèðî�âàíèå âäîëü áåñêîíå÷íûõ ïóòåé ðàñïðîñòðàíÿþùèõ�ñÿ îò �1 âïëîòü äî èåðàðõè÷åñêîãî óðîâíÿ 
. Ìîæ�íî îæèäàòü, ÷òî äëÿ �
 = p��
 (0 < � < 1), èç-çà ñõî�äèìîñòè ñóììû P

0=�1 p2
0�2
0 , âêëàä â ñîáñòâåí�íîå çíà÷åíèå �
;n íå çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ ïóòåéñóììèðîâàíèÿ, èäóùèõ èç âåðøèíû óðîâíÿ 
 â �1,ò. å. ý��åêòèâíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îêàçûâàþò�ñÿ âûðîæäåíû ïî èíäåêñó n. Â ðåçóëüòàòå âñå ñâî�äèòñÿ ê òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíîé ÌÊÏ, äëÿ êî�òîðîé âûðàæåíèå (25) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.Èç (29) è ðèñ. 5 ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïðè � � 1

ñòåïåííîå ïîâåäåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè �G(�)íå íàáëþäàåòñÿ. Ýòîò �àêò çàñëóæèâàåò ñïåöèàëü�íîãî îáñóæäåíèÿ. Âîçâðàùàÿñü ê âûðàæåíèþ (26),ìû âèäèì, ÷òî ïðè � � 1 íèæíèé ïðåäåë ñóììèðîâà�íèÿ ïî 
0 íå ìîæåò áûòü ñäâèíóò ê �1, ïîñêîëüêóñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóììà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàñõî�äèòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, âêëàä â ñîáñòâåííîå çíà÷å�íèå (è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü)ïðè � � 1 ñèëüíî çàâèñèò îò êîí�èãóðàöèè êîíêðåò�íîãî ïóòè íà äåðåâå Êýëè. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîáðàæå�íèÿ î ñàìîóñðåäíåíèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè íåìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû, è íàì ïîêà òðóäíî ñêà�çàòü ÷òî-ëèáî îïðåäåëåííîå î ïîâåäåíèè �G(�) ïðè� � 1.Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ÷àñòè äàííîãî ðàçäåëà çàìå�òèì, ÷òî íàø ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ¾òÿæåëîãî õâî�ñòà¿ (ò. å. ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè) â ñïåêòðàëüíîéïëîòíîñòè àíñàìáëåé ñëó÷àéíûõ ãðà�îâ íå ÿâëÿåòñÿóíèêàëüíûì. Ñïåöèàëüíîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàåòíåäàâíÿÿ ðàáîòà [41℄, ãäå ïðåäëîæåíî äåëèòü ãàóññî�âû ñëó÷àéíûå ìàòðèöû íà ñëó÷àéíûå �ðàãìåíòû ñíåêîòîðîé çàäàííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè�ìåíåíèå òàêîé ïðîöåäóðû ê ñëó÷àéíûì ãðà�àì ïðè�âîäèò â ðàáîòå [42℄ ê èíòåðïîëÿöèè ñïåêòðàëüíîéïëîòíîñòè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìèäëÿ áåçìàñøòàáíûõ è ïîëíîñòüþ ñëó÷àéíûõ ñåòåé.3.2. Èåðàðõè÷åñêîå âûðàùèâàíèåïîëèìàñøòàáíûõ ñëó÷àéíûõ ñåòåéÌîæíî ðàçëè÷àòü äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõìåòîäà ïîñòðîåíèÿ áåçìàñøòàáíîé ñåòè. Îäèí èçíèõ, ïðåäëîæåííûé, â îñíîâíîì, â èëëþñòðàòèâ�íûõ öåëÿõ, çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè èåðàðõè÷åñêî�ãî ãðà�à ñ îïðåäåëåííûìè �ðàêòàëüíûìè ñâîéñòâà�ìè [42℄. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ãðà�û ÿâëÿþòñÿäåòåðìèíèñòè÷åñêèìè, íåò ñìûñëà ãîâîðèòü î ñòà�òèñòèêå èõ ñïåêòðîâ. Äðóãîé øèðîêî èñïîëüçóåìûéìåòîä èìååò äåëî ñ ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè èòåðà�öèîííîãî ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíîé ñåòè ñ ïðåäïî÷òè�òåëüíûì ïðèñîåäèíåíèåì (preferential atta
hment)óçëîâ [43℄, êîãäà íîâûå óçëû äîáàâëÿþòñÿ ê óçëàì ñå�òè ñ âåðîÿòíîñòüþ, çàâèñÿùåé îò óæå ñóùåñòâóþùåéñòåïåíè ñâÿçíîñòè (÷èñëà ïðÿìûõ ñîåäèíåíèé äàííî�ãî óçëà ñ äðóãèìè óçëàìè). Ïî÷òè âñå èçâåñòíûå ñòà�òèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè áåçìàøòàáíûõ ñåòåé,âêëþ÷àÿ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìàòðèöû ñâÿçíî�ñòè, ïîëó÷åíû äëÿ ñåòåé, ïîñòðîåííûõ òàêèì ìåòî�äîì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èìå�åò õàðàêòåðíûé âèä òðåóãîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âîáúåìå ñ õâîñòàìè, óáûâàþùèìè ïî ñòåïåííîìó çà�êîíó. Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå áåçìàñøòàáíîé ñåòè579 11*



Â. À. Àâåòèñîâ, À. Õ. Áèêóëîâ, Î. À. Âàñèëüåâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009ìåòîäîì ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ îñíîâà�íî íà ëîêàëüíî íåîäíîðîäíîé ïðîöåäóðå âûðàùèâà�íèÿ ñåòè ñ íåîãðàíè÷åííîé ýâîëþöèîííîé ïàìÿòüþ.Â îòëè÷èå îò ýòîãî, ìû ïðåäëàãàåì íèæå äðóãîéïîäõîä ê êîíñòðóèðîâàíèþ ñëó÷àéíîé áëî÷íî-èå-ðàðõè÷åñêîé ñåòè ñî ñòåïåííûì ïîâåäåíèåì ñïåê�òðàëüíîé ïëîòíîñòè, îñíîâàííûé íà ðàâíîìåðíîé èïàðàëëåëüíîé (à íå ïîøàãîâîé) ïðîöåäóðå. À èìåí�íî, ìû êîíñòðóèðóåì ñëó÷àéíûå áåçìàñøòàáíûå ñå�òè ñîãëàñíî ìàòðèöå ñâÿçíîñòè, ïîëó÷àåìîé èç ïîä�õîäÿùåé ñòîõàñòèçàöèè áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîé ìàò�ðèöû òèïà ìàòðèöû Ïàðèçè.Îñîáåííîñòü è íîâèçíà íàøåé êîíñòðóêöèè çà�êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ñòðîèì êëàñòåðû ðåáåð ñèåðàðõè÷åñêè îðãàíèçîâàííûìè âåðîÿòíîñòÿìè, â òîâðåìÿ êàê òèïè÷íàÿ ïðîöåäóðà èñïîëüçóåò èåðàðõè�÷åñêóþ ãðóïïèðîâêó âåðøèí ñëó÷àéíîãî ãðà�à (ñå�òè). Ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èåðàðõè÷åñêóþ ñåòü ïó�òåì ëîêàëüíî îäíîðîäíîãî âûðàùèâàíèÿ áåç ýâîëþ�öèîííîé ïàìÿòè. Íàøà ïðîöåäóðà âûðàùèâàíèÿ ñå�òè íå ïðåäïîëàãàåò êàêîé-ëèáî ìåòðè÷åñêîé ñòðóê�òóðû ãðà�à (ñåòè) è îñòàâëÿåò ãðà� ÷èñòî òîïîëî�ãè÷åñêèì. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, òðàäèöèîííàÿ ãðóïïè�ðîâêà âåðøèí íåÿâíî ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ìåòðèêèíà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðà�à (ñåòè), ïîñêîëüêó òàêàÿãðóïïèðîâêà îáû÷íî èñïîëüçóåò ïîíÿòèå ¾áëèçêèõ¿(èëè ¾äàëåêèõ¿) âåðøèí.×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ñëó�÷àéíûõ èåðàðõè÷åñêèõ ãðà�îâ, ìîæíî âîñïîëüçî�âàòüñÿ ñâÿçüþ ìåæäó òåîðèåé ñëó÷àéíûõ ìàòðèö èòåîðèåé ñëó÷àéíûõ ãðà�îâ (ñåòåé). Ñïåêòðàëüíàÿïëîòíîñòü àíñàìáëÿ ñëó÷àéíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàò�ðèö ñâÿçíîñòè,�(�) = 1N NXi=1 hÆ(� � �i)ifq1;q2;::: ;q�g ;íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòó�ðîé ãðà�à, ïîñêîëüêó âåëè÷èíàMk = 1N Z �k�(�) d� = 1N NXi=1 �ki (31)îïðåäåëÿåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ N) ñðåäíåå÷èñëî k-øàãîâûõ ïåòåëü íà ñëó÷àéíîì ãðà�å (ñì.,íàïðèìåð, ðàáîòó [39℄). Â ÷àñòíîñòè, êàê áûëî ïîêà�çàíî [44℄, â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå (N ! 1)ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ Ý�-ãðà�îâ [25℄ñîâïàäàþò ñî ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè ñëó÷àé�íûõ âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö. Ýòîò ðå�çóëüòàò ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì ïóíêòîì íàøåãî ðàñ�ñìîòðåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû Ai;j ìàòðèöû

ñâÿçíîñòè Ý�-ãðà�à ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷è�íàìè èç ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè: Ai;j = 1 èëèAi;j = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ ñîîòâåòñòâåííî q èëè 1� q.Äëÿ àíñàìáëÿ ñëó÷àéíûõ Ý�-ãðà�îâ ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ �A(�) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðè�öû ñâÿçíîñòè A ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà àíàëèòè�÷åñêè â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå (N ! 1)è èìååò âèä ïîëóêðóãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Âèãíå�ðà �Äàéñîíà (Wigner�Dyson semi
ir
le law) [45℄, èç�âåñòíîãî äëÿ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö. À èìåí�íî, â ðàáîòå [44℄ äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäå�íèå. Ïóñòü B äåéñòâèòåëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðè�öà ðàçìåðíîñòè N �N ñ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìèìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè Bi;j èç, ñêàæåì, ãàóññîâàðàñïðåäåëåíèÿ P (Bi;j) ñ hBi;ji = 0 è 
B2i;j� = �2.Òîãäà â ïðåäåëå N ! 1 ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü�B(�) àíñàìáëÿ ìàòðèö B àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèò�ñÿ ê ïîëóêðóãîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ:�B(�) =8><>: 12��2p4N�2 � �2; j�j < p4N�2;0; j�j > p4N�2: (32)Åñëè �2 = q(1 � q), òî �A(�) = �B(�) äëÿ N ! 1,ò. å. ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü àíñàìáëåé ñëó÷àéíûõÝ�-ãðà�îâ è ãàóññîâûõ ñèììåòðè÷íûõ äåéñòâèòåëü�íûõ ìàòðèö ñîâïàäàåò â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðå�äåëå. Âìåñòå ñ òåì òàêîå ñîâïàäåíèå ñïåêòðàëüíûõïëîòíîñòåé ñëó÷àéíûõ ãðà�îâ è ñëó÷àéíûõ ãàóññî�âûõ ìàòðèö íå ñëåäóåò ïîíèìàòü â áóêâàëüíîì ñìûñ�ëå: íåêîòîðûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà Ý�-ãðà�îâ èñëó÷àéíûõ ãàóññîâûõ ìàòðèö ðàçëè÷íû [39; 46℄. Íà�ïðèìåð, ïîñêîëüêó hAi;ji = q äëÿ ìàòðèöû ñâÿç�íîñòè Ý�-ãðà�à, ñîîòâåòñòâóþùåå íàèáîëüøåå ñîá�ñòâåííîå çíà÷åíèå �1 ðàñòåò ëèíåéíî ñ ðàçìåðîìñèñòåìû N , ò. å. �1 = Nq. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó�êðóãîâîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñëó÷àéíîãî Ý�-ãðà�àñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ ìàòðèöû A�hAi. Êðîìå òî�ãî, õâîñòû ðàñïðåäåëåíèé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòèâáëèçè êðàÿ ñïåêòðà ðàçëè÷àþòñÿ ó Ý�-ãðà�îâ èãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö. Òåì íå ìåíåå ñõîä�ñòâî ìåæäó ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñëó÷àéíûõÝ�-ãðà�îâ è ñëó÷àéíûõ ãàóññîâûõ ìàòðèö â òåð�ìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ìîæåò ñëóæèòü îòïðàâ�íîé òî÷êîé ïðè àíàëèòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ñòà�òèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ èåðàðõè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ ãðà��îâ. Ñðàâíåíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ èåðàðõè÷å�ñêèõ ñëó÷àéíûõ ãðà�îâ è Ý�-ãðà�îâ ïðèâåäåíî íàðèñ. 6.�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäå�ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè P (Mk) (k = 2; 3) äëÿ k-øàãîâûõïåòåëü â ñëó÷àéíûõ èåðàðõè÷åñêèõ ãðà�àõ äëÿ ñëó�÷àÿ � = 0:2 ïîêàçàíû íà ðèñ. 7. Äëÿ ñðàâíåíèÿ580



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009 Î íåêîòîðûõ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ : : :
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�0:04 �=N�0:02 0:02 0:040�èñ. 6. Ñðàâíåíèå ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ìàòðèö ñâÿçíîñòè ñëó÷àéíûõ èåðàðõè÷åñêèõ ñåòåé (ñïëîøíûå êðèâûå,� = 0:2) è ñëó÷àéíûõ Ý�-ãðà�îâ (p = 0:2 � ïóíêòèðíûå êðèâûå, p = 0:02 � øòðèõîâûå) äëÿ N = 256 â ïîëóëîãà-ðè�ìè÷åñêèõ (à) è ëèíåéíûõ (á ) êîîðäèíàòàõ
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�èñ. 7. �àñïðåäåëåíèÿ ïåòåëü â ñëó÷àéíûõ èåðàðõè÷åñêèõ ãðà�àõ (ñïëîøíûå êðèâûå) è ñëó÷àéíûõ Ý�-ãðà�àõ (øòðè-õîâûå êðèâûå)ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå ïåòåëü íà Ý�-ãðà�àõ äëÿN = 256 è p = 0:5. Íàïîìíèì, ÷òî P (Mk) îçíà÷à�åò âåðîÿòíîñòü èìåòü íà êîíå÷íîì ãðà�å ñðåäíþþñòåïåíü ñâÿçíîñòè Mk.Âèäíî, ÷òî �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P (M2) èP (M3) äëÿ ñëó÷àéíûõ ãðà�îâ, ïðåäñòàâëåííûõáëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèìè ìàòðèöàìè ñâÿçíîñòè,ãîðàçäî øèðå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿÝ�-ãðà�îâ ñ òåì æå ÷èñëîì âåðøèí, â ðåçóëüòà�òå ÷åãî ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðóêòóðó ñëó÷àéíîãîèåðàðõè÷åñêîãî ãðà�à åñòåñòâåííî íàçûâàòü ïîëè�ìàñøòàáíîé.
Èñïîëüçóÿ ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé,íåòðóäíî âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíè ñâÿçíî�ñòè â àíñàìáëå ñëó÷àéíûõ áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêèõãðà�îâ íåïîñðåäñòâåííî ïî èõ ìàòðèöàì ñâÿçíîñòè.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ (íàïðèìåð,ïåðâóþ) ñòðîêó ìàòðèöû ñâÿçíîñòè T (ñì. ðèñ. 3á ).Ïîëíîå ÷èñëî ñâÿçåé ïåðâîé âåðøèíû ãðà�à ñîñòàëüíûìè âåðøèíàìè îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîììàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ t(1)
 (
 = 1; : : : ;�), èìåþùèõâ ïåðâîé ñòðîêå íåíóëåâîå çíà÷åíèå (ò. å. ïðèíèìà�þùèõ çíà÷åíèå, ðàâíîå åäèíèöå). Òàêèì îáðàçîì,ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíè ñâÿçíîñòè, P(m), � ýòî âåðî�581



Â. À. Àâåòèñîâ, À. Õ. Áèêóëîâ, Î. À. Âàñèëüåâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009ÿòíîñòü P òîãî, ÷òî ñóììà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ âïåðâîé ñòðîêå â òî÷íîñòè ðàâíà m ïðè óñëîâèè, ÷òîìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñãðóïïèðîâàíû â èåðàðõè÷å�ñêèå áëîêè è èìåþò áèíîìèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿfq1; q2; : : : ; q�g, ñì. (20). Â ðåçóëüòàòå äëÿ P(m)ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå (äëÿ óïðîùåíèÿçàïèñè ìû ïîëîæèëè q
(t(1)
 ) � q
(t
)):P(m) == Xft1:::t�g" �Y
=1 q
(t
)#� �X
=0 p
t
+1 �m! ; (33)ãäå áèíîìèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ q
(t
) èìåþò âèäq
(t
) = p��
Æq
(t
 );1 + (1� p��
)Æq
(t
);0; (34)à �(: : : ) � ñèìâîë Êðîíåêåðà,�(x) = 12�i I dz zx�1 = ( 1; x = 0;0; x 6= 0: (35)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (34) è (35) â (33), ïîñëå ýëå�ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåìP(m) = 12�i I dz z�(m+1) �Y
=1W (z;�); (36)ãäå W (z;�) = p��
zp
 + 1� p��
 : (37)Äëÿ êîíå÷íûõ íå î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèé � âûðàæå�íèå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P(m) ìîæíî ïðî�àíàëèçèðîâàòü ÷èñëåííî. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî �óíê�öèÿ W (z;�) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò z, ïðåäñòàâèìP(m) â âèäåP(m) = 1(m+ 1)! dm+1 �Y
=1W (z;�)dzm+1 �����������z=0 : (38)Íà ðèñ. 8à èçîáðàæåíî ñåìåéñòâî êðèâûõ P(m) äëÿ� = 16 ïðè çíà÷åíèÿõ � = 0:1; 1:0. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íàðèñ. 8â ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ P(m) ïðè � = 1:0,� = 16 è áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå PER(m) == CmN qm(1 � q)N�m äëÿ ñòàíäàðòíûõ Ý�-ãðà�îâ ñ÷èñëîì âåðøèí N = 2� = 216 è äëÿ q = 0:1; 0:5. Âèä�íî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå P(m) ÷èñëà ñâÿçåé ñëó÷àéíîéáëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîé ñåòè øèðå ñîîòâåòñòâóþùèõðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ Ý�-ñåòåé.

Ôðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà ðàñïðåäåëåíèÿ P(m)äëÿ ñëó÷àéíûõ èåðàðõè÷åñêèõ ñåòåé, îò÷åòëèâîïðîÿâëÿþùàÿñÿ íà ðèñ. 8à,á, ïî-âèäèìîìó, òåñíîñâÿçàíà ñ èíâàðèàíòíûìè ìóëüòè�ðàêòàëüíûìèìåðàìè, âîçíèêàþùèìè â õàîòè÷åñêèõ ãàìèëüòî�íîâûõ ñèñòåìàõ ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäà ïðîáëåìòåîðåòèêî-÷èñëîâîãî õàîñà, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó[47℄. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå ��P�
=1 p
t
 �m� ââûðàæåíèè (33) ïðè � ! 1 åñòü íå ÷òî èíîå, êàêáèíàðíîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà m,m = t1 20 + t2 21 + t3 22 + : : :+ t
+1 2
 + : : : ;ãäå êîý��èöèåíòû t
 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 èëè 0 
ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè q
(t
), îïðåäåëåí�íûìè â (34). Çàìåòèì, ÷òî ñõîäíîå ðàçëîæåíèå âèäàP1k=1 "ku�k, ãäå u > 1 è "k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ �1(ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ 12 íåçàâèñèìî îò k) èçâåñòíîâ ëèòåðàòóðå êàê ñèíãóëÿðíàÿ ìåðà Ýðä�åøà [48�50℄.Íàáëþäàþùàÿñÿ �ðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ P(m) âîçíèêàåò èç-çà ý��åêòîâ íåñî�èçìåðèìîñòè òåîðåòèêî-÷èñëîâîé ïðèðîäû: íåêîòî�ðûå çíà÷åíèÿ m äîïóñêàþò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõðàçëîæåíèé â âèäå áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè, â òî âðåìÿ êàê äðó�ãèå çíà÷åíèÿ m èìåþò ãîðàçäî ìåíüøå âîçìîæíî�ñòåé òàêîãî ðàçëîæåíèÿ.4. ÂÛÂÎÄÛÏðåæäå âñåãî ìû õîòåëè áû çàìåòèòü, ÷òî îá�íàðóæåííàÿ ñâÿçü ìåæäó ðåëàêñàöèîííîé êèíåòè�êîé íà ñòîõàñòèçîâàííûõ óëüòðàìåòðè÷åñêèõ ëàíä�øà�òàõ è íàïðàâëåííûìè ïîëèìåðàìè íà äåðåâüÿõ ñáåñïîðÿäêîì ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà ìíîãîîáåùàþ�ùåé äëÿ óñòàíîâëåíèÿ áîëåå ãëóáîêîãî ñîîòâåòñòâèÿìåæäó p-àäè÷åñêèìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè èìîäåëÿìè ñ áåñïîðÿäêîì íà äðåâîîáðàçíûõ ñòðóê�òóðàõ. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî èçëîæåííîå â ðàçä. 2 ðàñ�ñìîòðåíèå äåëàåò îïðåäåëåííûé øàã â ýòîì íàïðàâ�ëåíèè.Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ èåðàðõè÷åñêèõãðà�îâ, ïðåäñòàâëåííîå â ðàçä. 3, äàëåêî îò ïîë�íîòû, è ìíîãèå äðóãèå ñâîéñòâà äîëæíû áûòü òàê�æå ðàññìîòðåíû (íàïðèìåð, ñîáñòâåííûå âåêòîðû,îòíîøåíèå ìîìåíòîâ (inverse parti
ipation ratio) èò. ä. � ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [40℄). Îñíîâíîé öå�ëüþ äàííîãî îáñóæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèÿïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöû ìåæäó ñòàòèñòè÷åñêèìèñâîéñòâàìè ñëó÷àéíûõ ãðà�îâ, ïîñòðîåííûõ áëî÷�íî-èåðàðõè÷åñêèì îáðàçîì, è ïîëíîñòüþ ñëó÷àéíûõ582
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�èñ. 8. à) Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé P(m) äëÿ � = 16 ïðè � = 0:1 (1 ) è � = 1:0 (2 ); á ) ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-ëåíèÿ P(m) â äâîéíîì ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå äëÿ � = 0:1 è � = 16; â) ñðàâíåíèå P(m) äëÿ ñëó÷àéíîãîáëî÷íî-èåðàðõè÷åñêîãî ãðà�à (� = 1:0, � = 16, êðèâàÿ 1 ) è PER(m) äëÿ Ý�-ãðà�à ïðè N = 216 è q = 0:1 (2 ),0:5 (3 )Ý�-ãðà�îâ. Ñòåïåííîå ïîâåäåíèå õâîñòîâ ñïåêòðàëü�íîé ïëîòíîñòè ìàòðèö ñâÿçíîñòè ñëó÷àéíûõ áëî÷�íî-èåðàðõè÷åñêèõ ãðà�îâ ïîçâîëÿåò îòíåñòè ðàñ�ñìîòðåííûå èåðàðõè÷åñêèå ãðà�û (ñåòè) ê ñåìåé�ñòâó áåçìàñøòàáíûõ, â òî âðåìÿ êàê ïî òîïîëîãè÷å�ñêèì îòëè÷èÿì îò Ý�-ãðà�îâ äàííûå ñåòè îòíîñÿòñÿê ñåìåéñòâó ïîëèìàñøòàáíûõ.Â çàêëþ÷åíèå ìû õîòåëè áû åùå ðàç ïîä÷åðê�íóòü ñõîäñòâî è ðàçëè÷èå äâóõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿáåçìàñøòàáíûõ ñåòåé. Âêðàòöå îñíîâíûå ÷åðòû ýòèõïîäõîäîâ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó.1) Ïåðâûé ìåòîä, øèðîêî îáñóæäàåìûé â ëèòåðà�òóðå, îñíîâàí â îñíîâíîì íà ïðîöåäóðå ïðåäïî÷òè�òåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ, êîãäà ñåòü âûðàùèâàåòñÿñ ïîìîùüþ ñóùåñòâåííî íåìàðêîâñêîãî (ïî ïðèðà�ùåíèÿì) ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà ñ íåîãðàíè÷åííîéïàìÿòüþ. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå òàêàÿ ýâîëþöèÿòðåáóåò êîíòðîëÿ âñåé ñòðóêòóðû ñåòè íà êàæäîìøàãå, ïîñêîëüêó âîçíèêíîâåíèå íîâûõ ñâÿçåé çàâè�ñèò îò òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè ñâÿçíîñòèïî âñåì âåðøèíàì ãðà�à (ñåòè). Ñ ýòîé òî÷êè çðå�íèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå âûðàùèâàíèå áåçìàñøòàáíîéñåòè ìîæíî óñëîâíî íàçâàòü íåëèíåéíîé ýâîëþöèåé.2) Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðåëè ñóùåñòâåííîäðóãîé ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ áåçìàñøòàáíîé ñåòè.Èåðàðõè÷åñêàÿ îðãàíèçàöèÿ âåðîÿòíîñòåé îáðàçîâà�íèÿ êëàñòåðîâ ñâÿçåé â òîïîëîãè÷åñêîé ñåòè ñîñòàâ�ëÿåò îñíîâíóþ èäåþ íàøåé êîíñòðóêöèè, êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè ìàðêîâñêîé.Ñóììèðóÿ, ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâàâàæíûõ ñâîéñòâà èåðàðõè÷åñêèõ áåçìàñøòàáíûõñåòåé, ïîñòðîåííûõ â íàøåé ðàáîòå. Ïðåæäå âñåãîëþáîé ïîäãðà�, ïðèíàäëåæàùèé îïðåäåëåííîìóèåðàðõè÷åñêîìó óðîâíþ 
, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ

ñëó÷àéíûì ãðà�îì, ïîñêîëüêó îáðàçîâàíèå êëàñ�òåðà ñâÿçåé (ïîäãðà�à) íà êàæäîì èåðàðõè÷åñêîìóðîâíå ïîëíîñòüþ íåêîððåëèðîâàíî. Äàëåå, ñëó�÷àéíûå ïîäãðà�û, àññîöèèðîâàííûå ñ ðàçëè÷íûìèèåðàðõè÷åñêèìè óðîâíÿìè îðãàíèçàöèè ñâÿçåé âñåòè, ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, òàê ÷òî ñåòü â öåëîì,âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîðîäíà. Òåì íå ìåíåå, êàê ìûâèäåëè, ïîñëåäîâàòåëüíûå âëîæåíèÿ ïîäãðà�îâ,ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì óðîâíÿì èåðàðõèè, âî÷åíü øèðîêîì äèàïàçîíå âåðîÿòíîñòåé ãåíåðàöèè,fQg = fq1; q2; : : : g, ïðèâîäÿò (â çàâèñèìîñòè îòèññëåäóåìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê) êáåçìàñøòàáíîé (èëè ïîëèìàñøòàáíîé) ñòðóêòóðåñåòè. Äàííîå íàáëþäåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîíåîæèäàííûì, ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå áåçìàñ�øòàáíîñòü äîñòèãàåòñÿ ñóùåñòâåííî ìàðêîâñêîéïðîöåäóðîé âûðàùèâàíèÿ ñåòè áåç ýâîëþöèîííîéïàìÿòè. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî ñëó÷àéíûåáåçìàøòàáíûå èåðàðõè÷åñêèå ñåòè ìîãóò âñòðå÷àòü�ñÿ ñðåäè òåõ åñòåñòâåííûõ ñåòåé, ïðîèñõîæäåíèåêîòîðûõ íå ïðåäïîëàãàåò óñëîâèé äëÿ îñóùåñòâëå�íèÿ ñóùåñòâåííî êîððåëèðîâàííûõ ýâîëþöèîííûõñîáûòèé. Â ÷àñòíîñòè, áåçìàñøòàáíûå èåðàðõè�÷åñêèå ñåòè, íàïðèìåð, õèìè÷åñêîé ïðèðîäû,ìîãëè áû ïðåäñòàâèòü îïðåäåëåííûé èíòåðåñ äëÿïðåäáèîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìàòèêè, àäðåñîâàííîé�îðìèðîâàíèþ è ðàçâèòèþ ïåðâè÷íûõ �îðì èåðàð�õè÷åñêîé ñòðóêòóðíî-�óíêöèîíàëüíîé îðãàíèçàöèèáèîëîãè÷åñêîãî òèïà.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ê. Â. Áàøå�âîìó çà ïîìîùü â îñóùåñòâëåíèè êîìïüþòåðíûõðàñ÷åòîâ, Î. Áîõèãàñó (O. Bohigas) è ß. Â. Ôåäî�ðîâó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ íà ðàçëè÷íûõ583



Â. À. Àâåòèñîâ, À. Õ. Áèêóëîâ, Î. À. Âàñèëüåâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009ýòàïàõ ðàáîòû è Ì. Ìåçàðäó (M. Mezard) çà âàæ�íûå çàìå÷àíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñâÿçè ñëó÷àéíûõ áëî÷�íî-èåðàðõè÷åñêèõ êèíåòè÷åñêèõ ìàòðèö ñî ñòàòèñòè�êîé íàïðàâëåííûõ ïîëèìåðîâ íà ñëó÷àéíûõ äåðå�âüÿõ. �àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñî�âîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò �07-02-00612a) è Ïðî�ãðàììû �15 Ïðåçèäèóìà �ÀÍ.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÈñòîðè÷åñêè, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé ìàòðèöû Ïàðèçè(ÊÌÏ) áûëè âïåðâûå âû÷èñëåíû â ðàáîòàõ [9℄ äëÿ÷àñòíîãî âèäà ÊÌÏ, îòâå÷àþùåãî óëüòðàìåòðè�÷åñêîìó ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ íà ðåãóëÿðíîì2-àäè÷åñêîì äåðåâå. Ïîçæå â ðàáîòå [12℄ áûëî äîêà�çàíî, ÷òî ñïåêòð ÊÌÏ, íàéäåííûé â ðàáîòàõ [9℄, ñîâ�ïàäàåò ñî ñïåêòðîì òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíîãîp-àäè÷åñêîãî ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðàÂëàäèìèðîâà [6℄ (ñì. âûðàæåíèå (1)). Â äàëüíåéøåìâ ðàáîòàõ [20; 51℄ áûë ïîñòðîåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿñïåêòðîâ p-àäè÷åñêèõ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõîïåðàòîðîâ âïîëíå îáùåãî âèäà è ïåðâîíà÷àëüíàÿêîíñòðóêöèÿ èç [9℄ áûëà, òàêèì îáðàçîì, îáîáùåíà èäëÿ òðàíñëÿöèîííî-íåèíâàðèàíòíûõ ñèììåòðè÷íûõÊÌÏ (ñì. âûðàæåíèå (2)). Íèæå ìû ïîÿñíÿåìîñíîâíûå ýëåìåíòû ýòîé êîíñòðóêöèè, ïîëüçóÿñüìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì.Â ìîäåëÿõ óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãîáëóæäàíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ÊÌÏ,è ñòðóêòóðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ÊÌÏ ïðÿìîîòðàæàåò êîíñòðóêöèþ ýòîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.Äëÿ îïèñàíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ÊÌÏ ïðåæäåâñåãî ïîñòðîèì óëüòðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.�àññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê Bp(�), ïåðåíóìå�ðîâàííûõ èíäåêñîì i = 1; : : : ; N , ãäå N = p� èp � 2. Ââåäåì óëüòðàìåòðèêó íà Bp(�). Ñ ýòîé öå�ëüþ ïîñòðîèì ðåãóëÿðíî âåòâÿùèéñÿ p-aäè÷åñêèéãðà� Gp(�) (äåðåâî Êýëè ñ èíäåêñîì âåòâëåíèÿp + 1), êîíå÷íûå óçëû êîòîðîãî åñòü ìíîæåñòâîBp(�). �ðà� Gp(�), òàêèì îáðàçîì, èìååò � èåðàð�õè÷åñêèõ óðîâíåé ïî ïîñòðîåíèþ. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ðàññòîÿíèå d(i; j) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êà�ìè i; j 2 Bp(�) îïðåäåëÿåòñÿ âåðøèíîé íàèìåíüøå�ãî ïîääåðåâà (ïîäãðà�à) Gp(
; n
) � Gp(�), êîíå÷�íûå óçëû êîòîðîãî âêëþ÷àþò òî÷êè i è j. Â íàøèõîáîçíà÷åíèÿõ 1 � 
 � � óêàçûâàåò íîìåð óðîâ�íÿ íà äåðåâå G(�), íà êîòîðîì ðàñïîëîæåíà âåðøè�íà ïîäãðà�à Gp(
; n
), à 1 � n
 � p��
 � íîìåðíóæíîé âåðøèíû ñðåäè p��
 âåðøèí, ðàñïîëîæåí�íûõ íà óðîâíå 
. Î÷åâèäíî, ÷òî òàê ââåäåííîå íà

Bp(�) ðàññòîÿíèå óäîâëåòâîðÿåò ñèëüíîìó íåðàâåí�ñòâó òðåóãîëüíèêà d(i; j) � maxfd(i; k); d(j; k)g, ò. å.ìíîæåñòâî Bp(�) ÿâëÿåòñÿ óëüòðàìåòðè÷åñêèì ïðî�ñòðàíñòâîì ïî ïîñòðîåíèþ. Çàìåòèì, ÷òî íà ðåãó�ëÿðíîì p-àäè÷åñêîì ãðà�å Gp(�) âñå ïîäãðà�û ñâåðøèíàìè, ëåæàùèìè íà îäíîì óðîâíå âåòâëåíèÿ âGp(�), òîïîëîãè÷åñêè òîæäåñòâåííû. Òðàíñëÿöèîí�íàÿ èíâàðèàíòíîñòü óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí�ñòâà ïîíèìàåòñÿ èìåííî â ýòîì ñìûñëå. Íàêîíåö,ïîñêîëüêó ñèëüíîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ïîä�÷èíåíà òàê íàçûâàåìàÿ p-àäè÷åñêàÿ ÷èñëîâàÿ íîð�ìà (ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî), óëüòðàìåòðè÷åñêîå ïðî�ñòðàíñòâî îïèñûâàåòñÿ p-àäè÷åñêèìè ÷èñëàìè.Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà óëüòðàìåòðè÷åñêîìïðîñòðàíñòâå åñòü îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ñëó�÷àéíûé ïðîöåññ, âñå îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòèêîòîðîãî îáóñëîâëåíû, ïî ñóùåñòâó, ãåîìåòðè�åé óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. �ëàâíàÿîñîáåííîñòü óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíî, áóäó÷è ïîðîæäåííûìðåãóëÿðíûì p-àäè÷åñêèì äåðåâîì, åñòåñòâåííûìîáðàçîì àññîöèèðóåòñÿ ñ èåðàðõèåé âëîæåíèéìåíüøèõ îáëàñòåé ïðîñòðàíñòâà â áîëüøèå ñîîò�âåòñòâåííî èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðå âëîæåíèéïîäãðà�îâ Gp(
; n
) â Gp(�). Èåðàðõèþ âëîæåíèéíåòðóäíî óñìîòðåòü èç ðèñ. 1á. Äåéñòâèòåëüíî,ìíîæåñòâî òî÷åê Bp(�) åñòü îáúåäèíåíèå p íåïåðå�ñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ïî p��1 òî÷åê â êàæäîì(p = 2 íà ðèñ. 1á ). Ýòè ïîäìíîæåñòâà ñîîòâåò�ñòâóþò p ïîääåðåâüÿì ñ âåðøèíàìè, ëåæàùèìè íàóðîâíå �� 1. Óëüòðàìåòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäóòî÷êàìè i; j 2 Bp(�), ïðèíàäëåæàùèìè ðàçíûì ïîä�ìíîæåñòâàì Bp(��1; n��1), îïðåäåëÿåòñÿ âåðøèíîé(�; 1) (êîðíåì äåðåâà): ýòî ðàññòîÿíèå óäîáíî çàäàòüêàê p� ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ p-àäè÷åñêîé ÷èñëîâîéíîðìû. Êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ óðîâíÿ � � 1, âñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåäèíå�íèå p íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ óðîâíÿ �� 2ïî p��2 ñîñòîÿíèé â êàæäîì. �àññòîÿíèå ìåæäóòî÷êàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ðàçíûì ïîäìíîæåñòâàìóðîâíÿ 
 = �� 2, çàâèñèò îò òîãî, íà êàêîì óðîâíåýòè ïîäìíîæåñòâà ñëèâàþòñÿ â îäíî. Åñëè ýòî ïðî�èñõîäèò íà ñëåäóþùåì óðîâíå � � 1, òî ðàññòîÿíèåìåæäó òî÷êàìè ðàâíî p��1, à åñëè îáùèì ÿâëÿåòñÿìíîæåñòâî Bp(�), òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òàêèìè òî÷�êàìè ðàâíî p�. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàëèòîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ðàçíûìïîäìíîæåñòâàì óðîâíÿ (� � 2). Äëÿ îïðåäåëåíèÿðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè, ïðèíàäëåæàùèìèîäíîìó è òîìó æå ïîäìíîæåñòâó óðîâíÿ � � 2, òðå�áóåòñÿ äàëüíåéøåå ðàçáèåíèå ýòèõ ïîäìíîæåñòâ íàâëîæåííûå â íèõ ìåíüøèå ïîäìíîæåñòâà âïëîòü äî584



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009 Î íåêîòîðûõ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ : : :óðîâíÿ 
 = 1. Ñîîòâåòñòâåííî ýòèì ðàçáèåíèÿì, íàïðîñòðàíñòâå Bp(�) èìååòñÿ èåðàðõèÿ ðàññòîÿíèéfp1; p2; : : : ; p�g.Óëüòðàìåòðè÷åñêîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íàBp(�) åñòü îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ìàò�ðèöà ïåðåõîäîâ êîòîðîãî çàäàåòñÿ ñëåäóþùåéêîíñòðóêöèåé. Çà�èêñèðóåì ïàðó òî÷åê i è jèç Bp(�). Äëÿ çàäàííîé ïàðû òî÷åê íàéäåì íàp-àäè÷åñêîì ãðà�å Gp(�) íàèìåíüøèé ïîäãðà�,êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò òî÷êè i è j. Òàêîé ïîäãðà�åäèíñòâåííûé, è îí îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíîå ïîä�ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò (ñèììåòðè÷íûé)ïåðåõîä i $ j. Ïóñòü åìó ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíàñ èíäåêñàìè (
; n
). Íà ýòîì ïîäãðà�å âûáåðåìäâà âëîæåííûõ â íåãî ïîäãðà�à íèæåëåæàùåãîóðîâíÿ ñ âåðøèíàìè (
 � 1; n
�1) è (
 � 1; n0
�1).Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè i è j çàâåäîìî ïðèíàäëåæàòðàçíûì ïîäãðà�àì (ïîäìíîæåñòâàì) óðîâíÿ 
 � 1.Ïî ïîñòðîåíèþ, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà i $ j (âåäèíèöó âðåìåíè) óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãîáëóæäàíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé íàèáîëü�øèõ ïîäìíîæåñòâ, ìåæäó êîòîðûìè ïðîèñõîäèòïåðåõîä. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýëåìåíòû Ti;j ìàòðèöû ïå�ðåõîäîâ ïàðàìåòðèçóþòñÿ òðåìÿ èíäåêñàìè: ïàðîé(
; n
), îïðåäåëÿþùåé íàèìåíüøåå ïîäìíîæåñòâî âèåðàðõèè âëîæåíèé, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä,è äîïîëíèòåëüíûì èíäåêñîì k (1 � k � p � 1),�èêñèðóþùèì ïàðó âëîæåííûõ â íåãî íàèáîëüøèõïîäìíîæåñòâ, ìåæäó êîòîðûìè ïðîèñõîäèò ïåðå�õîä. �åîìåòðèÿ óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà,òàêèì îáðàçîì, ïîðîæäàåò áëî÷íî-èåðàðõè÷åñêóþñòðóêòóðó ìàòðèöû ïåðåõîäîâ, ò. å. ñòðóêòóðó ÊÌÏ.Îòìåòèì, ÷òî îáùåå ÷èñëî òðîåê (
; n
 ; k), ïàðà�ìåòðèçóþùèõ âåðøèíû ïîäãðà�îâ �-óðîâíåâîãîp-àäè÷åñêîãî ãðà�à (p� � 1), ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîìíåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÊÌÏ ðàçìåðíîñòèp� � p�.Ñîáñòâåííûé âåêòîð ÊÌÏ åñòü âåêòîð-ñòîëáåö ñp� êîìïëåêñíûìè (â îáùåì ñëó÷àå) êîìïîíåíòàìè,îòðàæàþùèé, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, îïèñàííóþâûøå ñòðóêòóðó áàññåéíîâ óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ïðî�ñòðàíñòâà è êîíñòðóêöèþ óëüòðàìåòðè÷åñêîãî ñëó�÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ÊÌÏ ïà�ðàìåòðèçóþòñÿ òðîéêàìè (
; n
 ; k). Êàæäîìó óðîâ�íþ 
 ñîïîñòàâëÿþòñÿ (p�1)p
 ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâep(
; n
 ; k) ñîãëàñíî ÷èñëó òðîåê (
; n
 ; k) ñ �èêñèðî�âàííûì 
. Êîìïîíåíòû ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, îòíî�ñÿùåãîñÿ ê óðîâíþ 
 îáðàçóþò p��
 ãðóïï ïî p
 ýëå�ìåíòîâ â êàæäîé. Òîëüêî îäíà èç òàêèõ ãðóïï èìå�åò íåíóëåâûå êîìïîíåíòû. �ðóïïà íåíóëåâûõ êîìïî�íåíò ñîñòîèò èç p ïîäãðóïï ñ p
�1 îäèíàêîâûìè ýëå�ìåíòàìè â êàæäîé ïîäãðóïïå. Êîìïîíåíòû îäíîé èç

òàêèõ ïîäãðóïï ðàâíû åäèíèöå, à êîìïîíåíòû p� 1îñòàâøèõñÿ ïîäãðóïï åñòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäàexp[2�ia(
; n
 ; k)℄, ïîäîáðàííûå òàêèì îáðàçîì, ÷òî�áû ñóììà âñåõ íåíóëåâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà áûëàðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, òðîéêà (
; n
 ; k) ïîë�íîñòüþ îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ñîáñòâåííîãî âåêòî�ðà ÊÌÏ, ò. å. ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò âåêòî�ðà-ñòîëáöà, ðàñïîëîæåíèå ãðóïïû íåíóëåâûõ êîìïî�íåíò â ñòîëáöå è ñòðóêòóðó ïîäãðóïï ýòîé ãðóïïû.Ïðîèëëþñòðèðóåì ñòðóêòóðó ñîáñòâåííûõ âåêòî�ðîâ ÊÌÏ íà äâóõ ïðîñòåéøèõ ïðèìåðàõ. Âîçüìåì2-àäè÷åñêèé ãðà� îòâå÷àþùèé ÊÌÏ ðàçìåðíîñòè8� 8 (� = 3). Óðîâíþ 
 = 1 ñîïîñòàâëÿþòñÿ ÷åòûðåñîáñòâåííûõ âåêòîðà:
e2(1; 1) =

0BBBBBBBBBBBBBB�
1�1000000
1CCCCCCCCCCCCCCA ; e2(1; 2) =

0BBBBBBBBBBBBBB�
001�10000
1CCCCCCCCCCCCCCA ;

e2(1; 3) =
0BBBBBBBBBBBBBB�

00001�100
1CCCCCCCCCCCCCCA ; e2(1; 4) =

0BBBBBBBBBBBBBB�
0000001�1
1CCCCCCCCCCCCCCA :

(A.1)
Óðîâíþ 
 = 2 ñîïîñòàâëÿþòñÿ äâà ñîáñòâåííûõ âåê�òîðà:

e2(2; 1) =
0BBBBBBBBBBBBBB�

11�1�10000
1CCCCCCCCCCCCCCA ; e2(2; 2) =

0BBBBBBBBBBBBBB�
000011�1�1
1CCCCCCCCCCCCCCA : (A.2)

Íàêîíåö, êîðíåâîé âåðøèíå ãðà�à ñîïîñòàâëÿåòñÿîäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð:585
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e2(3; 1) =

0BBBBBBBBBBBBBB�
1111�1�1�1�1
1CCCCCCCCCCCCCCA : (A.3)

Îòìåòèì, ÷òî áëîêè 2-àäè÷åñêîé ÊÌÏ èíäåêñèðó�þòñÿ òîëüêî ïàðàìè (
; n). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ íåïî�ñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé, ÷òî êàæäûé èç âûïèñàí�íûõ âûøå âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì2-àäè÷åñêîé ÊÌÏ. Ïîïîëíÿÿ íàáîð èç ñåìè äàííûõâåêòîðîâ äîïîëíèòåëüíûì åäèíè÷íûì âåêòîðîì e0,ïîëó÷àåì ïîëíûé áàçèñ 2-àäè÷åñêèõ ñèììåòðè÷íûõÊÌÏ ðàçìåðíîñòè 8� 8.Âûïèøåì ÿâíî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàøåéÊÌÏ:�1;1 = "(1) � q(1)1 == �2q(1)1 � (1� 2�1) 3X
0=2 2
0q(1)
0 ;�1;2 = "(2) � q(2)1 == �2q(2)1 � (1� 2�1) 3X
0=2 2
0q(2)
0 ;�1;3 = "(3) � q(3)1 == �2q(3)1 � (1� 2�1) 3X
0=2 2
0q(3)
0 ;�1;4 = "(4) � q(4)1 == �2q(4)1 � (1� 2�1) 3X
0=2 2
0q(4)
0 ;�2;1 = "(1)+q(1)1 �2q(1)2 = "(2)+q(2)1 �2q(1)2 == �22q(1)2 � (1� 2�1) 3X
0=2 2
0q(1)
0 ;
(A.4)

�2;2 = "(3)+q(3)1 �2q(2)2 = "(4)+q(4)1 �2q(2)2 == �22q(2)2 � (1� 2�1) 3X
0=2 2
0q(2)
0 ;�3;1 = "(1) + q(1)1 + 2q(1)2 � 4q(1)3 == "(2) + q(2)1 + 2q(2)2 � 4q(1)3 == "(3) + q(3)1 + 2q(2)2 � 4q(1)3 == "(4) + q(4)1 + 2q(2)2 � 4q(1)3 = �23q(1)3 :Çäåñü q(n)
 � íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ÊÌÏ, à äèà�ãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû "(m) = �(1 � 2�1) ��P�
=1 2
q(m)
 ïî îïðåäåëåíèþ êèíåòè÷åñêîé ìàòðè�öû. Íàêîíåö, ñîáñòâåííîìó âåêòîðó e(
; n
) ñîîòâåò�ñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �
;n
 .Ñîáñòâåííîìó âåêòîðó e0 ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåí�íîå çíà÷åíèå �0 = 0. Ñîïîñòàâëÿÿ (A.1) 
 (2), íåòðóä�íî óâèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå�
;n = �p
q(n)
 � (1� p�1) �X
0=
+1 p
0q(n0)
0åñòü îáîáùåíèå âûðàæåíèé (A.4) äëÿ ïðîèçâîëüíîãîp è �.Ïîêàæåì òåïåðü ñòðóêòóðó ñîáñòâåííûõ âåêòî�ðîâ 3-àäè÷åñêîé ÊÌÏ ðàçìåðíîñòè 9 � 9 (� = 2).Óðîâíþ 
 = 2 ñîïîñòàâëÿåòñÿ îäíà ïàðà êîìïëåêñ�íî-ñîïðÿæåííûõ âåêòîðîâ:
e3(2; 1; 1) =

0BBBBBBBBBBBBBBBB�
111� 12 + ip32� 12 + ip32� 12 + ip32� 12 � ip32� 12 � ip32� 12 � ip32

1CCCCCCCCCCCCCCCCA ;
e3(2; 1; 2) =

0BBBBBBBBBBBBBBBB�
111� 12 � ip32� 12 � ip32� 12 � ip32� 12 + ip32� 12 + ip32� 12 + ip32

1CCCCCCCCCCCCCCCCA :
(A.5)

Óðîâíþ 
 = 1 ñîïîñòàâëÿþòñÿ òðè ïàðû êîìïëåêñ�íî-ñîïðÿæåííûõ âåêòîðîâ:586
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e3(1; 1; 1) =

0BBBBBBBBBBBBBBBB�
1� 12 + ip32� 12 � ip32000000

1CCCCCCCCCCCCCCCCA ; e3(1; 1; 2) =
0BBBBBBBBBBBBBBBB�

1� 12 � ip32� 12 + ip32000000
1CCCCCCCCCCCCCCCCA ;

e3(1; 2; 1) =
0BBBBBBBBBBBBBBBB�

0001� 12 + ip32� 12 � ip32000
1CCCCCCCCCCCCCCCCA ; e3(1; 2; 2) =

0BBBBBBBBBBBBBBBB�
0001� 12 � ip32� 12 + ip32000

1CCCCCCCCCCCCCCCCA ;
e3(1; 3; 1) =

0BBBBBBBBBBBBBBBB�
0000001� 12 + ip32� 12 � ip32

1CCCCCCCCCCCCCCCCA ; e3(1; 3; 2) =
0BBBBBBBBBBBBBBBB�

0000001� 12 � ip32� 12 + ip32
1CCCCCCCCCCCCCCCCA :

(A.6)

Ïîïîëíåíèå ýòèõ âîñüìè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ åäè�íè÷íûì âåêòîðîì e0 îáðàçóåò ïîëíûé áàçèñ ñèììåò�ðè÷íûõ 3-àäè÷åñêèõ ÊÌÏ ðàçìåðíîñòè 9� 9.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî òðàíñëÿöèîííî-èíâà-ðèàíòíûå ÊÌÏ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà âåðî�ÿòíîñòè ïåðåõîäîâ çàâèñÿò òîëüêî îò óëüòðàìåòðè�÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ, ò. å. ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ÊÌÏïàðàìåòðèçóþòñÿ íîìåðîì óðîâíÿ èåðàðõèè 
. Âðåçóëüòàòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �
 âûðîæäåíû(p�1)p��
-êðàòíî. Òðàíñëÿöèîííî-íåèíâàðèàíòíûåÊÌÏ, îáñóæäàåìûå â ñòàòüå, ñîîòâåòñòâóþò ñëó�÷àþ, êîãäà ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ÊÌÏ ïàðàìåòðè�çóþòñÿ òîëüêî ïàðàìè (
; n
), ò. å. íå çàâèñÿò îò èí�äåêñà k. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå�
;n
 âûðîæäåíî (p� 1)-êðàòíî.
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