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ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÁÈÌÎËÅÊÓËß�ÍÎÉÑÓÁÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎ-ÊÎÍÒ�ÎËÈ�ÓÅÌÎÉ �ÅÀÊÖÈÈÍÀ ÌÀÊ�ÎÑÊÎÏÈ×ÅÑÊÎÌ Ó�ÎÂÍÅÂ. Ï. Øêèëåâ *Èíñòèòóò õèìèè ïîâåðõíîñòè Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû03164, Êèåâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23 ìàðòà 2009 ã.Â ðàìêàõ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê âûâåäåíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîöåññû ñóáäè��óçèè-ðåàêöèè â òîì ñëó÷àå, êîãäà áèìîëåêóëÿðíàÿ ðåàêöèÿ êîíòðîëèðóåòñÿ äè��óçèåé, ò. å. êîãäà ñáëèçèâ-øèåñÿ ÷àñòèöû ðåàãèðóþò ìãíîâåííî. Äëÿ çàìûêàíèÿ öåïî÷êè óðàâíåíèé, ïîÿâëÿþùåéñÿ ïðè ïåðåõîäåîò îñíîâíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ê îïèñàíèþ â òåðìèíàõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåòñÿóñëîâèå êâàçèðàâíîâåñèÿ â óðàâíåíèè äëÿ ïàðíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Îòëè÷èòåëüíàÿ ÷åðòà ïîëó-÷åííûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ðåàêöèîííûõ ÷ëåíàõ �èãóðèðóþò íå ïðîèçâåäåíèÿ êîíöåíòðàöèéðåàãåíòîâ, êàê äîëæíî áûòü ñîãëàñíî çàêîíó äåéñòâóþùèõ ìàññ, à ïðîèçâåäåíèÿ êîíöåíòðàöèé íà ñêîðî-ñòè ñîâåðøåíèÿ äè��óçèîííûõ ñêà÷êîâ. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ òàêæå â ðàìêàõ íåëèíåéíîéìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ïîêàçàíî,÷òî íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ äðîáíûõ ý��åêòèâíûõ ïîðÿäêîâ ðåàêöèè.PACS: 05.60.Cd, 05.40.Fb, 82.40.-g1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑèñòåìû ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâå èâçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòèö èãðàþòâàæíóþ ðîëü â �èçèêå, õèìèè è äðóãèõ íàóêàõ.Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà è äè��óçèÿ, è ðåàê�öèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè ïðîöåññàìè, òàêèå ñèñòå�ìû íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå îïèñûâàþòñÿ óðàâ�íåíèÿìè äè��óçèè-ðåàêöèè. Îäíàêî äè��óçèÿ âîìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ àíîìàëüíîé. Õîòÿ ðåàê�öèè, àññèñòèðóåìûå àíîìàëüíîé äè��óçèåé, èçó�÷àþòñÿ íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé, îáùèå óðàâíåíèÿ,îïèñûâàþùèå òàêèå ïðîöåññû íà ìàêðîñêîïè÷åñêîìóðîâíå, â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóþò. Áîëüøèí�ñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðàññìîòðåíèþ ýòîé ïðî�áëåìû, â êà÷åñòâå îòïðàâíîãî ïóíêòà èñïîëüçóþòìîäåëü ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðå�ìåíåì (ÑÁÍÂ) [1�10℄. Ïðåèìóùåñòâî ìîäåëè ÑÁÍÂçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà íå îãðàíè÷åíà êàêè�ìè-ëèáî êîíêðåòíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè. Ýòî ïîçâî�*E-mail: shkilevv�ukr.net

ëÿåò èñïîëüçîâàòü åå â ðàçíîîáðàçíûõ ñèòóàöèÿõ, íåâäàâàÿñü â äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ïðîöåññîâ, ïðî�õîäÿùèõ íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå. Îäíàêî ïðèíàëè÷èè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ýòî ïðåèìóùåñòâî âçíà÷èòåëüíîé ìåðå óòðà÷èâàåòñÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó�÷àå îò ìèêðîñêîïè÷åñêèõ äåòàëåé çàâèñèò íå òîëüêîâèä �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, �èãóðèðóþùèõ â ýòîéìîäåëè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ, íî è âèä ñàìèõ óðàâ�íåíèé.Îäèí èç ïðèíöèïèàëüíûõ âîïðîñîâ � êàêîé âèäâ ñëó÷àå àíîìàëüíî äè��óíäèðóþùèõ ðåàãåíòîâäîëæíû èìåòü ðåàêöèîííûå ÷ëåíû. Â íåêîòîðûõ ðà�áîòàõ ïðè ðàññìîòðåíèè ýòîãî âîïðîñà ïðåäïîëàãà�þò áåç êàêîãî-ëèáî îáîñíîâàíèÿ, ÷òî òàê æå, êàê èïðè íîðìàëüíîé äè��óçèè, â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò èñ�ïîëüçîâàòüñÿ çàêîí äåéñòâóþùèõ ìàññ [9�11℄. Â äðó�ãèõ ðàáîòàõ, òàêæå áåç îáîñíîâàíèÿ, ïðåäïîëàãàþò,÷òî ê ðåàêöèîííûì ÷ëåíàì, ñîîòâåòñòâóþùèì çàêî�íó äåéñòâóþùèõ ìàññ, äîëæåí ïðèìåíÿòüñÿ îïåðà�òîð äðîáíîé ïðîèçâîäíîé [7; 12℄. Äî íåäàâíåãî âðå�ìåíè, ïî-âèäèìîìó, åäèíñòâåííîé ðàáîòîé, â êîòî�ðîé ýòîò âîïðîñ ðàññìàòðèâàëñÿ äåòàëüíî, áûëà ðà�áîòà [13℄. Íî â íåé ðå÷ü øëà íå î âûâîäå ìàêðîñêî�984



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 5 (11), 2009 Îïèñàíèå áèìîëåêóëÿðíîé ñóáäè��óçèîííî-êîíòðîëèðóåìîé ðåàêöèè : : :ïè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à î âû÷èñëåíèè ñêîðîñòè áèìî�ëåêóëÿðíîé ðåàêöèè ïî ìåòîäó Ñìîëóõîâñêîãî.Â ðàáîòå [14℄ â ðàìêàõ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëî�âóøåê ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ, îïèñû�âàþùèå èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèé ñî âðåìåíåì äëÿðåàêöèé êîàãóëÿöèè è àííèãèëÿöèè â îòñóòñòâèåïðîñòðàíñòâåííûõ ãðàäèåíòîâ. Îñîáåííîñòü ïîëó�÷åííûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåàêöèîííûå÷ëåíû â íèõ âûðàæåíû íå â âèäå ïðîèçâåäåíèé êîí�öåíòðàöèé ðåàãèðóþùèõ ÷àñòèö, êàê äîëæíî áûòüñîãëàñíî çàêîíó äåéñòâóþùèõ ìàññ, à â âèäå ïðî�èçâåäåíèé êîíöåíòðàöèè íà êîëè÷åñòâî äè��óçèîí�íûõ ñêà÷êîâ, ñîâåðøàåìûõ ÷àñòèöàìè â åäèíèöó âðå�ìåíè â åäèíèöå îáúåìà1). Â ýòîé æå ðàáîòå âûïîëíå�íû ðàñ÷åòû ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî, êîòîðûå ïîêà�çàëè, ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïðåäëîæåííûå óðàâ�íåíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ âïîëíå óäîâëåòâîðè�òåëüíûì ïðèáëèæåíèåì. Ïðåäñòàâëåíèå ðåàêöèîí�íûõ ÷ëåíîâ â âèäå ïðîèçâåäåíèé êîíöåíòðàöèè íà÷àñòîòó ñîâåðøàåìûõ ñêà÷êîâ íå äàñò íè÷åãî íîâî�ãî, åñëè ñðåäà, â êîòîðîé ïðîõîäÿò ïðîöåññû äè��ó�çèè-ðåàêöèè, îäíîðîäíà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ÷àñ�òîòà ñîâåðøàåìûõ ñêà÷êîâ ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåí�òðàöèè. Îäíàêî â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñðåäû ïðèîäíîé è òîé æå êîíöåíòðàöèè ÷àñòîòà ñêà÷êîâ áó�äåò ðàçíîé, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèì îáðàçîìðàñïðåäåëåíû ÷àñòèöû ïî ó÷àñòêàì íåîäíîðîäíîñòèðàçíîãî òèïà. Ïîñêîëüêó àíîìàëüíàÿ äè��óçèÿ õà�ðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîëè�÷åñòâîì ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàçëè÷íûõ ó÷àñò�êàõ íåîäíîðîäíîñòè, ñî âðåìåíåì ìåíÿåòñÿ, ïðè àíî�ìàëüíîé äè��óçèè ïðåäñòàâëåíèå ðåàêöèîííûõ ÷ëå�íîâ â òàêîì íåñòàíäàðòíîì âèäå ìîæåò ïðèâîäèòü êïðèíöèïèàëüíî íîâûì ðåçóëüòàòàì.Â ðàáîòå [15℄ ïðåäëîæåí ñïîñîá âûâîäà ìàêðî�ñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé èç ìèêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâ�íåíèé ðåøåòî÷íîé ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòüðàçëè÷íûå èçâåñòíûå, à òàêæå íîâûå óðàâíåíèÿ ñóá�äè��óçèè-ðåàêöèè. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ èç ðà�áîòû [10℄, ñîîòâåòñòâóþùèå çàêîíó äåéñòâóþùèõìàññ, ïîëó÷àþòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ðåàëè�çàöèè îäíîãî àêòà ðåàêöèè òðåáóåòñÿ áîëüøîå ÷èñ�ëî ñòîëêíîâåíèé ìåæäó ðåàãåíòàìè. Â äàííîé ðàáî�òå ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [15℄, ïðèìåíÿåò�ñÿ ê ñëó÷àþ ñóáäè��óçèîííî-êîíòðîëèðóåìûõ ðåàê�1) Íåïîñðåäñòâåííî â òàêîì âèäå ðåàêöèîííûå ÷ëåíû â ðà�áîòå [14℄ íå âûïèñûâàþòñÿ. ×òîáû ïðèéòè ê òàêîìó âèäó, íóæ�íî óðàâíåíèÿ (9) è (10) èç [14℄ ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî !. Â ðå�çóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå d
(t)dt = ��
(t) 1R0 !n(!; t) d!.Çäåñü èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî ñêà÷êîâ, ñîâåðøàå�ìûõ ÷àñòèöàìè â åäèíèöó âðåìåíè â åäèíèöå îáúåìà.

öèé, êîãäà àêò ðåàêöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè êàæäîìñòîëêíîâåíèè ìåæäó ðåàãåíòàìè, ò. å. êîãäà ñáëèçèâ�øèåñÿ ÷àñòèöû ìãíîâåííî ðåàãèðóþò. Ïîëó÷åííûå âíàñòîÿùåé ðàáîòå óðàâíåíèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòü�ñÿ â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ óðàâíåíèé, ïðåäëîæåííûõâ [14℄, íà òå ñëó÷àè, êîãäà èìåþòñÿ ïðîñòðàíñòâåí�íûå ãðàäèåíòû êîíöåíòðàöèé è êîãäà â ðåàêöèþâñòóïàþò ÷àñòèöû ðàçíûõ ñîðòîâ. Â ïåðâîì ðàçäåëåóðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ â ðàìêàõ ðåøåòî÷íîé ìîäåëèñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðûõ ñïåöè�è÷åñêèõ ïðåäïî�ëîæåíèé, â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëîæåíèé, õàðàêòåðíûõäëÿ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê. Âî âòîðîì ðàçäå�ëå ýòè æå óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ â ðàìêàõ íåëèíåé�íîé ìîäåëè ÑÁÍÂ [9; 10℄ áåç ÿâíîãî èñïîëüçîâàíèÿñïåöè�è÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé ðåøåòî÷íîé ìîäåëè.Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ îáñóæäåíèå, â ÷àñò�íîñòè, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèéìîãóò áûòü âûâåäåíû óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè ïîðÿä�êàìè ðåàêöèé, à òàêæå óðàâíåíèÿ ñ ðåàêöèîííûìè÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè äðîáíûå ïðîèçâîäíûå.
2. ÂÛÂÎÄ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ Â �ÀÌÊÀÕ�ÅØÅÒÎ×ÍÎÉ ÌÎÄÅËÈÏðåäïîëîæèì, ÷òî ïî óçëàì íåîäíîðîäíîé ðå�øåòêè áëóæäàþò ÷àñòèöû äâóõ òèïîâ: A è B. Åñ�ëè äâå ÷àñòèöû ðàçíûõ òèïîâ îêàçûâàþòñÿ â äâóõñîñåäíèõ óçëàõ ðåøåòêè, òî îíè ìîãóò âñòóïàòü âðåàêöèþ ñ îáðàçîâàíèåì ÷àñòèö äðóãèõ òèïîâ, êîòî�ðûå íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà ðàññìàòðèâàåìûé ïðî�öåññ. Èç îñíîâíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îïèñû�âàþùåãî óêàçàííûå ïðîöåññû, ñòàíäàðòíûì ïóòåìâûâîäèòñÿ öåïî÷êà óðàâíåíèé äëÿ ìíîãî÷àñòè÷íûõ�óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿóíàðíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëÿþùåé âå�ðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ÷àñòèö òèïà A â óçëàõ ðåøåò�êè, è áèíàðíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëÿþ�ùåé âåðîÿòíîñòè îäíîâðåìåííîãî íàõîæäåíèÿ äâóõ÷àñòèö ðàçíûõ òèïîâ â äâóõ ñîñåäíèõ óçëàõ ðåøåò�êè:�PAn�t = �zWnPAn +Xm �nmWmPAm �� kXm �nmPABnm ; (1)
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Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 5 (11), 2009�PABnm�t = �kPABnm � kXj �mj(1� Ænj)PABAnmj �� kXj �nj(1� Æmj)PABBnmj ��Xj �mj(1� Ænj)WmPABnm ��Xj �nj(1� Æmj)WnPABnm ++Xj �mj(1� Ænj)WjPABnj ++Xj �nj(1� Æmj)WjPBAmj : (2)Çäåñü PAn � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óçåë n çàíÿò ÷àñ-òèöåé òèïà A;Wn � ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ÷àñòèöû ïå�ðåõîäÿò èç óçëà n â îäèí èç ñîñåäíèõ óçëîâ; PABnm �ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â óçëå n íàõîäèò�ñÿ ÷àñòèöà òèïà A, à â óçëå m � ÷àñòèöà òèïà B;PABAnmj � ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â óçëàõn, m, j íàõîäÿòñÿ ÷àñòèöû òèïîâ ñîîòâåòñòâåííî À,B, À; z � êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî ðåøåòêè; k � êîí�ñòàíòà ñêîðîñòè ðåàêöèè; �ij � èíäèêàòîð ðåøåòêè,ðàâíûé åäèíèöå, åñëè i è j � íîìåðà ñîñåäíèõ óç�ëîâ, è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; Æij � ñèìâîë Êðî�íåêåðà. Ïðè çàïèñè óðàâíåíèé (1) è (2) èñïîëüçî�âàíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ: êàæäûé óçåë ðå�øåòêè èìååò z ñîñåäåé; ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñêà÷êèòîëüêî â ñîñåäíèå óçëû ðåøåòêè; âåðîÿòíîñòü ïå�ðåõîäà â ëþáîé èç ñîñåäíèõ óçëîâ îäèíàêîâà (ýòîïðåäïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëî�âóøåê); äëÿ ðàçëè÷íûõ óçëîâ ñêîðîñòü ñîâåðøåíèÿñêà÷êîâ ðàçëè÷íà; ñêîðîñòü ñîâåðøåíèÿ ñêà÷êîâ äëÿ÷àñòèö ðàçíûõ òèïîâ îäèíàêîâà; â õèìè÷åñêóþ ðå�àêöèþ ìîãóò âñòóïàòü òîëüêî ÷àñòèöû, ðàñïîëîæåí�íûå â ñîñåäíèõ óçëàõ; ñêîðîñòü õèìè÷åñêîé ðåàêöèèäëÿ âñåõ ïàð óçëîâ îäèíàêîâà. Ñìûñë ðàçëè÷íûõ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (1) î÷åâèäåí. Â óðàâíåíèè (2) âòî�ðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþâåðîÿòíîñòè PABnm çà ñ÷åò ðåàêöèè ìåæäó ÷àñòèöåéòèïà Â, íàõîäÿùåéñÿ â óçëå m, è ÷àñòèöåé òèïà À,íàõîäÿùåéñÿ â îäíîì èç ñîñåäíèõ ê óçëó m óçëå j,îòëè÷íîì îò óçëà n. Òðåòèé ÷ëåí èìååò àíàëîãè÷�íûé ñìûñë. ×åòâåðòûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøå�íèþ âåðîÿòíîñòè PABnm çà ñ÷åò äè��óçèîííûõ ñêà÷�êîâ ÷àñòèöû òèïà Â, íàõîäÿùåéñÿ â óçëå m, â îäèíèç ñîñåäíèõ ê íåìó óçëîâ, îòëè÷íûõ îò óçëà n. Ïÿ�òûé ÷ëåí èìååò àíàëîãè÷íûé ñìûñë. Øåñòîé ÷ëåíñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèþ âåðîÿòíîñòè PABnm çà ñ÷åòäè��óçèîííûõ ñêà÷êîâ ÷àñòèöû òèïà B â óçåë m èçîäíîãî èç ñîñåäíèõ ñ íèì óçëîâ, îòëè÷íîãî îò óçëàn. Ñåäüìîé ÷ëåí èìååò àíàëîãè÷íûé ñìûñë.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà ÷àñòèöû òèïîâÀ è Â, îêàçàâøèåñÿ â ñîñåäíèõ óçëàõ, ìãíîâåííîâñòóïàþò â ðåàêöèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîíñòàíòàk áåñêîíå÷íî âåëèêà, âåðîÿòíîñòü PABnm áåñêîíå÷íîìàëà, à èõ ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé âåëè÷è�íîé. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå äëÿ çàìûêàíèÿöåïî÷êè óðàâíåíèé ïðèáëèæåíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ âóñðåäíåííîì ïî êîí�èãóðàöèÿì óðàâíåíèè (1) (ò. å.ïðåäñòàâëåíèå óñðåäíåííîé áèíàðíîé �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ óñðåäíåííûõ óíàð�íûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê ýòî áûëî ñäåëà�íî â ðàáîòå [15℄) íåïðàâîìåðíî, òàê êàê óñðåäíåí�íûå óíàðíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ áóäóò êîíå÷�íûìè âåëè÷èíàìè, à óñðåäíåííàÿ áèíàðíàÿ �óíê�öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé.Íî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî óïðîùà�åòñÿ óðàâíåíèå (2) è ýòîò �àêò ìîæíî èñïîëüçîâàòüäëÿ èñêëþ÷åíèÿ ÷ëåíà kPm�nmPABnm èç óðàâíåíèÿ(1). Ïîñêîëüêó PABnm � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà,ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü â óðàâíåíèè (2) ÷ëåíîì â ëå�âîé ÷àñòè, à òàêæå ÷åòâåðòûì è ïÿòûì ÷ëåíàìè âïðàâîé ÷àñòè. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîíöåí�òðàöèÿ äè��óíäèðóþùèõ ÷àñòèö íåâåëèêà, ìîæåìñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü îäíîâðåìåííîãî íàõîæäå�íèÿ òðåõ ÷àñòèö â òðåõ ñîñåäíèõ óçëàõ ðåøåòêè ìàëàïî ñðàâíåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ íàõîæäåíèÿ äâóõ ÷àñ�òèö â äâóõ ñîñåäíèõ óçëàõ, è ïîýòîìó ïðåíåáðå÷üâòîðûì è òðåòüèì ÷ëåíàìè â ïðàâîé ÷àñòè (2). Âðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå kPABnm ðàâ�íî ñóììå øåñòîãî è ñåäüìîãî ÷ëåíîâ ïðàâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ (2). Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ñîâìåñòíûõ âå�ðîÿòíîñòåé, �èãóðèðóþùèõ â ýòèõ ÷ëåíàõ, ñîñòîèòâ òîì, ÷òî îíè îïðåäåëåíû äëÿ ïàð óçëîâ, íå ÿâ�ëÿþùèõñÿ ñîñåäíèìè äðóã ïî îòíîøåíèþ ê äðóãó(äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ðåøåòîê ñðåäè ýòèõ ïàð ìî�ãóò áûòü è ïàðû ñîñåäíèõ óçëîâ; òàêèå ïàðû ïðîñòîíå áóäóò äàâàòü âêëàäà â ñóììû, ïîñêîëüêó ñîîòâåò�ñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè áóäóò áåñêîíå÷íî ìàëûìè âå�ëè÷èíàìè). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè âåðîÿòíîñòè áóäóòêîíå÷íûìè âåëè÷èíàìè è ê íèì ìîæåò áûòü ïðèìå�íåíî ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ kPABnmâ óðàâíåíèå (1), ïîëó÷àåì�PAn�t = �zWnPAn +Xm �nmWmPAm ��Xm �nmXj �mj(1� Ænj)WjPABnj ��Xm �nmXj �nj(1� Æmj)WjPBAmj : (3)Äàëåå óñðåäíÿåì ýòî óðàâíåíèå ïî òàêèì ðåàëèçà�öèÿì íåîäíîðîäíîé ñðåäû, äëÿ êîòîðûõ â òî÷êå r986



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 5 (11), 2009 Îïèñàíèå áèìîëåêóëÿðíîé ñóáäè��óçèîííî-êîíòðîëèðóåìîé ðåàêöèè : : :íàõîäèòñÿ óçåë �èêñèðîâàííîãî òèïà [14℄. Óñðåäíåí�íîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå��Ai (r)�t = �zWi�Ai (r) ++ z NXj=1 �jWj Z �Aj (r0)�1 (jr � r0j) dr0 ��M�Ai (r) NXj=1 �jWj Z �Bj (r0)�2 (jr � r0j) dr0 ��M NXj=1 �jWj Z �Aj (r0)�1 (jr � r0j) dr0 �� NXj=1 �j Z �Bj (r0)�1 (jr � r0j) dr0: (4)Çäåñü �Ai (r) � óñðåäíåííàÿ âåðîÿòíîñòü çàïîëíåíèÿóçëà i-ãî òèïà â òî÷êå r; �j � äîëÿ óçëîâ j-ãî òèïàñðåäè óçëîâ ðåøåòêè (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óçëû ðàç�íûõ òèïîâ ðàñïîëîæåíû õàîòè÷åñêèì îáðàçîì, ïî�ýòîìó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðÿäîì ñ óçëîì i-ãî òèïàíàõîäèòñÿ óçåë j-ãî òèïà, ðàâíà �j); �1(jr0�rj) dr0 �âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ýëåìåíòå îáúåìà dr0 â îêðåñò�íîñòè òî÷êè r0 íàõîäèòñÿ óçåë, ñîñåäíèé ê óçëó, ðàñ�ïîëîæåííîìó â òî÷êå r; �2(jr0�rj) dr0 � âåðîÿòíîñòüòîãî, ÷òî â ýëåìåíòå îáúåìà dr0 â îêðåñòíîñòè òî÷�êè r0 íàõîäèòñÿ óçåë, èìåþùèé îáùåãî ñîñåäà ñ óç�ëîì, ðàñïîëîæåííûì â òî÷êå r (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî�óíêöèè �1 è �2 íå çàâèñÿò îò òèïîâ óçëîâ); N �÷èñëî òèïîâ óçëîâ; M � ÷èñëî ÷ëåíîâ â äâîéíûõñóììàõ â óðàâíåíèè (3). ×ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ�íåíèÿ (4) ïîëó÷åíû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ïðà�âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3) è çàïèñàíû â ïðèáëèæåíèèñðåäíåãî ïîëÿ. Âòîðîé ÷ëåí ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðî�èçâåäåíèÿ âåëè÷èíû WmPAm , óñðåäíåííîé ïî óçëàìm, ñîñåäíèì ê óçëó, íàõîäÿùåìóñÿ â òî÷êå r, �NXj=1 �jWj Z �Aj (r0)�1(jr � r0j) dr0� íà ÷èñëî z ÷ëåíîâ â ñóììå. Òðåòèé ÷ëåí ïðåäñòàâ�ëåí â âèäå óñðåäíåííîé âåðîÿòíîñòè �Ai (r) çàïîëíå�íèÿ óçëà i-ãî òèïà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå r, óìíî�æåííîé íà âåëè÷èíó WjPBj , óñðåäíåííóþ ïî óçëàìj, èìåþùèì îáùåãî ñîñåäà ñ óçëîì, íàõîäÿùèìñÿ âòî÷êå r, � NXj=1 �jWj Z �Bj (r0)�2(jr � r0j) dr0� è íà ÷èñëîM ÷ëåíîâ â äâîéíîé ñóììå. ×åòâåðòûé÷ëåí ïðåäñòàâëåí â âèäå âåëè÷èíû WjPAj , óñðåäíåí�

íîé ïî óçëàì j, ñîñåäíèì ê íàõîäÿùåìóñÿ â òî÷êå róçëó, � NXj=1 �jWj Z �Aj (r0)�1(jr � r0j) dr0;� óìíîæåííîé íà óñðåäíåííóþ âåðîÿòíîñòü çàïîë�íåíèÿ óçëîâ, 
îñåäíèõ ê óçëó, íàõîäÿùåìóñÿ â òî÷�êå r, � NXj=1 �j Z �Bj (r0)�1(jr � r0j) dr0� è íà ÷èñëî M ÷ëåíîâ â äâîéíîé ñóììå.�àçëàãàÿ �óíêöèè �Aj (r0) è �Bj (r0) â ðÿäû âîêðåñòíîñòè òî÷êè r è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðàç�ëîæåíèÿ â óðàâíåíèå (4), ïîëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ñëåäóþùåå âûðàæå�íèå:��Ai (r)�t = �zWi�Ai (r) ++ NXj=1 �jzWj ��Aj (r) + a2��Aj (r)	 ��M�Ai (r) NXj=1 �jWj ��Bj (r) + b2��Bj (r)	 ��M NXj=1 �jWj ��Aj (r) + a2��Aj (r)	 �� NXj=1 �j ��Bj (r) + a2��Bj (r)	 ; (5)ãäå a2 = 16 Z (r � r0)2�1(jr � r0j) dr0;b2 = 16 Z (r � r0)2�2(jr � r0j) dr0;� � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ââîäÿ âìåñòî ñòåïåíåé çà�ïîëíåíèÿ âåëè÷èíû �i = �i�i�m, ðàâíûå êîíöåíòðà�öèÿì ÷àñòèö, ðàñïîëîæåííûõ â óçëàõ ðàçíûõ òèïîâ,ãäå �m � êîëè÷åñòâî óçëîâ â åäèíèöå îáúåìà ñðåäû,ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ (5) ê ñëåäóþùåìó âèäó:��Ai (t; r)�t = ��i�Ai (t; r) + �iFA(t; r) ��K�Ai (t; r)FB(t; r) � �iK�B(t; r)FA(t; r); (6)ãäå FA = NXj=1 �jf�Aj + a2��Aj g;�i = zWi; K =M=z�m;987



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 5 (11), 2009�B = NXi=1 �Bi� îáùàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö òèïà Â. Ïðè ïåðåõîäåîò (5) ê (6) èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ�Bj � a2��Bj ; �Bj � b2��Bj ; �Aj � a2��Aj ;îçíà÷àþùèå, ÷òî êîíöåíòðàöèè ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííîìåíÿþùèìèñÿ �óíêöèÿìè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðå�ìåííûõ. Ñóììèðóÿ óðàâíåíèÿ (6), ïîëó÷èì óðàâíå�íèå äëÿ îáùåé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö òèïà A:��A(t; r)�t = a2 NXj=1 �j��Aj (t; r)��K�A(t; r)FB(t; r) �K�B(t; r)FA(t; r): (7)Óðàâíåíèÿ äëÿ êîíöåíòðàöèé ÷àñòèö òèïà Â ïîëó�÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé (6) è (7) â ðåçóëüòàòå ïåðåñòà�íîâêè âåðõíèõ èíäåêñîâ ¾A¿ è ¾B¿.Óðàâíåíèÿ (6) è (7) îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâó�þùèõ óðàâíåíèé èç ðàáîòû [15℄ âèäîì ðåàêöèîííûõ÷ëåíîâ. Âìåñòî ïðîèçâåäåíèé êîíöåíòðàöèé çäåñü�èãóðèðóþò ïðîèçâåäåíèÿ êîíöåíòðàöèé íà âåëè÷è�íó FA (FB), ÿâëÿþùóþñÿ êîëè÷åñòâîì ñêà÷êîâ, ñî�âåðøàåìûõ ÷àñòèöàìè òèïà À (Â) â åäèíèöó âðåìå�íè â åäèíèöå îáúåìà. ×èñëî ðåàêöèîííûõ ÷ëåíîâ âäàííîì ñëó÷àå âäâîå áîëüøå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òîâ ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÷àñòèöû ðàçëè÷àþòñÿ íåòîëüêî ïî òèïàì, íî è ïî òîìó, íàõîäèëàñü ëè âñòóïà�þùàÿ â ðåàêöèþ ÷àñòèöà â íåêîòîðîì óçëå ðàíåå ñî�âåðøåíèÿ àêòà ðåàêöèè èëè æå îíà ïðèáûâàåò â óçåëíåïîñðåäñòâåííî ïåðåä íèì. Ïðåäïîñëåäíèé ÷ëåí âóðàâíåíèè (6) ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà ðàíååíàõîäÿùàÿñÿ â óçëå i-ãî òèïà ÷àñòèöà òèïà À âñòóïà�åò â ðåàêöèþ ñ âíîâü ïðèáûâàþùåé â ñîñåäíèé óçåë÷àñòèöåé òèïà Â. Ïîñëåäíèé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò ïðî�òèâîïîëîæíîé ñèòóàöèè, êîãäà âíîâü ïðèáûâàþùàÿâ óçåë i-ãî òèïà ÷àñòèöà òèïà À âñòóïàåò â ðåàê�öèþ ñ íàõîäÿùåéñÿ â ñîñåäíåì óçëå ÷àñòèöåé òèïà Â.Ñëåäóåò îòìåòèòü òîò �àêò, ÷òî ïðåâðàùåíèå ðàíååíàõîäÿùåéñÿ â óçëå ÷àñòèöû è ïðåâðàùåíèå âíîâüïðèáûâàþùåé ÷àñòèöû â óðàâíåíèÿõ äëÿ ïàðöèàëü�íûõ êîíöåíòðàöèé îïèñûâàþòñÿ ÷ëåíàìè, èìåþùè�ìè ðàçíûé �óíêöèîíàëüíûé âèä. Åñëè â óðàâíåíèè(7) ðåàêöèîííûå ÷ëåíû ñèììåòðè÷íû ïî îòíîøåíèþê ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ À è Â, òî â óðàâíåíèè (6)òàêàÿ ñèììåòðèÿ îòñóòñòâóåò.Ôîðìàëüíî èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ (6) è ïîäñòàâ�ëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ �i â ñîîòíîøåíèÿ�A = NXi=1 �Ai ;

FA = NXi=1 �if�Ai + a2��Ai g;ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ�A(t; r) = �A0(r)�(t)P (t; 0; r) + tZ0 	(t� t0)�� P (t; t0; r) �1�K�B(t0; r)�FA(t0; r) dt0; (8)FA(t; r) = �A0(r)'(t)P (t; 0; r) ++ tZ0  (t� t0)P (t; t0; r) �1�K�B(t0; r)�FA(t0; r) dt0++ a2�24�A0(r)'(t)P (t; 0; r) + tZ0  (t� t0) �� P (t; t0; r) �1�K�B(t0; r)�FA(t0; r) dt035 : (9)ÇäåñüP (t; t0; r) = exp0�� tZt0 KFB(y; r) dy1A ; (10)'(t) = NXi=1 �i�i exp(��it); (t) = NXi=1 �i�i exp(��it);�(t) = NXi=1 �i exp(��it);	(t) = NXi=1 �i exp(��it);�i = �A0i =�A0 � êîý��èöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèåðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî óçëàì ðàçíûõ òèïîâ â íà�÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Êîìáèíèðóÿ óðàâíåíèÿ(8) è (9), ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, èìåþùåå âèäóðàâíåíèÿ äè��óçèè-ðåàêöèè:988



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 5 (11), 2009 Îïèñàíèå áèìîëåêóëÿðíîé ñóáäè��óçèîííî-êîíòðîëèðóåìîé ðåàêöèè : : :��A(t; r)�t = a2�8<: tZ0 �(t� t0)�A(t0; r) �� exp24� tZt0 KFB(t00; r) dt0035 dt09=;��K�A(t; r)FB(t; r) �K�B(t; r)FA(t; r) ++ a2�8<:h'(t) � L�1 h�̂(s)�̂(s)ii �A0(r) �� exp0�� tZ0 KFB(y; r) dy1A9=; ; (11)ãäå �(t) � �óíêöèÿ, êîòîðàÿ â ïðîñòðàíñòâåèçîáðàæåíèé Ëàïëàñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå�̂(s) =  ̂(s)=	̂(s) [10; 15℄. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè ÷àñòèöû ðàñïðåäåëåíû ïî óçëàì ðàçíûõòèïîâ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, ò. å., åñëè �i = �i, òîïîñëåäíèé ÷ëåí, çàâèñÿùèé îò íà÷àëüíîãî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî óçëàì ðàçíûõ òèïîâ, áóäåòòîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè(11) êðîìå êîíöåíòðàöèé �èãóðèðóþò âåëè÷èíûFA è FB , çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äîëæíàñîäåðæàòü ïî äâà óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîãî òèïà÷àñòèö. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÷àñòèö òèïà À ýòî ìîãóòáûòü óðàâíåíèÿ (11) è (8).3. ÂÛÂÎÄ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ Â �ÀÌÊÀÕÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕÁËÓÆÄÀÍÈÉ Ñ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÌÂ�ÅÌÅÍÅÌÂûâîä óðàâíåíèé â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó�÷àå â íåêîòîðûõ ìîìåíòàõ îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷�íîãî âûâîäà, ðàññìîòðåííîãî â ðàáîòàõ [9℄ è [10℄, ïî�ýòîìó äëÿ ÿñíîñòè ìû ïðèâîäèì åãî ïîëíîñòüþ.Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ â íåëèíåéíîéìîäåëè ÑÁÍÂ èñïîëüçóþòñÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèöðàçëè÷íûõ òèïîâ, èìåþùèõ îïðåäåëåííûé âîçðàñò�A(t; �; r). Çäåñü t� âðåìÿ, � � âîçðàñò ÷àñòèöû, r �êîîðäèíàòà, èíäåêñ À îáîçíà÷àåò òèï ÷àñòèöû. Ïîäâîçðàñòîì ÷àñòèöû ïîíèìàåòñÿ âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñìîìåíòà, êîãäà ÷àñòèöà ñîâåðøèëà ñâîé ïîñëåäíèéäè��óçèîííûé ñêà÷îê. Îáû÷íûå êîíöåíòðàöèè âû�ðàæàþòñÿ êàê�A(t; r) = 1Z0 �A(t; �; r) d�: (12)

Ôóíêöèè �A(t; �; r) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì� ��t + ��� � �A(t; �; r) = ��A(t; �; r) �� Zr0 WA(�; r ! r0) dr0 � �A(t; �; r)�A(t; r) RA�(t; r); (13)ãäå WA(� 0; r ! r0) � ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ÷àñòèöûòèïà À, èìåþùèå âîçðàñò � , ïåðåìåùàþòñÿ èç òî÷�êè r â òî÷êó r0; RA�(t; r) � ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ÷àñ�òèöû òèïà À ïîãëîùàþòñÿ â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêèõðåàêöèé. Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ(13) çàïèñàí â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â ðåàêöèè ñ ðàâ�íîé âåðîÿòíîñòüþ ìîãóò ïðèíèìàòü ó÷àñòèå ÷àñòè�öû ëþáîãî âîçðàñòà. Õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèé(13) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå t = � + C, ãäå êîíñòàíòà Cìîæåò áûòü ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Èçìå�íåíèå �óíêöèé �A(t; �; r) âäîëü õàðàêòåðèñòèê îïè�ñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè�A(t; �; r) = �A(t� �; 0; r)�� exp8<:� �Z0 Zr0 WA(� 0; r ! r0) dr0d� 0 �� tZt�� RA�(� 0; r)�A(� 0; r) d� 09=; (14)ïðè t � � ,�A(t; �; r) = �A(0; � � t; r) �� exp8<:� �Z��t Zr0 WA(� 0; r ! r0) dr0d� 0 �� tZ0 RA�(� 0; r)�A(� 0; r) d� 09=; (15)ïðè � � t.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèè FA(t; r), ðàâíûå÷èñëó ÷àñòèö òèïà À, ïðèáûâàþùèõ â òî÷êó r â ìî�ìåíò âðåìåíè t â ðåçóëüòàòå äè��óçèîííûõ ñêà÷êîâ:FA(t; r) = Zr0 1Z0 �A(t; �; r0)WA(�; r0 ! r) d� dr0: (16)Ïîäñòàíîâêà ñîîòíîøåíèé (14), (15) â (12) è (16) äà�åò989



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 5 (11), 2009�A(t; r) = tZ0 �A(t� �; 0; r)lA(�; r)�� exp24� tZt�� RA�(� 0; r)�A(� 0; r) d� 035 d� ++ �A0(r)lA0(t; r) exp24� tZ0 RA�(� 0; r)�A(� 0; r) d� 035 ; (17)FA(t; r) = Zr0 tZ0 �A(t� �; 0; r) A(�; r0 ! r)�� exp24� tZt�� RA�(� 0; r)�A(� 0; r) d� 035 d� dr0 ++ Zr0 8<:�A0(r) A0(t; r0 ! r) �� exp24� tZ0 RA�(� 0; r)�A(� 0; r) d� 0359=; dr0: (18)Çäåñü �A0(r) � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö â íóëåâîé ìî�ìåíò âðåìåíè,lA(�; r) = exp8<:� �Z0 Zr0 WA(� 0; r ! r0) dr0 d� 09=; ; A(�; r ! r0) =WA(�; r ! r0)lA(�; r);lA0(t; r) = 1�A0(r) 1Z0 �A(0; �; r) lA(� + t; r)lA(�; r) d�; A0(t; r0 ! r) = 1�A0(r) �� 1Z0 �A(0; �; r) A(� + t; r0 ! r)lA(�; r) d�:Èç ñîîòíîøåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî lA(�; r) � �óíêöèÿâûæèâàíèÿ è  A(�; r ! r0) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëå�íèÿ ñêà÷êîâ. Ôóíêöèè lA0(t; r) è  A0(t; r0 ! r) ìî�ãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê �óíêöèÿ âûæèâàíèÿ è�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêà÷êîâ, ñîîòâåòñòâóþùèåïåðâîìó ñêà÷êó, îòñ÷èòûâàåìîìó îò íóëåâîãî ìîìåí�òà âðåìåíè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ  A(�; r ! r0) ïðåä�ñòàâèìà â ñëåäóþùåì âèäå: A(�; r ! r0) = �(r � r0) (�):

Òîãäà îñòàëüíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàïèøóò�ñÿ êàê lA(�; r) = 	(�); A0(�; r ! r0) = �(r � r0)'(�);lA0(�; r) = �(�):Äàëåå ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïåðåéäåì ê êîíòèíóàëü�íîìó ïðåäåëó â óðàâíåíèè (18) è ïðèâåäåì óðàâíå�íèÿ (17), (18) ê âèäó�A(t; r) = �A0(r)�(t)P (t; 0; r) ++ tZ0 	(t� t0)�A(t0; 0; r)P (t; t0; r) dt0; (19)FA(t; r) = �A0(r)'(t)P (t; 0; r) ++ tZ0  (t� t0)�A(t0; 0; r)P (t; t0; r) dt0 ++ a2�24�A0(r)'(t)P (t; 0; r) ++ tZ0  (t� t0)�A(t0; 0; r)P (t; t0; r) dt035 : (20)Çäåñü a2 � êîý��èöèåíò â ðàçëîæåíèè ïðåîáðàçî�âàíèÿ Ôóðüå �óíêöèè �(r): �(k) = 1� a2k2 + : : : ;P (t; t0; r) = exp24� tZt0 RA�(�; r)�A(�; r) d�35 : (21)Íàêîíåö ââåäåì ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíîñêîðîñòè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Îñíîâûâàÿñü íà ðå�çóëüòàòå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ïðåäïîëîæèì, ÷òîñêîðîñòü óáûëè ÷àñòèö òèïà À â ðåçóëüòàòå ðåàêöèèðàâíàK�A(t; r)FB(t; r) +K�B(t; r)FA(t; r): (22)Ïåðâûé ÷ëåí â ýòîé ñóììå ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè,êîãäà â ðåàêöèþ âñòóïàåò ÷àñòèöà òèïà À, íåêîòî�ðîå âðåìÿ íàõîäÿùàÿñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðî�ñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äàííàÿ÷àñòèöà ïðîðåàãèðóåò, íå çàâèñèò îò âðåìåíè, êîòî�ðîå ÷àñòèöà ïðîâåëà â ýòîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ñëå�äîâàòåëüíî, ýòîò ÷ëåí ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê ÷ëåíRA�(t; r) â óðàâíåíèè (13). Âòîðîé ÷ëåí ñîîòâåòñòâó�åò ñèòóàöèè, êîãäà ÷àñòèöà òèïà À âñòóïàåò â ðåàê�öèþ ñðàçó ïî ïðèáûòèè â äàííóþ òî÷êó. Ýòîò ÷ëåíìû ìîæåì ó÷åñòü, çàïèñûâàÿ ñîîòíîøåíèå�A(t; 0; r) = FA(t; r)�K�B(t; r)FA(t; r): (23)990



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 5 (11), 2009 Îïèñàíèå áèìîëåêóëÿðíîé ñóáäè��óçèîííî-êîíòðîëèðóåìîé ðåàêöèè : : :Äàííîå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ÷àñòèö òèïà À ñ íóëåâûì âîçðàñòîì, ïåðåíîñèìàÿâäîëü õàðàêòåðèñòèêè ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (14), ðàâ�íà ÷èñëó ÷àñòèö, ïðèáûâàþùèõ â äàííóþ òî÷êó, çàâû÷åòîì òåõ ÷àñòèö, êîòîðûå ñðàçó ïî ïðèáûòèèâñòóïèëè â ðåàêöèþ. Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèå (23)â óðàâíåíèÿ (19) è (20), à ñîîòíîøåíèåRA�(t; r) = K�A(t; r)FB(t; r)� â ñîîòíîøåíèå (21), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ, ñîâïàäà�þùèå ñ óðàâíåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â ïðåäûäóùåìðàçäåëå. 4. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅÏðè âûâîäå óðàâíåíèé â ðàìêàõ ðåøåòî÷íîé ìî�äåëè ïîìèìî ïðèáëèæåíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ èñïîëüçî�âàëèñü ïðåäïîëîæåíèÿ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê.Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ íåîáõîäèìû äëÿ ïåðåõîäà îòìèêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé ê ìàêðîñêîïè÷åñêèì.Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò âûâîä, ïðîâåäåííûé â ðàì�êàõ ìîäåëè ÑÁÍÂ, âèä îêîí÷àòåëüíûõ óðàâíåíèé íåñâÿçàí ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâó�øåê, à îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü âûðàæåíèåì (22) äëÿ ñêî�ðîñòè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïî�ëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ íå òîëü�êî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìîäåëü ñëó÷àéíûõ ëîâóøåêÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíîé. Îáëàñòü èõ ïðèìåíèìîñòè çà�âèñèò îò êîððåêòíîñòè âûðàæåíèÿ (22), êîòîðîå ìî�æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå àíàëîãà çàêîíà äåé�ñòâóþùèõ ìàññ, ïðèìåíèìîãî â ñëó÷àå ìãíîâåííîéáèìîëåêóëÿðíîé ðåàêöèè, ïðîòåêàþùåé â íåîäíî�ðîäíîé ñðåäå.Ó÷åò â ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèÿõ ðåàêöèîííûõ÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðîæäåíèþ íîâûõ ÷àñòèö,íå ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìû. Òàê æå, êàê â ðàáîòå [15℄,ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðàñïðå�äåëåíèÿ íîâûõ ÷àñòèö ïî óçëàì ðàçíûõ òèïîâ. Åñ�ëè íîâûå ÷àñòèöû ïîÿâëÿþòñÿ â óçëàõ, òèï êîòî�ðûõ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì (â ðàìêàõ ìîäåëè ÑÁÍÂýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîçðàñò íîâûõ ÷àñòèö ðàâåí íó�ëþ), òî èñêëþ÷åíèå ïàðöèàëüíûõ êîíöåíòðàöèé èïåðåõîä ê óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî �óíêöèé �i èF i îñóùåñòâëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â ðàññìîòðåí�íîì çäåñü ñëó÷àå. Åñëè íîâûå ÷àñòèöû ïîÿâëÿþòñÿíà ìåñòå ñòàðûõ ÷àñòèö, èç êîòîðûõ îíè îáðàçóþòñÿ(â ðàìêàõ ìîäåëè ÑÁÍÂ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íîâàÿ ÷à�ñòèöà íàñëåäóåò âîçðàñò ñòàðîé), òî ïðîöåññ èñêëþ�÷åíèÿ ïàðöèàëüíûõ êîíöåíòðàöèé óñëîæíÿåòñÿ, òàêæå êàê óñëîæíÿþòñÿ è îêîí÷àòåëüíûå óðàâíåíèÿ.Â ÷àñòíîñòè, â óðàâíåíèÿõ, àíàëîãè÷íûõ óðàâíå�

íèþ (11), áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ ïåðåêðåñòíûå äè��óçè�îííûå ÷ëåíû, ïîäîáíî ëèíåéíîìó ñëó÷àþ, ðàññìîò�ðåííîìó â ðàáîòàõ [4; 8℄. Î÷åâèäíî, ÷èñëåííîå ðåøå�íèå ýòèõ óðàâíåíèé áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé åùåáîëåå ñëîæíóþ ïðîáëåìó, ÷åì ðåøåíèå óðàâíåíèé,ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå [16℄. Àâòîðû ýòîé ðàáîòûóêàçûâàþò íà îòñóòñòâèå òàêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâäëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ íåìàðêîâñêèõ óðàâíåíèé,êîòîðûå áû ãàðàíòèðîâàëè òî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòüâû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Îäèí èç âîçìîæíûõ âû�õîäîâ â ýòîé ñèòóàöèè � ýòî ÷èñëåííîå èíòåãðèðî�âàíèå ñèñòåì óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðöèàëüíûõêîíöåíòðàöèé, òàêèõ êàê óðàâíåíèÿ (6) è (7). Ýòèóðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè è ìîãóò ðåøàòüñÿïðè ïîìîùè õîðîøî ðàçðàáîòàííûõ ÷èñëåííûõ ìå�òîäîâ. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [17℄ íà ïðèìåðå àíàëî�ãè÷íîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, äëÿ ìîäåëèðî�âàíèÿ àíîìàëüíîé äè��óçèè äîñòàòî÷íî íåáîëüøî�ãî ÷èñëà òèïîâ óçëîâ, òàê ÷òî ðàçìåðíîñòü ñèñòåìûóðàâíåíèé ìîæåò áûòü íåáîëüøîé. Ýòè æå óðàâíå�íèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè êà÷åñòâåííîì àíàëèçåðåøåíèé, â ÷àñòíîñòè, ïðè èññëåäîâàíèè íåóñòîé÷è�âîñòè Òüþðèíãà.Ïîêàæåì íà ïðèìåðå ðåàêöèè êîàãóëÿöèè, ÷òîïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ìîãóò ïðèâîäèòü ê ðåçóëüòà�òàì, êîòîðûå íåëüçÿ ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ óðàâíå�íèé, îñíîâàííûõ íà çàêîíå äåéñòâóþùèõ ìàññ. Â ñòà�öèîíàðíîì ñîñòîÿíèè óðàâíåíèÿ (6), (7) ïðèíèìàþòâèä (âåðõíèé èíäåêñ, óêàçûâàþùèé òèï ÷àñòèö, íåñòàâèì, òàê êàê âñå ÷àñòèöû ïðèíàäëåæàò ê îäíîìóòèïó) 0 = ��i�i + �iF �KF�i �KF�i�;0 = a2 NXi=1 �i��i � 2KF�:Åñëè �óíêöèÿ (KF ) = NXi=1 �i�i�i +KFïðè ìàëûõ KF ïðåäñòàâèìà â âèäå (KF ) = 1� (�KF )n;ãäå n � ïàðàìåòð, ëåæàùèé â èíòåðâàëå (0,1) (ýòîïðåäïîëîæåíèå âñåãäà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàññìîòðå�íèè ñóáäè��óçèè), òî ýòè óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê îä�íîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî îáùåé êîíöåíòðàöèè:a2��1=n = 2K�1+1=n:Ñîãëàñíî çàêîíó äåéñòâóþùèõ ìàññ ñêîðîñòü áè�ìîëåêóëÿðíîé ðåàêöèè äîëæíà áûòü êâàäðàòè÷íîé991



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 5 (11), 2009�óíêöèåé êîíöåíòðàöèè. Çäåñü æå ðåàêöèîííûé÷ëåí ñîäåðæèò äðîáíóþ ñòåïåíü êîíöåíòðàöèè, ÷òîÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äâóõ �àêòîðîâ: íåëèíåéíîñòèñðåäû è ïðåäïîëîæåíèÿ î áåñêîíå÷íî áîëüøîé ñêî�ðîñòè ðåàêöèè.×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ñ ðåàêöèîííûìè ÷ëå�íàìè, ñîäåðæàùèìè äðîáíûå ïðîèçâîäíûå, íóæíîïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ìàëû, è ðå�øåíèå óðàâíåíèé èùåòñÿ íà íåáîëüøîì èíòåðâàëåâðåìåíè. Òîãäà óðàâíåíèÿ (8) è (11) ìîæíî óïðî�ñòèòü, çàìåíÿÿ ÷ëåíexp0�� tZt0 KFB(y; r) dy1Aåäèíèöåé è ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíîé K�B ïî ñðàâíå�íèþ ñ åäèíèöåé. Èç óðàâíåíèÿ (8) ïåðåìåííóþ FAìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç �A è èñêëþ÷èòü åå èç óðàâíå�íèÿ (11). Åñëè �óíêöèÿ  (t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (t) � 
onst=t1+n, òî óðàâíåíèå (11) ïåðåõîäèò â ñëå�äóþùåå:���t = a2�D1�n�A �K�BD1�n�A �K�AD1�n�B ;ãäå ñèìâîëD1�n îçíà÷àåò äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ �è�ìàíà �Ëèóâèëëÿ:D1�nf(t) = 1�(n) ddt tZ0 f(y)(t� y)1�n dy:Ýòî óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèé, èñïîëüçî�âàâøèõñÿ â ðàáîòàõ [7℄ è [12℄, âèäîì ðåàêöèîííûõ÷ëåíîâ. Â ðàáîòàõ [7℄ è [12℄ îïåðàòîð äðîáíîé ïðîèç�âîäíîé ïðèìåíÿåòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ êîíöåíòðàöèé,çäåñü æå îí äåéñòâóåò òîëüêî íà îäíó èç êîíöåíòðà�öèé.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ðàáîòå íåó÷èòûâàëèñü ìåæ÷àñòè÷íûå ñòîëêíîâåíèÿ, íå ïðè�âîäÿùèå ê õèìè÷åñêèì ïðåâðàùåíèÿì (â ðàññìîò�ðåííîì çäåñü ñëó÷àå ýòî ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö òèïàÀ ñ ÷àñòèöàìè òèïà À è ñ ïðîäóêòàìè ðåàêöèè). Ýòîáûëî ñäåëàíî ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõâûðàæåíèé. Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþ�ùèå ÷ëåíû ìîãóò áûòü ëåãêî âêëþ÷åíû â ïîëó÷åí�íûå óðàâíåíèÿ. Òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü ìîæåò âîçíè�êàòü, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàñ÷åòå ñòàöèîíàðíûõ ïðî��èëåé êîíöåíòðàöèé [18℄. Íåîáû÷íûå ïðî�èëè, íàé�äåííûå â ðàáîòå [11℄, ïî-âèäèìîìó, ïîÿâèëèñü èìåí�
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