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ÌÀ�ÍÈÒÍÎÅ ÏÎËÅ Â ÒÎ�ÎÈÄÀËÜÍÎÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÂ. È. Èëüãèñîíèñ, À. À. Ñêîâîðîäà *�îññèéñêèé íàó÷íûé öåíòð ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿123182, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23 íîÿáðÿ 2009 ã.�àññìîòðåíà ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé òîðîèäàëüíîé ìàãíèòíîéïîâåðõíîñòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî äàæå â ñëó÷àå íåîñîáîãî ïîëÿ (òîðîèäàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êîòîðîãî íè-ãäå â îáëàñòè íå îáðàùàåòñÿ â íóëü) âíóòðè îáëàñòè âîçìîæíà îáúåìíàÿ ýðãîäèçàöèÿ ìàãíèòíûõ ñèëîâûõëèíèé. Â ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà äàåòñÿ îïèñàíèå ìàãíèòíûõ ïîëåé ñ òîðîèäàëüíî âëîæåííîé (âîçìîæ-íî, íåñèììåòðè÷íîé) ñòðóêòóðîé ìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòåé, ìàãíèòíûõ îñòðîâîâ è ýðãîäè÷åñêèõ ñèëîâûõëèíèé. 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑèëîâûå ëèíèè ñîëåíîèäàëüíîãî âåêòîðíîãî ïî�ëÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ìîãóò, êàêèçâåñòíî, áûòü çàìêíóòûìè, íàìîòàííûìè íà íåêî�òîðûå ïîâåðõíîñòè, îáðàçóþùèå òîïîëîãè÷åñêèå òî�ðû, à òàêæå ýðãîäè÷åñêè ïëîòíî çàïîëíÿòü íåêîòî�ðûå îáúåìû â çàäàííîé îáëàñòè. Èíòåðåñ ê ñòðóêòó�ðå òàêèõ ëèíèé òðàäèöèîííî ñâÿçàí ñ îáùèìè çàäà�÷àìè ðåãóëÿðíîé è õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè ãàìèëüòî�íîâûõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [1; 2℄). Õîòÿ ýðãîäè÷å�ñêèå ïîëÿ è îáëàäàþò çàâåäîìî á�îëüøåé òîïîëîãè÷å�ñêîé îáùíîñòüþ, èçâåñòíî, ÷òî íàâÿçàííàÿ äèíàìè�÷åñêîé ñèñòåìå íà÷àëüíûìè èëè ãðàíè÷íûìè óñëî�âèÿìè ñòðóêòóðà òîðîèäàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé �àçî�âûõ òðàåêòîðèé âûæèâàåò â ïðèñóòñòâèè íå ñëèø�êîì áîëüøèõ âîçìóùåíèé (ÊÀÌ-òåîðåìà).Ïðèìåðû ýðãîäè÷åñêèõ ïîëåé ïîñòðîåíû àíàëè�òè÷åñêè è ÷èñëåííî, îäíàêî, êàê ïðàâèëî, àíàëèòè�÷åñêèå ïðèìåðû ñòðîÿòñÿ ëèáî â ðàìêàõ òåîðèè âîç�ìóùåíèé, ëèøü àñèìïòîòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþùåéóñëîâèþ ñîëåíîèäàëüíîñòè è/èëè ýðãîäè÷íîñòè [2℄,ëèáî îòíîñÿòñÿ ê ïîëÿì, èìåþùèì â çàäàííîé îáëà�ñòè îñîáûå òî÷êè, ñâÿçàííûå îáû÷íî ñ îáðàùåíèåììîäóëÿ ïîëÿ â íóëü èëè â áåñêîíå÷íîñòü (ñì., íàïðè�ìåð, [3℄). Áîëüøèíñòâî ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ ýðãîäè�÷åñêèõ ïîëåé îáëàäàþò òàêèìè æå ñâîéñòâàìè èëèîòíîñÿòñÿ ê íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè [4℄.Â óñòàíîâêàõ ìàãíèòíîãî óäåðæàíèÿ ïëàçìû*E-mail: skovorod�nfi.kiae.ru

òîðîèäàëüíîé òîïîëîãèè (òîêàìàêè, ñòåëëàðàòîðûè äð.) òðàäèöèîííî ïîäðàçóìåâàåòñÿ âîçìîæíîñòü�îðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû òîðîèäàëüíî âëîæåííûõìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòåé, îáåñïå÷èâàþùåé óìåíüøå�íèå äî íóëÿ ðàâíîâåñíîãî äàâëåíèÿ ïëàçìû ê ãðà�íè÷íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè. Òàêàÿ ïîâåðõíîñòüìîæåò áûòü ñ�îðìèðîâàíà, íàïðèìåð, õîðîøî ïðî�âîäÿùèì êîæóõîì èëè ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûõïðîâîäíèêîâ ñ òîêîì, ðàñïîëîæåííûõ âíå ïëàçìû.Íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò, âî�îáùå ãîâîðÿ, ê íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ïëàç�ìû âíóòðè çàäàííîé ãðàíè÷íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõ�íîñòè, êîòîðàÿ ìîæåò íîñèòü áè�óðêàöèîííûé õà�ðàêòåð êàê ïðè ñîõðàíåíèè ñòðóêòóðû âëîæåííûõìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòåé [5℄, òàê è ñ åå ðàçðóøåíè�åì è îáðàçîâàíèåì ¾îñòðîâíîé¿ ñòðóêòóðû [6℄. Âîç�íèêíîâåíèå ìàãíèòíûõ îñòðîâîâ â òîêàìàêå, ñâÿçàí�íîå ñ ðàñùåïëåíèåì ðàöèîíàëüíûõ ìàãíèòíûõ ïî�âåðõíîñòåé â ïðèñóòñòâèè âîçìóùåíèÿ, íàðóøàþùå�ãî ñèììåòðèþ èñõîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, äîñòàòî÷�íî õîðîøî èçó÷åíî òåîðåòè÷åñêè [7; 8℄ è ýêñïåðèìåí�òàëüíî [9℄. Ïðè ýòîì âíóòðè îñòðîâà �îðìèðóåòñÿ,êàê ïðàâèëî, ñîáñòâåííàÿ ñèñòåìà âëîæåííûõ âèí�òîâûõ ìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòåé. Èññëåäîâàíà òàêæåâîçìîæíàÿ õàîòèçàöèÿ ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãîïîëÿ â îêðåñòíîñòè äèâåðòîðíîé ñåïàðàòðèñû [10℄,ò. å. ïðè ðàçðóøåíèè ãðàíè÷íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõ�íîñòè. Îäíàêî ïðîñòûõ íàãëÿäíûõ ïðèìåðîâ ýðãî�äèçàöèè ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé âíóòðè îáúåìà,îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòüþ,ïîñòðîåíî íå áûëî è âîïðîñ îá èõ ðåàëèçóåìîñòè1018



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010 Ìàãíèòíîå ïîëå â òîðîèäàëüíî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâàîñòàåòñÿ îòêðûòûì. Áîëåå òîãî, â ïîñëåäíåå âðåìÿñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ ïóáëèêàöèè, â êîòîðûõ îòðèöàåò�ñÿ âîçìîæíîñòü òàêîé ýðãîäèçàöèè [11℄. Óòâåðæäàåò�ñÿ, ÷òî âìåñòî èñòèííîé ýðãîäèçàöèè ïðîèñõîäèò èç�ìåëü÷åíèå îñòðîâíîé ñòðóêòóðû, êîòîðîå ëèøü âû�ãëÿäèò õàîñîì íà �àçîâûõ ïîðòðåòàõ ñèñòåì èç-çàîãðàíè÷åííîñòè ñòåïåíè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçðå�øåíèÿ â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà êàê ðàç è ïîñâÿùåíà ïîñòðîå�íèþ òàêèõ ïðèìåðîâ ýðãîäèçàöèè ìàãíèòíûõ ïîëåé,ïðè÷åì äëÿ ñëó÷àÿ íåîñîáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ìî�äóëü êîòîðîãî jBj íèãäå â ðàññìàòðèâàåìîé îãðàíè�÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà íå îáðàùàåòñÿ â íóëüïðè òî÷íîì âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòèr�B = 0. Áîëåå òîãî, èìåÿ â âèäó ïðåèìóùåñòâåííîñèñòåìû òèïà òîêàìàê, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü âîç�ìîæíîñòü ââåäåíèÿ íåêîåé ¾òîðîèäàëüíîé¿ êîîðäè�íàòû òàê, ÷òî ¾òîðîèäàëüíàÿ¿ êîìïîíåíòà ìàãíèò�íîãî ïîëÿ áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ âñþäó â ðàññìàò�ðèâàåìîé îáëàñòè.2. ÎÁÙÅÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅÌÀ�ÍÈÒÍÎ�Î ÏÎËßÂâåäåì â òîðîèäàëüíîé îáëàñòè � ñ ãðàíèöåé��, êîòîðóþ íå ïåðåñåêàþò ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèò�íîãî ïîëÿ, êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû f�1; �2; �3g.Êîîðäèíàòíàÿ ïîâåðõíîñòü �1 = �1Æ� îòìå÷àåò ãðà�íèöó ��. Áóäåì îòñ÷èòûâàòü �1 âíóòðü îáëàñòè,0 � �1 � �1Æ�, è íàçûâàòü ¾ðàäèàëüíîé¿ êîîðäè�íàòîé. Êîîðäèíàòû �2;3 âûáåðåì óãëîâûìè, èçìå�íÿþùèìèñÿ â ïðåäåëàõ 0�2�. Áóäåì èõ íàçûâàòüñîîòâåòñòâåííî ¾ïîëîèäàëüíîé¿ è ¾òîðîèäàëüíîé¿.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ ëèíèÿ �1 = 0 (çàìêíó�òàÿ êðèâàÿ, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò âñå ïîëîèäàëü�íûå êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè �2 = 
onst), ïðè÷åìýòà êðèâàÿ ìîæåò áûòü, à ìîæåò è íå áûòü ìàãíèò�íîé îñüþ, ò. å. çàìêíóòîé ñèëîâîé ëèíèåé ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ. Äàííàÿ ëèíèÿ ìîæåò ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷�íî ëåæàòü â îáëàñòè �. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåä�ïîëàãàòü, ÷òî âåëè÷èíà ìîäóëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ Bíèãäå â îáëàñòè � íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.Êàê âñÿêèé âåêòîð, ìàãíèòíîå ïîëå, â òîì ÷èñëåè ýðãîäè÷åñêîå, âñåãäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî âêîâàðèàíòíîì è êîíòðâàðèàíòíîì áàçèñàõ:B = B1e1 +B2e2 +B3e3 = A1r�2 �r�3 ++A2r�3 �r�1 +A3r�1 �r�2; (1)B = B1r�1 +B2r�2 +B3r�3: (2)Çäåñü

A1;2;3 = pg B1;2;3; pg = 1r�1 � (r�2 �r�3) > 0� çíàêîîïðåäåëåííûé ÿêîáèàí âûáðàííîé ñèñòåìûêîîðäèíàò. Èç-çà îäíîçíà÷íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Bâ îáëàñòè � åãî êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷å�ñêèìè �óíêöèÿìè óãëîâûõ êîîðäèíàò. Çàìåòèì, ÷òîçäåñü ìû îïåðèðóåì ñ àïðèîðè çàäàííîé ñèñòåìîéêîîðäèíàò f�1; �2; �3g è íå èñïîëüçóåì ïîïóëÿðíûåâ ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ïî ãåîìåòðèè ìàãíèòíûõïîëåé ÿâíûå èëè íåÿâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäè�íàò, óïðîùàþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿ (1) è (2).3. ÏÎÒÎÊÎÂÎÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅÌÀ�ÍÈÒÍÎ�Î ÏÎËß�àññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (1), íàçûâàåìîå ïîòî�êîâûì èç-çà ñâÿçè ñ ïîëîèäàëüíûì è òîðîèäàëüíûììàãíèòíûìè ïîòîêàìè. Ïðåäñòàâëåíèå (1) ïîçâîëÿåòíàãëÿäíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðèðîäó ìàãíèòíûõïîëåé ðàçëè÷íûõ òèïîâ (ñì., íàïðèìåð, [12℄). Åñëèýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå òîëü�êî îäíîãî ñëàãàåìîãî äëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûõâ ïðîñòðàíñòâå èëè óãëîâûõ êîîðäèíàò, òî ñèëîâûåëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè �äîëæíû áûòü çàìêíóòûìè. Äâà ñëàãàåìûõ â ïðåä�ñòàâëåíèè (1) â îáùåì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþò ìàãíèò�íîìó ïîëþ, ñèëîâûå ëèíèè êîòîðîãî íàìàòûâàþòñÿíà íåêîòîðûå ìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòè. Íàêîíåö, âñëó÷àå, êîãäà â �îðìóëå (1) ïðèñóòñòâóþò âñå òðèñëàãàåìûå, êîòîðûå íåëüçÿ âî âñåé îáëàñòè ñâåñòè êìåíüøåìó ÷èñëó çàìåíîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûõèëè óãëîâûõ êîîðäèíàò, ñèëîâûå ëèíèè òàêîãî ìàã�íèòíîãî ïîëÿ çàïîëíÿþò óêàçàííóþ îáëàñòü ïëîòíî.Ïðåäñòàâëåíèå (1) îáåñïå÷èâàåò óñëîâèår�B = 0òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàXi �Ai��i = 0:Ââåäåì âìåñòî �óíêöèé A2;3 ëîêàëüíûå ïîòîêîâûå�óíêöèè 	, � ñîîòíîøåíèÿìèA2 = � 12� �	��1 ; A3 = 12� ����1 ; (3)ãäå �óíêöèè 	, � ïåðèîäè÷íû ïî óãëîâûì êîîðäè�íàòàì �2 è �3. Òîãäà èç óñëîâèÿ r �B = 0 ïîëó÷àåìóðàâíåíèå äëÿ êîìïîíåíòû A1:���1 �2�A1 + ����3 � �	��2� = 0; (4)îòêóäà èìååì 2�A1 = C � ����3 + �	��2 ; (5)1019



Â. È. Èëüãèñîíèñ, À. À. Ñêîâîðîäà ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010ãäå C = C(�2; �3) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî �2 è �3 �óíê�öèÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò �1. Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå(5) âñåãäà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå2�A1 = C0 � � ~���3 + � ~	��2 :Çäåñü C0 = 
onst, ~	, ~� � ïåðèîäè÷åñêèå ïî �2, �3�óíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäÿ óñðåäíåíèå ïî óãëî�âîé êîîðäèíàòå �i (i = 2; 3) îáîçíà÷åíèåìh: : : ii = 12� 2�Z0 : : : d�i;ïðåäñòàâèì �óíêöèþ C â âèäåC(�2; �3) = C0 + C2(�2) + C3(�3) + C1(�2; �3);C0 = hCi2;3; C2 = hCi3 � C0; C3 = hCi2 � C0;hC1i2 = hC1i3 = 0:Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå, î÷åâèäíî, èñ÷åðïûâàþùåå.Ôóíêöèè ~	, ~� âûáèðàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ïîóãëîâûì êîîðäèíàòàì �2, �3, íàïðèìåð, â âèäå~	 = 	+ �2Z�20 �C1(t; �3) + C2(t)� dt��* �2Z�20 �C1(t; �3) + C2(t)� dt+2;3 ;~� = �� �3Z�30 C3(t) dt+* �3Z�30 C3(t) dt+3 :Çäåñü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ �2;30 ïðîèçâîëüíû.Ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå îáëàñòè íå äîëæíîáûòü íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ìàãíèòíîãî ïîëÿB � r�1j�� = 0, ïðèõîäèì ê óñëîâèÿì C0 = 0 âî âñåéîáëàñòè è ����3 � �	��2 = 0íà ãðàíèöå. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âíóòðè îáëàñòè � ïðî�èçâîëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå(òèëüäó çäåñü è íèæå îïóñêàåì)2�B = r��r�2 +r	�r�3; (6)ãäå �;	(�1; �2; �3) � íåêîòîðûå ïåðèîäè÷åñêèå�óíêöèè óãëîâûõ êîîðäèíàò �2, �3.Ýòî ïðåäñòàâëåíèå áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [13℄ âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ëèíèÿ �1 = 0 ÿâëÿåòñÿ ïðèíàä�ëåæàùåé � ìàãíèòíîé îñüþ, ÷òî òàêæå ïðèâîäèò ê

óñëîâèþ C0 = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî ìíåíèþ àâ�òîðà [13℄, ÷ëåí C0r�2�r�3 äàâàë áû ñèíãóëÿðíîñòüïîëÿ íà ìàãíèòíîé îñè è Æ-�óíêöèîíàëüíûé âêëàäâ åãî äèâåðãåíöèþ. Ýòî ðàññóæäåíèå íå âïîëíå êîð�ðåêòíî, ïîñêîëüêó êîìïîíåíòà ïîëÿB1 = A1(r�2 �r�3) � r�1ìîæåò è íå èìåòü îñîáåííîñòè ïðè �1 = 0 ïðè ïîä�õîäÿùåì âûáîðå �1. Íàøå æå ðàññóæäåíèå ñâîáîäíîîò ýòîãî íåäîñòàòêà. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå, êîãäàëèíèÿ �1 = 0 ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíîé îñüþ, òðåáîâàíèåB1 = B � r�1j�1=0 = 0ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ëèøü ïðè C0 = 0. Ñ äðóãîéñòîðîíû, ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå C0 = 0 è ïðèõîäèì ê�îðìå (6) â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå � â òîì ÷èñëåè â ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ �1 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ìàãíèò�íîé îñüþ.Âûÿñíèì ñâÿçü ââåäåííûõ �óíêöèé �, 	 ñ ìàã�íèòíûìè ïîòîêàìè �B , 	B . Åñëè êðèâàÿ �1 = 0 îïè�ñûâàåò ìàãíèòíóþ îñü, òî èç ñîîòíîøåíèé (3) ïîëó�÷àåì, ÷òî�(�1; �2; �3) = 2� �1Z0 pgB � r�3d�1; (7)	(�1; �2; �3) = 	0 � 2� �1Z0 pgB � r�2d�1: (8)Çäåñü çíà÷åíèå òîðîèäàëüíîé ïîòîêîâîé �óíêöèè �íà ìàãíèòíîé îñè ïðèíÿòî íóëåâûì, à çíà÷åíèå ïîëî�èäàëüíîé ïîòîêîâîé �óíêöèè 	 ïîëîæåíî êîíñòàí�òîé 	0.Íàïîìíèì, ÷òî ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç ýëåìåí�òàðíóþ ïëîùàäêó ðàâåí B � dS, à ýëåìåíòû ïëî�ùàäåé òîðîèäàëüíîé (�3 = 
onst) è ïîëîèäàëüíîé(�2 = 
onst) êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé ðàâíû ñî�îòâåòñòâåííîdS = pg d�1d�2r�3; dS = pg d�1d�3r�2:Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé è �îðìóëû (7) ïîëó÷à�åì, ÷òî òîðîèäàëüíûé ìàãíèòíûé ïîòîê �B ÷åðåçóãëîâîé ñåãìåíò (0 � ~�1 � �1, 0 � ~�2 � �2) íàêîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè �3 = 
onst ðàâåí�B(�1; �2; �3) = 12� �2Z0 	 d~�2: (9)1020



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010 Ìàãíèòíîå ïîëå â òîðîèäàëüíî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâàÀíàëîãè÷íî, ïîëîèäàëüíûé ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåçóãëîâîé ñåãìåíò (0 � ~�1 � �1, 0 � ~�3 � �3) íà êî�îðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè �2 = 
onst è ïîâåðõíîñòè,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ìàãíèòíóþ îñü, ðàâåí	B(�1; �2; �3) = 	0�32� � 12� �3Z0 	 d~�3: (10)Çàìåòèì, ÷òî ïîëíûé ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåçëþáóþ òîðîèäàëüíóþ êîîðäèíàòíóþ ïîâåðõíîñòü�1 = 
onst ïðè ëþáûõ ïîòîêîâûõ �óíêöèÿõ �, 	ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,2�Z0 2�Z0 B � r�1pg d�2d�3 == � 12� 2�Z0 2�Z0 � ����3 � �	��2� d�2d�3 = 0 (11)èç-çà ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèé �, 	 � î÷åâèäíîåñëåäñòâèå ñîëåíîèäàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (6), ìîæíî ïðåäñòàâèòüóðàâíåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âèäåóðàâíåíèé �àìèëüòîíà [14℄. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì�óíêöèþ 	 ÷åðåç �óíêöèþ � è óãëîâûå êîîðäè�íàòû, 	 = 	(�; �2; �3). Óðàâíåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèéìàãíèòíîãî ïîëÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:d�2d�3 = B � r�2B � r�3 == ���	����2;�3=
onst = �(�; �2; �3);d�d�3 = B � r�B � r�3 = � �	��2��;�3=
onst : (12)Çäåñü ìû ââåëè �óíêöèþ îáîáùåííîãî âðàùàòåëü�íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ� = ���	����2;�3=
onst :Ìû ïðèøëè ê ãàìèëüòîíîâîé ¾äèíàìè÷åñêîé¿ ñèñòå�ìå ñ èçìåíÿþùèìñÿ âî ¾âðåìåíè¿ �3 ãàìèëüòîíèà�íîì 	. Ïðè ýòîì ðîëü êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ êî�îðäèíàò èãðàþò ¾èìïóëüñ¿ � è óãîë �2.Çàïèñü (12) óäîáíà ïðè ðàññìîòðåíèè òîêàìàêîâ,ñòåëëàðàòîðîâ è ãî�ðèðîâàííûõ òîðîâ � ñèñòåì, âêîòîðûõ òîðîèäàëüíàÿ êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïî�ëÿ B � r�3 âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ. Â ýòèõ êîí�è�ãóðàöèÿõ âñå ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ îõâà�òûâàþò ãëàâíóþ îñü òîðà. �àâíîïðàâíîñòü ïîòîêî�âûõ �óíêöèé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ãàìèëüòîíèàí

� = �(	; �3; �2) è ¾âðåìÿ¿ �2 â äðóãèõ ãåîìåòðèÿõìàãíèòíîãî ïîëÿ.Çàâèñèìîñòü ãàìèëüòîíèàíà 	 îò ¾âðåìåíè¿ �3,¾èìïóëüñà¿ � è óãëà �2 îïèñûâàåò êàê âëîæåííûåìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòè ñ îäíîé è íåñêîëüêèìè îñÿ�ìè (ñ îñòðîâàìè), òàê è ïîâåðõíîñòè ñ îáúåìíîé ýðãî�äè÷íîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòîíà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ.4. ÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÀß ÑÈÑÒÅÌÀÌàãíèòíàÿ êîí�èãóðàöèÿ ñ âëîæåííûìè ìàãíèò�íûìè ïîâåðõíîñòÿìè è ñ îäíèì îñòðîâîì îòíîñèòñÿê èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû çà�âèñèìîñòü 	 îò óãëîâ �2, �3 ìîæåò ñâîäèòüñÿ ê çà�âèñèìîñòè îò èõ êîìáèíàöèè �̂2 = m�2 � n�3, ãäåöåëûå ÷èñëà m, n õàðàêòåðèçóþò ãåîìåòðèþ îñòðî�âà. Â ýòîì ñëó÷àå (6) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âûðà�æåíèþ: 2�B = 1mr��r�̂2 +rW �r�3; (13)ãäå W = 	+ nm �: (14)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè 	 = 	(�; �̂2) �óíêöèÿW = W (�; �̂2), è âåëè÷èíà W ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåéìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè, B � rW = 0. Èíòåãðèðóå�ìîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ¾äâóìåðíîñòüþ¿ ãàìèëüòîíè�àíà 	 [15℄.Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðîñòîì ïðèìå�ðå, ìîäåëèðóþùåì ìàãíèòíóþ êîí�èãóðàöèþ òîêà�ìàêà ñ çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè q = 1 íà ìàãíèòíîéîñè, q = 3 íà ãðàíèöå è ñ ðåçîíàíñíûì âèíòîâûìâîçìóùåíèåì m=n = 3=2 àìïëèòóäû A3=2. Âûáåðåìáåçðàçìåðíûé1) ãàìèëüòîíèàí 	 â âèäå	 = 	0 � ln(1 + 2�)2 ++ �(1� �)A3=2 
os(2�3 � 3�2); 	0 = 
onst: (15)Çàïàñ óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû(A3=2 = 0) ðàâåí q = 1 + 2�. Ìàãíèòíàÿ îñüñîîòâåòñòâóåò � = 0, ãðàíèöà �� � çíà÷åíèþ� = 1, ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü q = 3=2 � çíà�÷åíèþ � = 1=4. Óðàâíåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé (12)çàïèñûâàþòñÿ â âèäåd�2d�3 = 11 + 2� +A3=2(2�� 1) 
os(2�3 � 3�2);d�d�3 = 3A3=2�(1� �) sin(2�3 � 3�2): (16)1) Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê áåçðàçìåðíîìó âèäó ìàãíèòíûõ ïîòî�êîâ �,	 èñïîëüçóåì, íàïðèìåð, âåëè÷èíó �a2B0, ãäå a è B0 �õàðàêòåðíûå ìàëûé ðàäèóñ è âåëè÷èíà ìàãíèòíîãî ïîëÿ.1021
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�èñ. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëè-íèé ñèñòåìû (16). ×èñëî òîðîèäàëüíûõ îáîðî-òîâ 1000Ïðîàíàëèçèðóåì âèä òðàåêòîðèé ñèëîâûõ ëèíèéíà �àçîâîé ïëîñêîñòè2) 
os�2, �. Â íåâîçìóùåí�íîé êîí�èãóðàöèè ýòî ñèñòåìà ïàðàëëåëüíûõ îñè àá�ñöèññ ëèíèé (ñèñòåìà ìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòåé, âëî�æåííûõ âîêðóã ìàãíèòíîé îñè � = 0). Íà ðèñ. 1ïîêàçàí ðàñ÷åò �àçîâîãî ïîðòðåòà óðàâíåíèé (16)ïðè àìïëèòóäå ðåçîíàíñíîé ãàðìîíèêè A3=2 = 0:04.Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïîëó÷åíà ñèñòåìà âëîæåííûõìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ îñòðîâîì. Ââåäÿ óãëîâóþïåðåìåííóþ �̂2 è îñòàâëÿÿ ñòàðûìè �3, �, ïðåîáðà�çóåì óðàâíåíèÿ (16) ê âèäód�̂2d�3 = 1� 4�1 + 2� + 3A3=2(2�� 1) 
os �̂2;d�d�3 = �3A3=2�(1� �) sin �̂2 (17)èëè ê óðàâíåíèþ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ�4�� 11 + 2� + 3A3=2(1� 2�) 
os �̂2� d��� 3A3=2�(1� �) sin �̂2d�̂2 = dW1 = 0; (18)ãäå èíòåãðàë W1 ðàâåíW1 = 3��12 ln(1 + 2�) + 23� ++ A3=2�(1� �) 
os �̂2� = 3(W �	0): (19)2) Ìû èñïîëüçóåì âìåñòî óãëà �2 âåëè÷èíó 
os�2, òàê êàêîíà îãðàíè÷åíà è óäîáíà ïðè ðåãèñòðàöèè íà �àçîâîé ïëîñêî�ñòè òîëüêî òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëíîìó îáîðîòó ñèëîâîéëèíèè âîêðóã òîðà.
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�èñ. 2. Èçìåíåíèå � è � âíóòðè îñòðîâà è íà ñåïà-ðàòðèñåÏîëîæåíèå O-, X-òî÷åê ìîæíî îïðåäåëèòü àíà�ëèòè÷åñêè èç îáðàùåíèÿ â íóëü ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâ�íåíèé (16). Îíè ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì �2 == �=3; 2�=3 è �, îïðåäåëÿåìûì èç êâàäðàòíîãî óðàâ�íåíèÿ 1� 4�� 3A3=2(1� 4�2) = 0(äëÿ ïàðàìåòðîâ ðèñ. 1 �O = 0:271 è �X = 0:226).Îáîáùåííîå âðàùàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â O-,X-òî÷êàõ ðàöèîíàëüíî è ðàâíî � = 2=3. Íà ðèñ. 2ïîêàçàíî èçìåíåíèå � íà ñåïàðàòðèñåW1s = �32 ln(1 + 2�) + 2�+ 3A3=2�(1� �) 
os �̂2:Äëÿ óñëîâèé ðèñ. 2 W1s = �0:08645 è W1 = �0:121íà ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè âíóòðè îñòðîâà.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû óðîâíè �óíêöèè � == �(W; �̂2) ïðè A3=2 = 0:04, ðàññ÷èòàííûå ïî �îð�ìóëå (19). Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ìíî�ãîçíà÷íîñòü çàâèñèìîñòè � = �(W ) ïðè �èêñèðî�âàííîì çíà÷åíèè �̂2.Çàìåòèì, ÷òî â ðàññóæäåíèÿõ äàííîãî ðàçäå�ëà (êàê, âïðî÷åì, è â ïîñëåäóþùèõ) ìû íå êîí�êðåòèçèðóåì � êàê �óíêöèþ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà.� ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, îäíàêî ïðè óñëîâèèB � r�3 6= 0 âñþäó â � åå åñòåñòâåííî âûáèðàòü ìî�íîòîííîé è îáåñïå÷èâàþùåé çíà÷åíèÿ �j�1=0 = 0 è�j�1=�1Æ� = 1.1022
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�̂2�èñ. 3. Ìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòè (19) ñ îñòðîâîì(çäåñü îáîçíà÷åíèå W ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ âåëè÷èíûW �	0). Ñïëîøíûå è ïóíêòèðíûå ëèíèè îòìå÷àþòìíîãîçíà÷íîñòü �óíêöèè �(W )5. ÍÅÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÀß ÑÈÑÒÅÌÀÄîáàâèì ê (15) åùå îäíó âèíòîâóþ ãàðìîíèêó,ðåçîíèðóþùóþ ñ ìàãíèòíîé îñüþ,	 = 	0 � ln(1 + 2�)2 + �(1� �)�� �A3=2 
os(2�3 � 3�2) +A1=1 
os(�3 � �2)� : (20)Íà ðèñ. 4 ïîêàçàí �àçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ñ ãà�ìèëüòîíèàíîì (20), ðàññ÷èòàííûé â äâóõ íàáîðàõïåðåìåííûõ: (à) f
os�2;�g è (á) fX = p� 
os�2,Z = p� sin�2g äëÿ ñëó÷àÿ A1=1 = A3=2 = 0:04.Îò÷åòëèâî íàáëþäàåòñÿ îáðàçîâàíèå êðóïíûõ îñòðî�âîâ è ýðãîäè÷åñêîé îáëàñòè ìåæäó íèìè âîêðóã ñå�ïàðàòðèñû ðèñ. 1, ¾îñòðîâà¿ âîçëå îñè, à òàêæå âòî�ðè÷íûõ áîëåå ìåëêèõ îñòðîâîâ. Íà ðèñ. 5 âòîðè÷íûåîñòðîâà ïîêàçàíû îòäåëüíî. Ââåäÿ íîâûå êîîðäèíà�òû �̂2 = 3�2 � 2�3, �̂3 = �3 � �2 (�2 = �̂2 + 2�̂3,�3 = �̂2 +3�̂3), ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèéê âèäó
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�èñ. 4. Ôàçîâûé ïîðòðåò ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèéãàìèëüòîíèàíà (20) ïðè A1=1 = A3=2 = 0:04. ×èñëîòîðîèäàëüíûõ îáîðîòîâ 1000 (à), 10000 (á )
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cos�èñ. 6. Ôàçîâûé ïîðòðåò ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëè-íèé ñèñòåìû (21) ïðè " = 1, A3=2 = 0:04. ×èñëîòîðîèäàëüíûõ îáîðîòîâ 1000d�̂2d�̂3 == 1� 4� + 3A3=2(4�2 � 1)(
os �̂2 + " 
os �̂3)2��A3=2(4�2 � 1)(
os �̂2 + " 
os �̂3) ;d�d�̂3 == �A3=2�(1� �)(1 + 2�)(3 sin �̂2 � " sin �̂3)2��A3=2(4�2 � 1)(
os �̂2 + " 
os �̂3) ; (21)
ãäå " = A1=1=A3=2. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû â íî�âûõ êîîðäèíàòàõ ïîêàçàí íà ðèñ. 6, íà êîòîðîì âòî�ðè÷íûå îñòðîâà âûäåëÿþòñÿ áîëåå ÷åòêî. Îïðåäå�ëèì ¾ñòàöèîíàðíûå¿ òî÷êè íà ýòîé �àçîâîé ïëîñ�êîñòè. Ïîëàãàÿ, ÷òî d�̂2=d�̂3 = 0, íàõîäèì ñòàöèî�íàðíûå òî÷êè îñíîâíîãî îñòðîâà èç óñëîâèésin �̂2 = 0; 1�4�+6A3=2(1�4�2) = 0; 1�4� = 0:Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè âòîðè÷íûõ îñòðîâîâ íàõîäÿòñÿèç óñëîâèé d�̂2=d�̂3 = �13) è sin �̂2 = 0. Ñîîòâåòñòâó�þùèå çíà÷åíèÿ �s îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé� 1 = 1� 4� + 3A3=2(4�2 � 1)(1 + ") 
os �̂22��A3=2(4�2 � 1)(1 + ") 
os �̂2 ;d�d(
os �̂2) = A3=2�(1� �)(1 + 2�)(�3� ")2��A3=2(4�2 � 1)(1 + ") 
os �̂2 : (22)3) Ïðè " = 1 èñïîëüçóåì ðàâåíñòâîA3=2 
os(2�3 � 3�2) + A1=1 
os(�3 � �2) == 2A1=1 
os�32�3 � 2�2� 
os�12�3 � �2� ;÷òîáû ïîëó÷èòü d�̂2=d�̂3 = �1.
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�èñ. 7. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ñèëîâûõ ëè-íèé ñ ãàìèëüòîíèàíîì 	 = 	0 � 0:5 ln(1 + 2�) ++ 0:04�(1 � �) 
os(2�3 � 3�2) + 0:08(�3 � �2)�åøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (22) èùåòñÿ â âèäå� = �s + A3=2f(
os �̂2) è ïîäñòàâëÿåòñÿ â ïåðâîåóðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ �s. Èç ðèñ. 6 âèäíî, ÷òîf(
os �̂2) � 
os �̂2, è ýòî ïîçâîëÿåò ïðîñòî îöåíèòüïîïðàâêè ê ïîëó÷àþùèìñÿ çíà÷åíèÿì �s � 1=2 è�s � 1=6.Â ýðãîäè÷åñêîé îáëàñòè âîêðóã ¾ñåïàðàòðèñû¿îñíîâíîãî îñòðîâà íåò áîëåå ìåëêèõ îñòðîâîâ. Ýòîïðîâåðÿëîñü çàïóñêîì ñèëîâîé ëèíèè ñ îäíîãî è òîãîæå ïîëîæåíèÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì óâåëè÷åíèåì ÷èñ�ëà òîðîèäàëüíûõ îáîðîòîâ (ñì. ðèñ. 4). Âîçíèêíî�âåíèå ýòîé îáëàñòè ìîæíî ïðîêîììåíòèðîâàòü ñëå�äóþùèì îáðàçîì. Åñëè â óðàâíåíèÿõ (21) îñòàâèòüòîëüêî ãàðìîíèêó A1=1, òî ëåãêî ïîëó÷èòü èíòåãðàë,çàâèñÿùèé îò ¾âðåìåíè¿,V = ln(1 + 2�)2 � �� �(1� �)A1=1 
os �̂3:Ñëåäîâàòåëüíî, � = �(�̂3) è â ñèñòåìå (21) ýòîïðèâîäèò ê ¾êîëåáàíèþ¿ ïîëîæåíèÿ íåóñòîé÷èâîéX-òî÷êè îñíîâíîãî îñòðîâà. Áîëüøàÿ ÷óâñòâèòåëü�íîñòü ýòîé îáëàñòè ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì åñòåñòâåí�íî âåäåò ê ýðãîäè÷íîñòè. �àñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ýð�ãîäè÷íîñòü ñåïàðàòðèñû îñíîâíîãî îñòðîâà íàáëþ�äàåòñÿ äàæå ïðè óìåíüøåíèè âåëè÷èíû " íà äâà�òðèïîðÿäêà âåëè÷èíû.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà íà ðèñ. 7 ïðèâå�äåí ïðèìåð îáðàçîâàíèÿ áîëüøîé ýðãîäè÷åñêîé îá�ëàñòè, îãðàíè÷åííîé óçêèì ñëîåì âëîæåííûõ ìàã�íèòíûõ ïîâåðõíîñòåé âáëèçè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíî�ñòè ��. Êàê âèäíî, óâåëè÷åíèå â äâà ðàçà âåëè÷è�íû àìïëèòóäû A1=1 ïîëíîñòüþ ìåíÿåò âèä �àçîâîãîïîðòðåòà, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ÷óâñòâèòåëü�1024



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010 Ìàãíèòíîå ïîëå â òîðîèäàëüíî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâàíûì ê ñîîòíîøåíèþ àìïëèòóä ðàçëè÷íûõ ðåçîíàíñ�íûõ ãàðìîíèê.Ê ïðèìåðó, äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå àìïëèòóäûA1=1 ïî ñðàâíåíèþ ñ A3=2 ïðèâîäèò ê ðàçâèòèþ êðóï�íûõ îñòðîâîâ âáëèçè ìàãíèòíîé îñè è îòíîñèòåëü�íîìó óìåíüøåíèþ îáëàñòè ýðãîäè÷íîñòè. Ñêàçàííîåîò÷àñòè îáúÿñíÿåò òðóäíîñòè â ÷èñëåííîì îáíàðó�æåíèè êðóïíûõ ýðãîäè÷åñêèõ îáëàñòåé.6. ÒÎÊÎÂÎÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅÌÀ�ÍÈÒÍÎ�Î ÏÎËß�àññìîòðèì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå ìàãíèòíîãîïîëÿ (2), íàçûâàåìîå òîêîâûì èç-çà ñâÿçè ñ ïîëîè�äàëüíûì è òîðîèäàëüíûì òîêàìè. Â ïðåäñòàâëåíèè(2) ââåäåì íîâûå �óíêöèè ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè:�(�1; �2; �3) = �1Z B1d�1; I = B2 � ����2 ;P = B3 � ����3 ; (23)è ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (2) â âèäå2�B = Ir�2 + Pr�3 +r�; (24)ãäå òîêîâûå �óíêöèè I; P (�1; �2; �3) � ïðîèçâîëü�íûå ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè óãëîâûõ êîîðäèíàò �2,�3, à �(�1; �2; �3) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿr�B = 0,ïðèâîäÿùåãî ê óðàâíåíèþ Ïóàññîíà. Ôîðìóëà (24)ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ ïëîòíîñòè òîêà j = r � Bïðåäñòàâëåíèå, âïîëíå àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèþìàãíèòíîãî ïîëÿ (6):2�j = rI �r�2 +rP �r�3: (25)Âûÿñíèì ñâÿçü ââåäåííûõ �óíêöèé I; P ñ òîêà�ìè I
; P
. Èç �îðìóëû (25) ïîëó÷àåì, ÷òîI(�1; �2; �3) = 2� �1Z0 pg j � r�3d�1; (26)P (�1; �2; �3) = P0 � 2� �1Z0 pg j � r�2d�1: (27)Çäåñü çíà÷åíèå �óíêöèè I íà ìàãíèòíîé îñè ïðè�íÿòî íóëåâûì, à çíà÷åíèå �óíêöèè P ïîëîæåíîêîíñòàíòîé P0. Òîê ÷åðåç ýëåìåíòàðíóþ ïëîùàäêóðàâåí j � dS. Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ ýëåìåíòîâïëîùàäåé òîðîèäàëüíîé (�3 = 
onst) è ïîëîèäàëü�íîé (�2 = 
onst) êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé ïîëó�÷àåì òîðîèäàëüíûé òîê I
 ÷åðåç óãëîâîé ñåãìåíò

(0 � ~�1 � �1, 0 � ~�2 � �2) íà êîîðäèíàòíîé ïî�âåðõíîñòè �3 = 
onst â âèäåI
(�1; �2; �3) = 12� �2Z0 I d~�2: (28)Àíàëîãè÷íî, ïîëîèäàëüíûé òîê ÷åðåç óãëîâîé ñåã�ìåíò (0 � ~�1 � �1, 0 � ~�3 � �3) íà êîîðäèíàòíîéïîâåðõíîñòè �2 = 
onst è ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùåé÷åðåç ìàãíèòíóþ îñü, ðàâåíP
(�1; �2; �3) = P0�32� � 12� �3Z0 P d~�3: (29)Çàìåòèì, ÷òî ïîëíûé òîê ÷åðåç ëþáóþ òîðîèäàëü�íóþ êîîðäèíàòíóþ ïîâåðõíîñòü �1 = 
onst ïðè ëþ�áûõ �óíêöèÿõ I , P ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,2�Z0 2�Z0 j � r�1pg d�2d�3 == � 12� 2�Z0 2�Z0 � �I��3 � �P��2� d�2d�3 = 0 (30)èç-çà ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèé I , P êàê è ñëåäîâàëîîæèäàòü â ñèëó ñîëåíîèäàëüíîñòè âåêòîðà j.Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (25), ìîæíî ïðåäñòà�âèòü óðàâíåíèÿ ëèíèé òîêà â âèäå óðàâíåíèé �à�ìèëüòîíà. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì �óíêöèþ P ÷åðåç�óíêöèþ I è óãëîâûå êîîðäèíàòû, P = P (I; �2; �3).Óðàâíåíèÿ ëèíèé òîêà èìåþò âèäd�2d�3 = j � r�2j � r�3 == ���P�I ��2;�3=
onst = �I(I; �2; �3);dId�3 = j � rIj � r�3 = � �P��2�I;�3=
onst : (31)Çäåñü ìû ââåëè îáîáùåííîå òîêîâîå âðàùàòåëüíîåïðåîáðàçîâàíèå �I = �(�P=�I)�2;�3=
onst.Ïðè ïðîèçâîëüíîñòè �óíêöèé I , P íå ñîñòàâëÿåòòðóäà ïîâòîðèòü àíàëèç òîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé, òî�êîâûõ ¾îñòðîâîâ¿, òîêîâîé ýðãîäè÷íîñòè, áóêâàëüíîñëåäóÿ ïðåäûäóùèì ðàçäåëàì. Ìàãíèòíàÿ êîí�èãó�ðàöèÿ ñî âëîæåííûìè òîêîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè èîäíèì òîêîâûì îñòðîâîì îòíîñèòñÿ ê èíòåãðèðóå�ìûì ¾äèíàìè÷åñêèì¿ ñèñòåìàì. Ïåðåõîäÿ â �îðìó�ëå (25) ê óãëîâîé êîîðäèíàòå �̂2, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâ�ëåíèå 2�j = 1mrI �r�̂2 +rU �r�3; (32)13 ÆÝÒÔ, âûï. 5 1025



Â. È. Èëüãèñîíèñ, À. À. Ñêîâîðîäà ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010ãäå U = P + nmI: (33)Âåëè÷èíà U ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé òîêîâîé ïîâåðõíî�ñòè j � rU = 0, åñëè U = U(I; �̂2) ïðè P = P (I; �̂2).Èíòåãðèðóåìîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ¾äâóìåðíîñòüþ¿òîêîâîãî ãàìèëüòîíèàíà P [15℄. Èëëþñòðàöèè, ïðè�âåäåííûå â ïåðâîì ðàçäåëå, ïåðåíîñÿòñÿ è íà òîêè ñçàìåíîé I ! �, P ! 	.7. ÑÂßÇÜ ÏÎÒÎÊÎÂÎ�Î È ÒÎÊÎÂÎ�ÎÏ�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ ÏÎËßÔóíêöèè I , P ñâÿçàíû ñ �óíêöèÿìè �, 	, òàêêàê îáà ïðåäñòàâëåíèÿ îïèñûâàþò îäíî è òî æå ìàã�íèòíîå ïîëå:r��r�2 +r	�r�3 = Ir�2 +Pr�3 +r�: (34)Èñïîëüçóÿ îáùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîâàðèàíòíû�ìè è êîíòðâàðèàíòíûìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè, ïå�ðåïèøåì �îðìóëó (34) â âèäå����1 e3pg � �	��1 e2pg +� �	��2 � ����3� e1pg == �I + ����2�r�2 +�P + ����3�r�3 ++ ����1r�1: (35)Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå îãðàíè÷èì íàøå ðàññìîòðåíèåîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò f�1; �2; �3g, äëÿêîòîðîé gij = 0 8i 6= j. Ïîñëåäîâàòåëüíî óìíîæàÿ(35) íà êîâàðèàíòíûå áàçèñíûå âåêòîðû, ïðèõîäèìê ñèñòåìå óðàâíåíèéP + ����3 = ����1 g33pg ; (36)I + ����2 = � �	��1 g22pg ; (37)����1 = � �	��2 � ����3� g11pg : (38)Èç óðàâíåíèÿ (38) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ �:� = �1Z0 � �	��2 � ����3� g11pg d�1; (39)ãäå ìû ïîëîæèëè � = 0 íà ìàãíèòíîé îñè �1 = 0.Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (39) â (36) è (37), âû÷èñëÿåì Iè P :

P = g33pg ����1 �� �1Z0 ���3 � g11pg � �	��2 � ����3�� d�1; (40)I = � g22pg �	��1 �� �1Z0 ���2 � g11pg � �	��2 � ����3�� d�1: (41)Îòìåòèì, ÷òî ïîÿâëåíèå ìåòðè÷åñêèõ êîý��è�öèåíòîâ îçíà÷àåò âîçðîñøóþ ðîëü ãåîìåòðèè â ðàñ�ñìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Äëÿ ïðèìåðà (15) ðàññìîò�ðèì öèëèíäðè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ x = p� 
os�2,y = p� sin�2, z f�1 = �; �2; �3 = zg ñ ìåòðèêîég33 = 1, g22 = �, g11 = 1=4�, g = 1=4. Èñïîëüçóÿ�îðìóëû (40), (41), (33), ïîëó÷àåìP = 2�A3=2��1� �2 � sin �̂2;I = 2�� 11 + 2� �A3=2(1� 2�) 
os �̂2�++ 32A3=2��1� �2 � sin �̂2è òîêîâûé èíòåãðàëU = 2 + 43�� 11 + 2� �A3=2(1� 2�) 
os �̂2� : (42)Òîêîâûå ïîâåðõíîñòè, ñå÷åíèÿ êîòîðûõ ïëîñêîñòüþ�3 = 
onst ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ âåëè÷èíû U(42), ïîêàçàíû íà ðèñ. 8. Âèäíî, ÷òî ýòè ïîâåðõíî�ñòè äàæå êà÷åñòâåííî íå ñîâïàäàþò ñ ìàãíèòíûìèïîâåðõíîñòÿìè íà ðèñ. 1.Ïîñêîëüêó òîêîâîå âðàùàòåëüíîå ïðåîáðàçîâà�íèå íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû (A3=2 = 0) ðàâíî íó�ëþ, �I = 0, ðåçîíàíñîâ ñ âîçìóùåíèÿìè íå ìîæåòáûòü. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ïðèìåðå íåò íè òîêî�âûõ îñòðîâîâ, íè ýðãîäè÷íîñòè òîêîâ.Ïðèìåð ñëîæíîé èíòåãðèðóåìîé äèíàìè÷åñêîéñèñòåìû äàåò ìàãíèòíîå ïîëå â ðàâíîâåñèè ñ ïëàç�ìîé èçîòðîïíîãî äàâëåíèÿ p = p(�1; �2; �3). �àâíî�âåñèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì áàëàíñà ñèëj�B = rp: (43)Ïîñêîëüêó B � rp = 0, j � rp = 0, â êà÷åñòâå èí�òåãðàëà âûñòóïàåò èçîáàðè÷åñêàÿ òîðîèäàëüíàÿ ïî�âåðõíîñòü p(�1; �2; �3) = 
onst. Ïîñêîëüêó äàâëå�íèå ïëàçìû çà ñ÷åò äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö1026
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�èñ. 8. Ëèíèè óðîâíÿ U � 2 ïðè A3=2 = 0:04 (42)ñòðåìèòñÿ âûðàâíèâàòüñÿ âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé íàìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, â êà÷åñòâå ìåòêè èçîáà�ðè÷åñêîé òîðîèäàëüíîé ïîâåðõíîñòè åñòåñòâåííî âû�áðàòü èíòåãðàë W = W (�1; �2; �3), P = P (W ). Ïðèýòîì, ðàçóìååòñÿ,B � rW = 0; j � rW = 0: (44)Ëîêàëüíûå ïîòîêîâûå è òîêîâûå �óíêöèè �, 	, I ,P ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå � = �(W;�2; �3), 	 == 	(W;�2; �3), I = I(W;�2; �3), P = P (W;�2; �3). ÂÏðèëîæåíèè ìû îáñóæäàåì âîçíèêàþùóþ ïðè ýòîììíîãîçíà÷íîñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðîáëå�ìîé ïðè àíàëèçå ðàâíîâåñèÿ ñ îñòðîâàìè.8. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ïîòî�êîâîãî è òîêîâîãî ïðåäñòàâëåíèé àíàëèçèðóåòñÿäëÿ ìàãíèòíîé êîí�èãóðàöèè îáùåé òîðîèäàëüíîéòîïîëîãèè, â òîì ÷èñëå ñ ìàãíèòíûìè îñòðîâàìèè ýðãîäè÷åñêèìè â îáúåìå ñèëîâûìè ëèíèÿìè.Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü òîðîè�äàëüíîé îáëàñòè ñèñòåìîé âëîæåííûõ ìàãíèòíûõ

ïîâåðõíîñòåé íå óñòðàíÿåò âîçìîæíîñòè îáðàçîâà�íèÿ îñòðîâîâ è áîëüøèõ îáúåìîâ ýðãîäè÷åñêîãîïîâåäåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Áëàãîäàðèì çà ðàçðàáîòêó êîäà ðàñ÷åòà �àçîâî�ãî ïîðòðåòà ãàìèëüòîíèàíà ß. Â. è Å. Ä. Äëóãà÷,à òàêæå À. Þ. Êóÿíîâà. �àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷à�ñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ è ÔÖÏ ¾Íà�ó÷íûå è ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îñ�ñèè¿ íà 2009�2012 ãã.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ�àâíîâåñèå ïëàçìû â ìàãíèòíîé ëîâóøêå ñîñòðîâàìèÑ èñïîëüçîâàíèåì îáùèõ ïðåäñòàâëåíèé ïîëÿ èòîêà (6), (25) óñëîâèÿ (44) ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì� ����3�W;�2 �� �	��2�W;�3 = 0;� �I��3�W;�2 �� �P��2�W;�3 = 0: (A.1)1027 13*



Â. È. Èëüãèñîíèñ, À. À. Ñêîâîðîäà ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010Îáùåå ðåøåíèå (A.1) çàïèøåì â âèäå4)� = �(W ) + ����2 ; 	 = 	(W ) + ����3 ;I = I(W ) + ����2 ; P = P (W ) + ����3 ; (A.2)ãäå � = �(W;�2; �3), � = �(W;�2; �3). Ââîäÿ îáîçíà�÷åíèÿ ' = � + �, � = ��=�W , � = ��=�W , ïðèâåäåìïðåäñòàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è òîêà ê âèäó2�B = d�dW rW �r�2 ++ d	dW rW �r�3 +rW �r�; (A.3)2�B = Ir�2 + Pr�3 � �rW +r'; (A.4)2�j = dIdW rW �r�2 ++ dPdW rW �r�3 +rW �r�: (A.5)Ïîäñòàâëÿÿ (A.5) â óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (43), ïîëó�÷àåì ìàãíèòíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ �:B �r� = � dIdW B �r�2� dPdW B �r�3�2� dpdW : (A.6)Óìíîæàÿ âûðàæåíèÿ (A.3), (A.4) âåêòîðíî è ñêàëÿð�íî íà B, ïîëó÷àåì ìàãíèòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðå�äåëåíèÿ �, ':B � r� = � d�dW B � r�2 � d	dW B � r�3; (A.7)B � r' = �IB � r�2 � PB � r�3 + 2�B2: (A.8)Óìíîæàÿ (A.4) ñêàëÿðíî íà j, ïîëó÷àåìj � r' = �Ij � r�2 � P j � r�3 + 2�B � j: (A.9)Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿdlB = d�2B � r�2 = d�3B � r�3ïðîèíòåãðèðóåì (A.6)�(A.8) âäîëü çàìêíóòîé ñèëî�âîé ëèíèè. Ëåâûå ÷àñòè îáðàòÿòñÿ â íóëü èç-çà ïå�ðèîäè÷íîñòè �óíêöèé ', �, �, à ïðàâûå äàþò ñîîò�íîøåíèÿ dpdW I dlB = � dIdW n� dPdW m; (A.10)4) Âîçíèêàþùèå ïðîèçâîëüíûå óãëîâûå çàâèñèìîñòè â âû�ðàæåíèÿõ �, 	, I, P ïðè ðåøåíèè (A.1) íå âëèÿþò íà âåëè÷è�íû ìàãíèòíûõ ïîëåé è òîêîâ è âêëþ÷àþòñÿ â �óíêöèè �, �.

nm = �d	=dWd�=dW = �d	d� ; (A.11)I B dl = In+ Pm: (A.12)Ýëåìåíò îáúåìà dV ìåæäó áëèçêèìè ìàãíèòíû�ìè ïîâåðõíîñòÿìè dW ðàâåídV = pgW dW d�2d�3;ãäå pgW = 1rW � (r�2 �r�3) :Èíòåãðèðóÿ (A.6)�(A.9) ïî ýòîìó îáúåìó, ïîëó÷àåìñ ëåâîé ñòîðîíû íóëü, à ñ ïðàâîé � ñëåäóþùèå ñî�îòíîøåíèÿ:dIdW d	dW � dPdW d�dW = dpdW dVdW ; (A.13)�I d	dW + P d�dW = ZZ B2pgW d�2d�3ZZ pgW d�2d�3 dVdW ; (A.14)�I dPdW +P dIdW = ZZ B � jpgW d�2d�3ZZ pgW d�2d�3 dVdW : (A.15)Ïðîñòî ïîëó÷àåòñÿ îáùåå ñîîòíîøåíèåd�dW I dlB = dVdW ;ñ ó÷åòîì êîòîðîãî �îðìóëà (A.13) ïåðåõîäèò â(A.10) ïðè çàìêíóòûõ ñèëîâûõ ëèíèÿõ.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàâíîâåñèÿ ñ îñòðîâàìè ïî�ëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, âî ìíîãîì àíàëîãè÷íûå èñ�ïîëüçóåìûì ïðè àíàëèçå ðàâíîâåñèÿ áåç îñòðîâîâ.Ñïåöè�èêà çàêëþ÷àåòñÿ â ìíîãîçíà÷íîñòè �óíê�öèé.Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòó ñïåöè�èêó íà ïðîñòîìïðèìåðå, àíàëîãè÷íîì (19). Çàìåíèì â ïðèìåðå èçòðåòüåãî ðàçäåëà �óíêöèþ (3=2) ln(1+2�)�2� áëèç�êîé �óíêöèåé �(1=2��) è ïîëó÷èì èç �îðìóëû (19)àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ �:�� = 1=2� 3A3=2 
os �̂22(1� 3A3=2 
os �̂2) ++ �(W ) 12(1� 3A3=2 
os �̂2) ��s�12�3A3=2 
os �̂2�2+4W1(1�3A3=2 
os �̂2);(A.16)1028



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010 Ìàãíèòíîå ïîëå â òîðîèäàëüíî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâàãäå �(W1 > 0) = 1, �(W1 � 0) = �1. Âíóòðè ñåïàðà�òðèñû ïðè W1 � W1s < 0 çíàê ïëþñ ñîîòâåòñòâóåòâåðõíåé ÷àñòè, à çíàê ìèíóñ � íèæíåé ÷àñòè îáùåéãðàíèöû îñòðîâà. Âíå îñòðîâà ïðè W1s < W1 < 0çíàêè îòìå÷àþò ðàçíûå ìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòè (ìè�íóñ áëèæå ê îñè êîí�èãóðàöèè, ñì. ðèñ. 3). Èñïîëü�çóÿ �îðìóëû (13) è (A.16), ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëå�íèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ2�B = rW �r�3 +DrW �r�̂2 == 3DrW �r�2 + (1� 2D)rW �r�3; (A.17)ãäåD = �(W )(�12 � 3A3=2 
os �̂2�2 ++ 12W (1� 3A3=2 
os �̂2))�1=2 ;�(W > 0) = 1; �(W � 0) = �1:Â âûðàæåíèè äëÿ D ÷ëåí â çíàìåíàòåëå îáðàùàåò�ñÿ â íóëü â O-, X-òî÷êàõ è íà îáîèõ ¾áîêàõ ýëëèï�ñîâ¿ âíóòðè îñòðîâà (ñì. ðèñ. 3). Ýòî íå ïðèâîäèòê îñîáåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê êàê â ýòèõ òî÷�êàõ rW �r�̂2 = 0. Îñîáåííîñòè íà ¾áîêàõ¿ ìîæíîóñòðàíèòü, ââîäÿ íîâûå óãëîâûå êîîðäèíàòû ñ öåí�òðîì â O-òî÷êå. Îñîáåííîñòü â X-òî÷êå ïðè ýòîìñîõðàíèòñÿ, òàê êàê â íåé rW = 0.Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (A.16) è (A.17) ïîëó÷àåìd�dW = �����W ��2;�3 = �(W ) 6p1 + 48W ; (A.18)d	dW = 1� �(W ) 4p1 + 48W : (A.19)Íà ðèñ. 9 ïîêàçàí çàïàñ óñòîé÷èâîñòè q, ðàññ÷èòàí�íûé ïî �îðìóëåq = �d�=dWd	=dW � 23 � p1 + 48W6�(W ) :Èç ðèñ. 3, 9 âèäíî, ÷òî îäíîìó çíà÷åíèþ W ìîãóòîòâå÷àòü ðàçíûå ìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòè. Çíàê îòìå�÷àåò íå òîëüêî ðàçíûå ìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòè, íîè îòäåëüíûå ó÷àñòêè îäíîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòèâíóòðè îñòðîâà. Çàìåòèì, ÷òî íà ýòèõ ó÷àñòêàõ çà�ïàñ óñòîé÷èâîñòè, îïðåäåëåííûé âûøå, ðàçëè÷åí.Òàêîå ïîâåäåíèå âûçâàíî ñëåäóþùåé ãåîìåòðè�÷åñêîé ïðè÷èíîé. Íà ðèñ. 10 âîñïðîèçâåäåí ðèñ. 3

�0:02 0:02 0:04 0:0601:01:52:02:53:0q

W�èñ. 9. Çàïàñ óñòîé÷èâîñòè q(W ): ñïëîøíàÿ ëè-íèÿ � ïëþñ, ïóíêòèðíàÿ � ìèíóñ, ñòðåëêà îòìå÷àåòñåïàðàòðèñó

2 4 600:2
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0:81:0�

�̂2�èñ. 10. Íàïðàâëåíèå íîðìàëåé ê ìàãíèòíûì ïî-âåðõíîñòÿìñ óêàçàíèåì íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè ê ìàãíèòíîé ïî�âåðõíîñòè n = rW=jrW j. Òðåáîâàíèå îðèåíòèðóå�ìîñòè ïîâåðõíîñòè ñåïàðàòðèñû è ¾îñòðîâíûõ¿ ìàã�íèòíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðèâîäèò ê ñìåíå çíàêà íà�ïðàâëåíèÿ íîðìàëè íà ìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ íè�æå è âûøå ñåïàðàòðèñû. Ýòî è âûçûâàåò ïîÿâëåíèåìíîãîçíà÷íîñòè è çíàêîâ �. Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøå�íèÿ (A.18), (A.19) â ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ (A.3), âè�äèì, ÷òî íà çíàêè ðåàãèðóåò òîëüêî ïîëîèäàëüíàÿêîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ.1029
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