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ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ ÌÅÇÎÑÊÎÏÈ×ÅÑÊÈÕ ÀÍÑÀÌÁËÅÉÁÎÇÎÍÎÂ È ÔÅ�ÌÈÎÍÎÂÂ. À. Àëåêñååâ *Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991 Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 9 èþëÿ 2010 ã.Íàéäåíû ðàâíîâåñíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ àíñàìáëåé áîçîíîâ è �åðìèîíîâ ñ îãðàíè÷åííûì÷èñëîì ÷àñòèö. Ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñåë ÷àñòèö â ðàçíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìûìè è òîëüêî ïðè áîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèö â àíñàìáëå ýòà çàâèñèìîñòüèñ÷åçàåò. Ïðè âûñîêîé òåìïåðàòóðå íàéäåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåõîäÿò â ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà, àïðè áîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèö â àíñàìáëå � â ðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå � Ýéíøòåéíà è Ôåðìè �Äèðàêà.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ�àñïðåäåëåíèÿ Áîçå �Ýéíøòåéíà è Ôåðìè �Äè-ðàêà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ñðåäíèå çíà÷å�íèÿ ÷èñëà ÷àñòèö nk, íàõîäÿùèõñÿ â êâàíòîâûõ ñî�ñòîÿíèÿõ ñ ýíåðãèåé Ek, ÿâëÿþòñÿ �óíäàìåíòîì ñî�âðåìåííîé ñòàòèñòèêè. Îíè ïîëó÷àþòñÿ ñóììèðîâà�íèåì ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñà â ðàìêàõ ïðåäïîëîæå�íèÿ î òîì, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö N â àíñàì�áëå î÷åíü âåëèêî (�àêòè÷åñêè N ! 1), à ðàñïðå�äåëåíèÿ wk(nk) ÷èñëà ÷àñòèö â ñîñòîÿíèÿõ ñ ýíåð�ãèåé Ek ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû [1; 2℄. Â ðàáî�òàõ [3; 4℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ãàçà áîçîíîâäàæå â ïðåäåëå N ! 1 ïðåäïîëîæåíèå î ñòàòèñòè�÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé wk(nk) ïðèâî�äèò ê íåïðàâèëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ w0(n0) ÷èñëà÷àñòèö â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè (êîíäåíñàòå), è áûëðàçâèò ìåòîä, ïîçâîëèâøèé íàéòè ïðàâèëüíîå ðàñ�ïðåäåëåíèå. Òåì áîëåå ïðåäïîëîæåíèå î ñòàòèñòè�÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé wk(nk) ïðèâî�äèò ê íåïðàâèëüíûì ðåçóëüòàòàì äëÿ àíñàìáëåé ñíåáîëüøèì ÷èñëîì ÷àñòèö, íàïðèìåð ïðè N = 2.Ïîñëåäíèé ñëó÷àé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèâëåê ê ñå�áå îñîáûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ áîëüøèìè íàäåæäàìè,âîçëàãàåìûìè íà ïðèìåíåíèÿ çàïóòàííûõ ñîñòîÿíèéäâóõ çàõâà÷åííûõ â ëîâóøêó èëè êâàíòîâóþ òî÷êóàòîìîâ â îáëàñòÿõ êâàíòîâîé êðèïòîãðà�èè, êâàí�òîâîé òåëåïîðòàöèè è ïðè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ(ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [5℄). Ïîìèìî ïðàêòè÷åñêîãîèíòåðåñà âîïðîñ î ðàâíîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèè ÷àñ�*E-mail: valeks41�mail.ru

òèö, ñîñòàâëÿþùèõ ìåçîñêîïè÷åñêèé àíñàìáëü, ÿâ�ëÿåòñÿ êîíöåïòóàëüíîé ïðîáëåìîé ñòàòèñòèêè.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íàéäåíû òî÷íûå ðàâíîâåñ�íûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ àíñàìáëåé áîçîíîâ è �åðìè�îíîâ ñ ëþáûì ÷èñëîì ÷àñòèö.ßñíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà çàõâà�÷åííûõ â ëîâóøêó ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñòåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíûì îêðóæåíèåì, óñòà�íàâëèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå �èááñàW (n0; n1; : : : ) = S�1 exp(�"0n0 � "1n1 � : : : ); (1)ãäå "k = Ek=T , T � òåìïåðàòóðà, S � íîðìèðóþùèéìíîæèòåëü. Ìîæíî óòâåðæäàòü, îäíàêî, ÷òî è ïðèïîëíîì îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ðàññìàò�ðèâàåìîãî àíñàìáëÿ ñ îêðóæåíèåì äëÿ íèõ òàêæåóñòàíàâëèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå (1), ïîñêîëüêó òîëü�êî ðàñïðåäåëåíèå âèäà (1) îáðàùàåò â íóëü èíòåãðàëñòîëêíîâåíèé. Ïðè ýòîì ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö àí�ñàìáëÿ íå ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè�÷èíîé, ÷òî, ñîáñòâåííî, íå äîëæíî âûçûâàòü óäèâ�ëåíèÿ. Ñ ïîäàâëÿþùåé âåðîÿòíîñòüþ ïðè çàõâàòå,íàïðèìåð, â ëîâóøêó àòîì îêàçûâàåòñÿ â ñóïåðïî�çèöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, à íå â ñòàöèîíàð�íîì ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé, ïîñêîëüêóñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþò ñ÷åòíîå ìíîæå�ñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíòèíóóìîì èõ âîçìîæíûõ ñó�ïåðïîçèöèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè çàõâàòå àòîìîâýíåðãèÿ àíñàìáëÿ íå îïðåäåëåíà, è ìîæíî ãîâîðèòüòîëüêî î ñðåäíåé ýíåðãèè, îïðåäåëåííîé òåìïåðàòó�ðîé T â ðàñïðåäåëåíèè (1).Îïðåäåëåíèå íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ S â ðàñ�ïðåäåëåíèè �èááñà (1) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñóììè�1066



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 6, 2011 Ñòàòèñòèêà ìåçîñêîïè÷åñêèõ àíñàìáëåé : : :ðîâàíèåì ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì nk ñ ñîáëþ�äåíèåì óñëîâèÿ Xk nk = N: (2)Íà ýòîì ïóòè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé, ïîñóùåñòâó ìîäåëüíûé, ïîäõîä [1; 2℄. �àñïðåäåëåíèÿwk(nk) ñ÷èòàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè,W (n0; n1; : : : ) =Yk wk(nk);wk(nk) = [1� exp(��"k)℄�(�1) exp [(��"k)nk℄ ; (3)è ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð � � õèìè÷å�ñêèé ïîòåíöèàë â åäèíèöàõ òåìïåðàòóðû; çäåñü èâñþäó äàëåå çíàê ¾+¿ îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ �åðìèî�íîâ, à ¾�¿ � ê ñëó÷àþ áîçîíîâ. Èç (3) âû÷èñëÿþòñÿñðåäíèå çíà÷åíèÿnk =Xnk nkwk(nk);ïðè÷åì ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî çíà÷åíèÿìnk = 0; 1 â ñëó÷àå �åðìèîíîâ è 0 � nk � 1 â ñëó÷àåáîçîíîâ. Â èòîãånk = [exp("k � �)� 1℄�1 : (4)Ïîñëå ýòîãî âìåñòî óñëîâèÿ (2) òðåáóåòñÿ âûïîëíå�íèå óñëîâèÿ Xk nk = N (5)äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé, îïðåäåëÿþùåãî õèìè÷åñêèéïîòåíöèàë.Ìåæäó òåì ýòîé ïðîöåäóðû ìîæíî èçáåæàòü, åñ�ëè ðàñïðåäåëåíèå �èááñà (1) çàïèñàòü â âèäå èíòå�ãðàëà [3; 4℄W (n0; n1; : : : ) = 1S exp(�"0n0�"1n1� : : : ) 12�i�� I z�N�1+n0+n1+:::dz; (6)êîòîðûé â ñëó÷àå �åðìèîíîâ íåîáõîäèìî äîïîëíèòüóñëîâèåì W (n0; n1; : : : ) = 0 ïðè nk > 1. Îòìåòèì,÷òî ïîõîæèé ñïîñîá çàïèñè ðàñïðåäåëåíèÿ (6) áûëèñïîëüçîâàí Ëåîíòîâè÷åì [6℄, îäíàêî àâòîð îãðàíè�÷èëñÿ èññëåäîâàíèåì òîëüêî ñðåäíèõ çíà÷åíèé, ïðè�÷åì äëÿ àíñàìáëåé ñ áîëüøèì ÷èñëîì ÷àñòèö N .Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â ñîîòíîøåíèè (6) èìååòâèä îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0. Òîëüêîâ ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2) èíòåãðàë â (6) ðà�âåí åäèíèöå, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îí ðàâåí íóëþ.Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (2) ïðè çàïèñè (6) âûïîëíÿ�åòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóììèðîâàòü ðàñ�ïðåäåëåíèå w(n0; n1; : : : ) ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷å�íèÿì nk íåçàâèñèìî è äî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñëåäóåò

îòìåòèòü, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè jzj â ñëó÷àå �åð�ìèîíîâ ïðîèçâîëåí, à â ñëó÷àå áîçîíîâ äîëæíî âû�ïîëíÿòüñÿ óñëîâèå jzj < 1, îáåñïå÷èâàþùåå ñõîäè�ìîñòü âñåõ âîçíèêàþùèõ ñóìì.Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåáîëüøîì ÷èñëå ÷àñ�òèö N â àíñàìáëå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿw(n0; n1; : : : ) è äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà÷àñòèö íà óðîâíå k,wk(nk) = Xni 6=nk:::W (n0; n1; : : : );èç (6) ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíî�øåíèÿ. Îäíàêî ñ ðîñòîì ÷èñëà ÷àñòèö â àíñàìáëåòðóäíîñòè íàðàñòàþò (íàïðèìåð, ïðè N = 10 âûðà�æåíèå äëÿ íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ S ñîäåðæèò42 ñëàãàåìûõ) è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìî�ãóò áûòü èññëåäîâàíû òîëüêî ÷èñëåííî.Ïîêàçàíî, êàê òî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåõîäÿò âðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà, ïðè÷åì îêàçûâàåòñÿ, ÷òîâ ðàìêàõ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòü îáíàðó�æèòü äâà áîçîíà íà îäíîì êâàíòîâîì óðîâíå, õîòÿ èìíîãî ìåíüøå âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü îäèí áîçîí,îäíàêî íå ÿâëÿåòñÿ ïðåâûøåíèåì òî÷íîñòè. Îêàçû�âàåòñÿ òàêæå, ÷òî ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèÿ hninki, íåîá�õîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ êîòîðîãî âîçíèêàåò, íàïðè�ìåð, ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè îäíîâðåìåííîãîïîãëîùåíèÿ äâóõ �îòîíîâ, íå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþñðåäíèõ, hniihnki � hninki = N�1hniihnki;ò. å. òîëüêî â ïðåäåëå áîëüøèõN ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñ�ëà ÷àñòèö íà ðàçíûõ êâàíòîâûõ óðîâíÿõ ñòàíîâÿòñÿñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè.Ïðè N � 10 ïîëó÷àþùèåñÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ(6) ñðåäíèå çíà÷åíèÿ óæå ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò âåëè�÷èí, âû÷èñëåííûõ ïî ðàñïðåäåëåíèÿì Áîçå è Ôåð�ìè. Îäíàêî â ñëó÷àå áîçîíîâ çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñïðåäñòàâëÿåò åùå è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà÷àñòèö â êîíäåíñàòå, êîòîðàÿ â ðàìêàõ ïðåäïîëîæå�íèÿ î ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèéwk(nk) ïðàâèëüíî íå îïèñûâàåòñÿ. Â íàñòîÿùåé ñòà�òüå äëÿ ñëó÷àÿ áîçîíîâ, çàõâà÷åííûõ â ïàðàáîëè÷å�ñêóþ ëîâóøêó, ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â êîíäåíñàòå è�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ w0(n0) èññëåäóþòñÿ ÷èñëåí�íî ñ ïîìîùüþ òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (6). ×èñëåí�íûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè, ïî�ëó÷åííûìè â ðàáîòàõ [3; 4℄ äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøèõ N .Ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî óæå ïðè N > 20 ÷èñëåí�íûå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîâïàäàþò ñ àíàëèòè÷åñêè�ìè.1067



Â. À. Àëåêñååâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 6, 20112. ÎÁÙÈÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈßÂûïîëíÿÿ â (6) ñóììèðîâàíèå, ïîëó÷àåì ñòàòè�ñòè÷åñêóþ ñóììó SS = 12�i I z�N�1 exp [G(z)℄ dz == 1N ! dNdzN exp [G(z)℄����z=0 ; (7)ãäå eG(z) =Yk [1� z exp(�"k)℄�1 ;G(z) = �Xk ln [1� z exp(�"k)℄ == �Xk 1Xp=1(�1)p+1 (�z)pp exp(�p"k):Äàëåå èç (6) è (7) çàìå÷àåì, ÷òî äëÿ ñðåäíåãî çíà÷å�íèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè k âûïîëíÿåòñÿ ñîîò�íîøåíèå (ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ðàñ�ïðåäåëåíèÿ (6), îáîçíà÷åíû ñêîáêàìè â îòëè÷èå îòñðåäíèõ çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèþ(3), êîòîðûå îáîçíà÷åíû ÷åðòîé íàä áóêâîé)hnki = 1S �� �S�"k � ;èç êîòîðîãî íàõîäèìhnki = 1S(N � 1)! � dN�1dzN�1 ��� exp(�"k)1� z exp(�"k) exp [G(z)℄��z=0 ; (8)ïðè÷åì èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâàXk exp(�"k)1� z exp(�"k) exp [G(z)℄ = d exp [G(z)℄dzâèäèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèåPkhnki = N .Â ñëó÷àå �åðìèîíîâ hnki = wk(nk = 1), ÷òî ñó÷åòîì íîðìèðîâêè èñ÷åðïûâàåò âñå âîçìîæíîñòè.Â ñëó÷àå áîçîíîâ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â k-ì êâàíòîâîì ñîñòî�ÿíèè, äëÿ êîòîðîé èç (6) íàõîäèìwk(nk) = Xni;i 6=k;:::W (n0; n1; : : : ) = 1S 12�i ��I z�N�1+nk exp(�nk"k) [1�z exp(�"k)℄�� exp [G(z)℄ dz = exp(�"knk)S(N � nk)!�

�� dN�nkdzN�nk f[1�z exp(�"k)℄ exp [G(z)℄g�z=0 ;nk � N; (9a)è wk(nk) = 0; nk > N: (9b)Â ñëó÷àå �åðìèîíîâ, åñòåñòâåííî, ñðåäíåå çíà÷å�íèå êâàäðàòà ÷èñëà ÷àñòèö ðàâíî èõ ñðåäíåìó çíà÷å�íèþ, hn2ki = hnki, ò. å. ñðåäíèé êâàäðàò �ëóêòóàöèéðàâåí h�n2ki = hnki(1 � hnki), ÷òî ñîâïàäàåò ñî çíà�÷åíèåì, ïîëó÷àþùèìñÿ èç íåçàâèñèìûõ ðàñïðåäåëå�íèé (3) (ñì., íàïðèìåð, [2, âûðàæåíèå (113,3)℄). Âñëó÷àå áîçîíîâ íåçàâèñèìûå ðàñïðåäåëåíèÿ (3), êàêèçâåñòíî [2, âûðàæåíèå (113,4)℄, äàþòhn2ki = 2n2k + nk; h�n2ki = nk(1 + nk): (10)Èç ðàñïðåäåëåíèÿ (6), îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷à�åòñÿ äðóãîé ðåçóëüòàò:hn2ki = hnki+ 2 exp(�2"k)S(N � 2)! ��( dN�2dzN�2 " exp[G(z)℄[1� z exp(�"k)℄2 #)z=0 : (11)Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì èç (6) ëåãêî ïîëó÷àåìñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèåwik(ni; nk) = exp(�"ini�"knk)S(N�ni�nk)! ( dN�ni�nkdzN�ni�nk �� " exp[G(z)℄[1� z exp(�"i)℄�1 [1� z exp(�"k)℄�1#)z=0è ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ðàçíûõ ñî�ñòîÿíèÿõ,hninki = exp(�"i � "k)S(N � 2)! � dN�2dzN�2 �� � exp[G(z)℄[1� z exp(�"i)℄ [1� z exp(�"k)℄ ��z=0 ; (12)êîòîðûå, êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé (12) è(8), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíèõ.Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå î÷åíü íèçêèõ òåìïåðàòóðT ! 0, êîãäà "0 = 0, "i>0 !1. Â ñëó÷àå áîçîíîâ èçóðàâíåíèÿ (7) ïîëó÷àåìexp [G(z)℄ = 1=(1� z); S = 1;W (n0; n1; : : : ) = Æn0;NÆn1;0 : : : ;à ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, åñòåñòâåííî, ðàâíûhn0i = N; hn20i = N2; hnk 6=0i = 0:1068



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 6, 2011 Ñòàòèñòèêà ìåçîñêîïè÷åñêèõ àíñàìáëåé : : :Â èòîãå, êàê è äîëæíî áûòü â ýòîì ñëó÷àå, h�n20i == 0, òîãäà êàê âûðàæåíèå (10), ñîîòâåòñòâóþùååíåçàâèñèìûì ðàñïðåäåëåíèÿì (3), ïðèâîäèò ê çàâå�äîìî íåïðàâèëüíîìó ðåçóëüòàòó h�n20i = N(N + 1).Â ñëó÷àå �åðìèîíîâ àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà ïðè�âîäèò ê íåîïðåäåëåííîñòè 0=0, è óäîáíåå ïîñòóïèòüñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷å�ñêîé ñóììû S, çàïèñàííîãî â âèäåS = 12�i I z�N�1Yk [1 + z exp(�"k)℄ dz;âèäíî, ÷òî îíà ðàâíà êîý��èöèåíòó ïðè zN ðàçëî�æåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïî ñòåïåíÿì z. Ýòîò êîý��èöè�åíò, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, ðàâåí ñóììåS =Xi 6=k exp(�"i � "k � : : : );â êîòîðîé ñðåäè èíäåêñîâ i; k; : : : íåò ñîâïàäàþùèõ,à ÷èñëî èíäåêñîâ ðàâíî N . Åñëè ïðîíóìåðîâàòüóðîâíè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ýíåðãèè, íàèáîëüøèìèç ÷ëåíîâ ýòîé ñóììû â ïðåäåëå T ! 0 ÿâëÿåòñÿexp(�"0 � "1 � : : : � "N), à âñå îñòàëüíûå ÷ëåíû ïîñðàâíåíèþ ñ íèì ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû. Â èòîãåS = exp(�"0 � "1 � : : :� "N ), îòêóäà íàõîäèìhnki = ( 1; k � N;0; k > N;åñëè óðîâåíü ñ ýíåðãèåé "N íå âûðîæäåí, èhnki =8><>: 1; k � N �M;M=gN ; N �M < k � N;0; k > N;ãäå gN � êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ "N , M �� gN � ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ íà ýòîì óðîâíå ÷àñòèö.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå �åðìèîíîâ ðàñïðåäåëå�íèÿ (6) è (3) ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì çíà÷åíèÿì äëÿñðåäíåãî êâàäðàòà �ëóêòóàöèé è îïèñûâàþò îäèíà�êîâîå ïîâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè T ! 0. Îòñþ�äà ñëåäóåò, ÷òî êà÷åñòâåííûõ ðàñõîæäåíèé ìåæäóðàñïðåäåëåíèÿìè (6) è (3) â ýòîì ñëó÷àå îæèäàòüíå ñëåäóåò. Îäíàêî â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ðàñïðåäå�ëåíèé (3) ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèÿ hninki ðàâíî ïðî�èçâåäåíèþ ñðåäíèõ, òîãäà êàê â ñëó÷àå ðàñïðåäåëå�íèÿ (6) îòëè÷íîå îò íóëÿ çíà÷åíèå hninki � hniihnkióêàçûâàåò íà íàëè÷èå êîððåëÿöèé, òàê ÷òî ÷èñëåí�íûå ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó ðåçóëüòàòàìè (6) è (3) è âñëó÷àå �åðìèîíîâ, îñîáåííî ïðè íåáîëüøèõ N , ìî�ãóò áûòü çíà÷èòåëüíûìè.

3. ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ ÁÎËÜÖÌÀÍÀÏîêàæåì, êàê ñòàòèñòèêà, îòðàæåííàÿ âûðàæå�íèÿìè (6)�(9) è (11), (12) ïåðåõîäèò â ñòàòèñòèêóÁîëüöìàíà. Ïðè âûñîêîé òåìïåðàòóðå ñóììà A ==Pk exp(�"k) âåëèêà, è ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ïðèëþáûõ çíà÷åíèÿõ N äîñòèãàåòñÿ óñëîâèå A � N .Â ýòîì ñëó÷àå ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ ìîæíîïîëîæèòü� dN�mdzN�m �f(z)eG(z)��z=0 == f(0) � dN�mdzN�m �eG(z)��z=0 = f(0)AN�m;ãäå f(z) � ãëàäêàÿ ïðè z ! 0 �óíêöèÿ, êàê ýòî èìå�åò ìåñòî â âûðàæåíèÿõ (7)�(12). Â èòîãå S = AN=N !,è äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé èç (8) ïîëó÷àåì èçâåñòíûé âñòàòèñòèêå Áîëüöìàíà ðåçóëüòàò hnki = exp(�� "k),ãäå e� = N=A, ò. å. � � áîëüøàÿ îòðèöàòåëüíàÿ âåëè�÷èíà. Â ñëó÷àå áîçîíîâ äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ÷èñëà ÷àñòèö â k-ì ñîñòîÿíèè íàõîäèìwk(nk) = N !(N � nk)! exp(�"knk)Ank ; nk � N;wk(nk) = 0; nk > N: (13)Â ñëó÷àå nk � N , ÷òî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïðèáîëüøèõ N , âûðàæåíèÿ (13) ïåðåõîäÿò â ñòàòèñòè�êó Áîëüöìàíà wk(nk) = exp[(�� "k)nk℄. Îäíàêî ïðèíåáîëüøèõ N ïîëó÷àåòñÿ äðóãîé ðåçóëüòàò. Íàïðè�ìåð, ïðè N = 2 äëÿ ñëó÷àÿ áîçîíîâ íàõîäèìwk(nk = 0) = 1; wk(nk = 1) = exp(�� "k);wk(nk = 2) = 12 exp[2(�� "k)℄;ïðè÷åì îòìåòèì, ÷òî ñîõðàíåíèå âåðîÿòíîñòèwi(ni = 2) íå ÿâëÿåòñÿ ïðåâûøåíèåì òî÷íîñòè.Ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèÿ hninki ïðè i 6= k (ýòîé âå�ëè÷èíå ïðîïîðöèîíàëüíà, íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü îä�íîâðåìåííîãî ïîãëîùåíèÿ äâóõ �îòîíîâ) â ñîîòâåò�ñòâèè ñ (12) ðàâíîhninki = exp(�"i � "k)N(N � 1)A2 ; i 6= k: (14)Â èòîãåhniihnki � hninki = 1N hniihnki; i 6= k; (15)ò. å. òîëüêî â ïðåäåëå N !1 ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèÿðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíèõ.1069



Â. À. Àëåêñååâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 6, 2011Ñîõðàíåíèå â âûðàæåíèè (11) âòîðîãî ñëàãàåìî�ãî ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êâàäðàòà ÷èñ�ëà ÷àñòèö â k-ì ñîñòîÿíèè â ñòàòèñòèêå Áîëüöìàíàÿâëÿåòñÿ ïðåâûøåíèåì òî÷íîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó�÷àåì hn2ki = hnki.4. ÀÍÑÀÌÁËÈ ÈÇ ÄÂÓÕ ×ÀÑÒÈÖÂ ýòîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèÿ (7) ïîëó÷àåìS = 12 �A21 � (�A2)� ; Ap = 1Xk=0 exp(�p"k): (16)Ïîñëå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèå (1) íåîáõîäèìî åùå äî�ïîëíèòü äâóìÿ óñëîâèÿìè, ïåðâîå èç êîòîðûõw(n0; n1; : : : ) = 0 ïðè n0 + n1 + : : : 6= 2 (17)äîëæíî áûòü âûïîëíåíî êàê äëÿ áîçîíîâ, òàê è äëÿ�åðìèîíîâ, à âòîðîåw(n0; n1; : : : ) = 0 ïðè nk > 1 (18)� òîëüêî â ñëó÷àå �åðìèîíîâ.Ýòè óñëîâèÿ çíà÷èòåëüíî çàòðóäíÿþò ïîèñê ñðåä�íèõ çíà÷åíèé è �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñ�òèö â k-ì ñîñòîÿíèè, wk(nk), íåïîñðåäñòâåííî èç (1),îäíàêî, èñïîëüçóÿ (8) è (9), ëåãêî ïîëó÷àåìhnki = exp(�"k)S [A1 � [� exp(�"k)℄g : (19)Â ñëó÷àå �åðìèîíîâ ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñîâïàäà�åò, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñ wk(nk = 1), à â ñëó÷àåáîçîíîâ èç (9) íàõîäèìwk(nk = 0) = 12S �A21 +A2 � 2A1 exp(�"k)� ;wk(nk = 1) = exp(�"k)S [A1 � exp(�"k)℄ ;wk(nk = 2) = exp(�2"k)S :Âû÷èñëèì ýíåðãèþ äâóõ ÷àñòèö, çàõâà÷åííûõ âìàãíèòíóþ ïàðàáîëè÷åñêóþ ëîâóøêó [7℄, ïîòåíöèàëêîòîðîé äëÿ óïðîùåíèÿ �îðìóë áóäåì ñ÷èòàòü ñ�å�ðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì:V = 12m!2(x2 + y2 + z2):Â ýòîì ñëó÷àå Ek = ~!(vx+vy+vz), ãäå 0 � vx;y;z <<1 � êîëåáàòåëüíûå êâàíòîâûå ÷èñëà, è ìû ïîëó�÷àåìE = 6~!a(1� a)�7 � (�a2)(1� a2)�4(1� a)�6 � (a2 � 1)�3 ;a = exp��~!T � : (20)

Ïðè âûñîêîé òåìïåðàòóðå (~!=T � 1) ïàðàìåòð a �� 1, 1� a � ~!=T , è èç (20) íàõîäèìE = 6T; C = dE=dT = 6;ò. å. òåïëîåìêîñòü â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà òåïëîåìêî�ñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðîâ. Â ïðîòèâî�ïîëîæíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå íèçêèõ òåìïåðàòóð(~!=T � 1) äëÿ �åðìèîíîâ è áîçîíîâ èç (20) íà�õîäèì ðàçíûå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâåííîE = ~! + 3~! exp(�~!=T )è E = 3~! exp(�~!=T ):Ýòè ðàçíûå ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêîâîé òåï�ëîåìêîñòè C = 3�~!T �2 exp��~!T � ;êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ â äâà ðàçà ìåíü�øåé òåïëîåìêîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðîâ.Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ áîçîíîâ ÿâëÿ�åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåãî �àêòà. Â ýòîì ñëó�÷àå ïðè T ! 0 èç (7) ñëåäóåò, ÷òî exp[G(x)℄ == 1 � z, S = 1, îòêóäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì E == g1E1 exp(�E1=T ), ãäå E1 � ýíåðãèÿ ïåðâîãî âîç�áóæäåííîãî óðîâíÿ, g1 � åãî ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ. Âîòëè÷èå îò ýòîãî, ïðè T ! 0 ýíåðãèÿ òðåõ çàõâà÷åí�íûõ â ïàðàáîëè÷åñêóþ ëîâóøêó �åðìèîíîâ ðàâíàE = 2~! + 193 ~! exp��~!T � ;ò. å. òåïëîåìêîñòü òàêîé ñèñòåìûC = 193 �~!T �2 exp��~!T �ïðè T ! 0 îêàçûâàåòñÿ áîëüøå òåïëîåìêîñòè äâóõ,íî ìåíüøå òåïëîåìêîñòè òðåõ íåçàâèñèìûõ ÷àñòèö.Ïðè T ! 1 ïðèìåíèìà ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà, èäëÿ òåïëîåìêîñòè áîçîíîâ è �åðìèîíîâ ïîëó÷àåòñÿêëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò C = 3N .5. ÀÍÑÀÌÁËÈ Ñ ÁÎËÜØÈÌ ×ÈÑËÎÌ×ÀÑÒÈÖÄëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â âûðàæåíèè äëÿ�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö íà óðîâíå kwk(nk), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì â âûðà�æåíèè (9),1070



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 6, 2011 Ñòàòèñòèêà ìåçîñêîïè÷åñêèõ àíñàìáëåé : : :wk(nk) = 1S exp(�"knk) 12�i I z�N�1+nk �� exp [Gk(z)℄ dz;Gk(z) = �Xi 6=k ln [1� z exp(�"i)℄ ; (21)óäîáíî âûïîëíèòü çàìåíó z = exp(�+ix), ïîñëå ÷åãîïîëó÷àåìwk(nk) = 1S exp [(�� "k)nk℄�� �Z�� exp [ix(�N + nk) +Gk(x)℄ dx; (22)ïðè÷åì ïðè ïåðåõîäå îò (21) ê (22) ìû îïóñòèëè ìíî�æèòåëè, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò nk è ïîòîìó ¾ïîãëî�ùàþòñÿ¿ íîðìèðîâêîé. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå áî�çîíîâ äëÿ ñõîäèìîñòè ñóìì íåîáõîäèìî âûïîëíåíèåóñëîâèÿ jzj < 1, ò. å. � < 0, òîãäà êàê â ñëó÷àå �åð�ìèîíîâ âåëè÷èíà jzj ïðîèçâîëüíà. Äàëüíåéøèå äåé�ñòâèÿ àíàëîãè÷íû âûïîëíåííûì â ðàáîòàõ [3; 4℄, âêîòîðûõ èññëåäîâàëàñü �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñ�ëà áîçîíîâ â êîíäåíñàòå.�àçëîæèì �óíêöèþ Gk(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êèx = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà x2:Gk(x) = Gk(0) + iAkx�Dkx2:Çäåñü Gk(0) = �Xi 6=k ln [1� exp(�� "i)℄ ;Ak =Xi 6=k [exp("i � �)� 1℄�1 ;Dk = 12Xi 6=k n[exp("i � �)� 1℄�1 �� (�1) [exp("i � �)� 1℄�2o :Âûáåðåì òåïåðü ïàðàìåòð �, ïîòðåáîâàâ âûïîë�íåíèÿ óñëîâèÿAk =Xi 6=k [exp("i � �)� 1℄�1 = N � nk: (23)Óñëîâèå (23) ñîâïàäàåò ñ (5), è ïàðàìåòð � îáðåòàåòñìûñë õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Òàêèì îáðàçîì,Ak =Xi 6=k ni; Dk = 12Xi 6=k �ni � (�1)n2i � ; (24)è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ñîñòîÿíèèk ïðèíèìàåò âèä

wk(nk) = 1S exp [(�� "k)nk℄�� �Z�� exp �ix(nk � nk)�Dkx2� dx: (25)Ïðè íàïèñàíèè âûðàæåíèÿ (25) îòáðîøåíû íå çàâè�ñÿùèå îò nk è ïîòîìó ïîãëîùàþùèåñÿ íîðìèðîâêîéñîìíîæèòåëè.Äëÿ àíñàìáëÿ áîçîíîâ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ(25) áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [3; 4℄. Â ñëó÷àåîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ w0(n0) (ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà÷àñòèö â êîíäåíñàòå) ïðè T ! 0 âåëè÷èíà D0 ! 0è èñïîëüçîâàííîå çäåñü ðàçëîæåíèå �óíêöèè G(z)ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê óæåîòìå÷àëîñü, G(z) = (1 � z)�1, îòêóäà íåìåäëåííîñëåäóåò, ÷òî w0(n0) = Æn0N ïðè T = 0. Îáëàñòü òåì�ïåðàòóð, áëèçêèõ ê íóëþ, çàòðóäíåíà äëÿ èññëåäîâà�íèÿ, îäíàêî óæå ïðè òåìïåðàòóðå, åùå ìíîãî ìåíü�øåé êðèòè÷åñêîé, êîãäà ÷èñëî ÷àñòèö â êîíäåíñàòååùå î÷åíü âåëèêî, âåëè÷èíà D0 ñòàíîâèòñÿ áîëüøîéè ðàñïðåäåëåíèå (25) äëÿ w0(n0) ïðèíèìàåò âèä ðå�çîíàíñà [3℄:w0(n0) = 1S exp ��n0 � (n0 � n0)24D0 � ;D0 = 12 � TT0�3N;� = � ln�1+ 1n0 � ;  = �(2)�(3) � 1:37 (26)(�(s) � äçåòà-�óíêöèÿ �èìàíà), èìåþùåãî ãàóññîâó�îðìó, öåíòð êîòîðîãî ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ñäâè�ãàåòñÿ â ñòîðîíó óìåíüøàþùèõñÿ çíà÷åíèé n0, à øè�ðèíà âîçðàñòàåò. Â óçêîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîéòåìïåðàòóðû (ïðè N ! 1 ñêà÷êîì) ïðîèñõîäèò ïå�ðåñòðîéêà ýòîé çàâèñèìîñòè, è ðàñïðåäåëåíèå w0(n0)ïðèíèìàåò âèä (3). ×òî æå êàñàåòñÿ âîçáóæäåííûõñîñòîÿíèé, â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà Dk 6=0 âñåãäà ïî�ðÿäêà N , èíòåãðàë â (25) ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îònk, ò. å. ðàñïðåäåëåíèå wk 6=0(nk) ïðè âñåõ òåìïåðàòó�ðàõ èìååò âèä (3).Â ñëó÷àå �åðìèîíîâ ïðè òåìïåðàòóðå, ìíîãîìåíüøåé òåìïåðàòóðû âûðîæäåíèÿ, T � EN , ãäåEN � ãðàíè÷íàÿ ýíåðãèÿ, èìååì nk = 1 ïðè k < Nè nk = 0 ïðè k > N . Â èòîãå Dk = 0. Ìîæíî ïðî�âåðèòü, ÷òî è âñå ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ�óíêöèè G(x) â ýòîì ñëó÷àå îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïî�ýòîìó ïîñëå âûïîëíåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â (25) è ïî�ñëåäóþùåé íîðìèðîâêè ðàñïðåäåëåíèå wk(nk) ïðè�íèìàåò âèä (3). Â îáëàñòè òåìïåðàòóð 0 < T < ENðàñïðåäåëåíèå (25) ìîæåò íåñêîëüêî îòëè÷àòüñÿ îò(3). Îäíàêî ïðè T � EN âåëè÷èíà Dk óæå ñòàíî�âèòñÿ áîëüøîé è èíòåãðàë â (25) ïåðåñòàåò èãðàòü1071
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû ñðåäíåãî ÷èñ-ëà áîçîíîâ â êîíäåíñàòå, âû÷èñëåííûå ïî òî÷íîé�îðìóëå (8) � êðóæêè, è ïî àñèìïòîòè÷åñêîé (ïðèáîëüøèõ N) àíàëèòè÷åñêîé �îðìóëå (27) � êâàäðà-òû. ×èñëî áîçîíîâ â àíñàìáëå N = 20êàêóþ-ëèáî ðîëü. Â èòîãå âûðàæåíèå (25) îïÿòü ñîâ�ïàäàåò ñ (3).Íà ðèñ. 1 ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ çíà÷åíèéhn0i, íàéäåííûå äëÿ çàõâà÷åííîãî â ïàðàáîëè÷åñêóþëîâóøêó àíñàìáëÿ áîçîíîâ ïî òî÷íîé �îðìóëå (8),ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî ïðè�áëèæåííîé àíàëèòè÷åñêîé �îðìóëå, ïîëó÷àþùåéñÿèç ðàñïðåäåëåíèÿ (3) ïðè áîëüøîì ÷èñëå çàõâà÷åí�íûõ â ëîâóøêó ÷àñòèö,n0 = N2 "1�t3+r(1�t3)2+4t3N # ; t = TT ; (27)T � êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà,T = ~!� N�(3) �1=3�1� 0:73N1=3 � ;â êîòîðóþ âíåñåíà ïîïðàâêà íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñ�òèö [8℄. Âûðàæåíèå (27) ïîëó÷åíî â ðàáîòå [3℄ èïðàâèëüíî îïèñûâàåò ïëàâíîå óáûâàíèå ÷èñëà ÷àñ�òèö â êîíäåíñàòå äî íóëÿ â îáëàñòè êðèòè÷åñêîéòåìïåðàòóðû, âûçâàííîå êîíå÷íîñòüþ ÷èñëà ÷àñòèö.Ïðè áîëüøèõ N îíî ïðèìåíèìî âî âñåé îáëàñòè òåì�ïåðàòóð íèæå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû è â óçêîéîêðåñòíîñòè âûøå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, êîãäàt� 1� 1. Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî óæå ïðè N = 20 ÷èñ�ëåííûå çíà÷åíèÿ hn0i, íàéäåííûå ïî �îðìóëå (8),î÷åíü áëèçêè ê çíà÷åíèÿì n0, íàéäåííûì ïî �îðìó�ëå (27), ò. å. èç ðàñïðåäåëåíèÿ (3).Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå, w0(n0),íàéäåííûå ïî òî÷íûì �îðìóëàì (9), è çíà÷åíèÿ,
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�èñ. 2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö âêîíäåíñàòå. Çíà÷åíèÿ w0(n0) âû÷èñëåíû ïî òî÷íîé�îðìóëå (9) � êðóæêè, è ïî àñèìïòîòè÷åñêîé �îð-ìóëå (26) � êâàäðàòû; N = 27, T=T0 = 0:75âû÷èñëåííûå ïî àíàëèòè÷åñêîé �îðìóëå (26), ïðè�ìåíèìîé ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå N çàõâà÷åí�íûõ ÷àñòèö. 6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ�àçâèò ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëèòü ðàâíî�âåñíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ áîçîíîâ è �åðìèî�íîâ â àíñàìáëÿõ ñ îãðàíè÷åííûì (êîíå÷íûì) ÷èñ�ëîì ÷àñòèö. Ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ íå èìåþò âèä ïðî�èçâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ÷èñåë ÷àñòèö â ðàçíûõêâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ, ò. å. îáíàðóæèâàåòñÿ ñòàòè�ñòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé ÷èñåë ÷àñòèöïî ðàçíûì êâàíòîâûì óðîâíÿì. Â ñëó÷àå áîëüøî�ãî ÷èñëà ÷àñòèö â àíñàìáëå íàéäåííûå ðàñïðåäå�ëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñðåäíèì çíà÷åíèÿì äëÿ ÷èñåë÷àñòèö íà êâàíòîâûõ óðîâíÿõ, ñîâïàäàþùèì ñ ðå�çóëüòàòàìè ðàñïðåäåëåíèé Áîçå �Ýéíøòåéíà è Ôåð�ìè �Äèðàêà. Ïðè âûñîêîé òåìïåðàòóðå íàéäåííûåðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåõîäÿò â ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìà�íà, ïðè÷åì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå÷àñòèö è â ýòîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿçàâèñèìîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñåë ÷àñòèö âðàçíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ è òîëüêî ïðè N !1ýòà çàâèñèìîñòü èñ÷åçàåò. Äëÿ ñëó÷àÿ áîçîíîâ, çà�õâà÷åííûõ â ïàðàáîëè÷åñêóþ ëîâóøêó, âûïîëíåíîñðàâíåíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö âêîíäåíñàòå è ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå,ïîëó÷åííûõ ïî òî÷íûì �îðìóëàì (8) è (9) è íàéäåí�íûì ñîîòâåòñòâåííî ïî àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèÿì(26) è (27), ïðèìåíèìûì ïðè áîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèöâ àíñàìáëå.1072
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