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ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÀÍÑÀÌÁËß ÀÒÎÌÎÂ ÌÀËÎÉÏËÎÒÍÎÑÒÈ Â ÌÎÍÎÕ�ÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎËÅÑ Ó×ÅÒÎÌ ÝÔÔÅÊÒÎÂ ÎÒÄÀ×ÈÎ. Í. Ïðóäíèêîâ, �. ß. Èëüåíêîâ, À. Â. Òàé÷åíà÷åâ, À. Ì. Òóìàéêèí, Â. È. ÞäèíÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò *Èíñòèòóò ëàçåðíîé �èçèêè **Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 íîÿáðÿ 2010 ã.�àçðàáîòàí ìåòîä ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ êâàíòîâîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèöûïëîòíîñòè àòîìîâ â ïðîèçâîëüíî ïîëÿðèçîâàííîì ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ïîëå ñ ïîëíûì ó÷åòîì ý��åê-òîâ îòäà÷è è âûðîæäåííîñòè àòîìíûõ óðîâíåé ïî ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà. Òàêîé ìåòîä ïîçâîëÿåòïîëó÷èòü íàèáîëåå îáùåå ðåøåíèå, ñâîáîäíîå îò èñïîëüçóåìûõ ðàíåå ïðèáëèæåíèé (êâàçèêëàññè÷åñêî-ãî ïðèáëèæåíèÿ, ñåêóëÿðíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ò. ï.) Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî òåìïåðàòóðà ëàçåðíîãîîõëàæäåíèÿ åñòü �óíêöèÿ íå òîëüêî ãëóáèíû îïòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (êàê ñ÷èòàëîñü ðàíåå), íî è ìàññûàòîìà. 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅËàçåðíîå îõëàæäåíèå íåéòðàëüíûõ àòîìîâ ÿâëÿ�åòñÿ îäíèì èç ïðèîðèòåòíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿàòîìíîé è ëàçåðíîé �èçèêè. Õîëîäíûå àòîìû èñ�ïîëüçóþòñÿ â àòîìíîé ñïåêòðîñêîïèè, ñòàíäàðòàõ÷àñòîòû íîâîãî ïîêîëåíèÿ, â ýêñïåðèìåíòàõ ñ êîí�äåíñàòîì Áîçå �Ýéíøòåéíà íåéòðàëüíûõ àòîìîâ èò. ä. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êèíåòèêà íåéòðàëüíûõ àòî�ìîâ â ïîëÿðèçîâàííûõ ñâåòîâûõ ïîëÿõ îïèñûâàåò�ñÿ êâàíòîâûì êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ àòîì�íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè, âêëþ÷àþùèì âñå àòîìíûåóðîâíè è êîãåðåíòíîñòü ìåæäó íèìè, à òàêæå ó÷è�òûâàþùåå ý��åêòû îòäà÷è, âîçíèêàþùèå â ïðîöåñ�ñàõ ïîãëîùåíèÿ è èçëó÷åíèÿ �îòîíîâ. Äëÿ êà÷å�ñòâåííîãî îïèñàíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ý��åêòîâ èçíà�÷àëüíî áûë ðàçâèò êâàçèêëàññè÷åñêèé ïîäõîä (ñì.,íàïðèìåð, [1℄), ïðè êîòîðîì óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðè�öû ïëîòíîñòè ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ òèïà Ôîêêå�ðà �Ïëàíêà äëÿ âèãíåðîâñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíèì èç îñíîâíûõóñëîâèé ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà*E-mail: llf�admin.nsu.ru**E-mail: llf�laser.ns
.ru

ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü ïàðàìåòðà îòäà÷è !R=
, ãäå 
 �ñêîðîñòü ñïîíòàííîãî ðàñïàäà, à ~!R = ~2k2=M �ýíåðãèÿ îòäà÷è, ïîëó÷àåìàÿ àòîìîì ñ ìàññîé M âïîêîå ïðè èçëó÷åíèè èëè ïîãëîùåíèè �îòîíà ñ èì�ïóëüñîì ~k. Äðóãèì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ÿâëÿåò�ñÿ ìàëîñòü èìïóëüñà �îòîíîâ ñâåòîâîãî ïîëÿ ïî îò�íîøåíèþ ê øèðèíå èìïóëüñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ àòî�ìîâ, ~k=�p � 1. Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà áûëèïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ñèëû è êîý��èöèåíòîâäè��óçèè, ïîçâîëÿþùèå ïðèáëèæåííî îïèñàòü ý���åêòû îõëàæäåíèÿ è äèíàìèêó àòîìîâ â ñâåòîâûõïîëÿõ, âêëþ÷àÿ ý��åêòû äîïëåðîâñêîãî è ñóáäîïëå�ðîâñêîãî îõëàæäåíèÿ àòîìîâ. Ïîçæå áûëè ðàçâèòûêâàíòîâûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå àíàëèçèðîâàòü êè�íåòèêó àòîìîâ âíå ðàìîê êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðè�áëèæåíèÿ [2�4℄. Îäíàêî ðàçâèòûå êâàíòîâûå ïîäõî�äû òàêæå èìåþò ðÿä îãðàíè÷åíèé. Òàê, íàïðèìåð,äëÿ êâàíòîâîãî îïèñàíèÿ îõëàæäåíèÿ è ëîêàëèçà�öèè àòîìîâ â îïòè÷åñêîì ïîòåíöèàëå èñïîëüçóåòñÿñåêóëÿðíîå ïðèáëèæåíèå [4�9℄:pU0=~!R � jÆj=
: (1)Â äàííîì ïðèáëèæåíèè ðàññòîÿíèå ìåæäó ýíåðãåòè�÷åñêèìè çîíàìè â îïòè÷åñêîì ïîòåíöèàëå áîëüøå èõøèðèíû, îáóñëîâëåííîé îïòè÷åñêîé íàêà÷êîé è òóí�íåëèðîâàíèåì. Ñâåòîâîé ñäâèã U0 îïðåäåëÿåò ãëóáè�1074



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 6, 2011 Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå àíñàìáëÿ àòîìîâ : : :íó îïòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, Æ = ! � !0 îòñòðîéêà÷àñòîòû ñâåòîâîãî ïîëÿ ! îò ÷àñòîòû àòîìíîãî ïå�ðåõîäà !0. Ïðè �èêñèðîâàííîé ãëóáèíå îïòè÷åñêîãîïîòåíöèàëà äàííîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî â ïðå�äåëå áîëüøèõ îòñòðîåê è, íàîáîðîò, ïðè çàäàííîéîòñòðîéêå îíî íàðóøàåòñÿ â ãëóáîêîì îïòè÷åñêîìïîòåíöèàëå. Áîëåå òîãî, äàæå ïðè âûïîëíåíèè óñëî�âèÿ (1) ñåêóëÿðíîå ïðèáëèæåíèå õîðîøî âûïîëíÿ�åòñÿ ëèøü äëÿ íèæíèõ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé îï�òè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è íàðóøàåòñÿ äëÿ áîëåå âû�ñîêèõ, ãäå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåáàòåëüíûìè óðîâ�íÿìè ñòàíîâèòñÿ ìåíüøèì âñëåäñòâèå ý��åêòîâ àí�ãàðìîíèçìà. Òåì áîëåå ñåêóëÿðíîå ïðèáëèæåíèå íåïðèìåíèìî äëÿ àòîìîâ, ñîâåðøàþùèõ íàäáàðüåðíîåäâèæåíèå.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèò àëüòåðíàòèâíûé ìå�òîä, ïîçâîëÿþùèé íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äëÿìàòðèöû ïëîòíîñòè àòîìîâ ñ âûðîæäåííûìè ïî ïðî�åêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà óðîâíÿìè â ñâåòîâîì ïî�ëå, îáðàçîâàííîì âñòðå÷íûìè âîëíàìè ïðîèçâîëü�íîé èíòåíñèâíîñòè è ïîëÿðèçàöèè. Ïðåäëîæåííûéìåòîä ïîçâîëÿåò òî÷íî ó÷åñòü ïîñòóïàòåëüíîå äâè�æåíèå àòîìîâ è ý��åêòû îòäà÷è, âîçíèêàþùèå âïðîöåññàõ ïîãëîùåíèÿ è èçëó÷åíèÿ �îòîíîâ.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìîòðèì îäíîìåðíîå äâèæåíèå àòîìîâ (âäîëüîñè z), èìåþùèõ ïîëíûå óãëîâûå ìîìåíòû â îñíîâ�íîì jg è âîçáóæäåííîì je ñîñòîÿíèÿõ, â ïîëå, îá�ðàçîâàííîì âñòðå÷íûìè ñâåòîâûìè âîëíàìè ðàâíîé÷àñòîòû è èíòåíñèâíîñòè,E(z; t) = E0 �e1 eikz + e2 e�ikz� e�i!t + 
.
.;en = X�=0;�1 e�ne�; n = 1; 2: (2)Çäåñü E0 � àìïëèòóäà êàæäîé èç âñòðå÷íûõ âîëí.Åäèíè÷íûå âåêòîðû e1 è e2 ñ êîíòðàâàðèàíòíûìèêîìïîíåíòàìè e�n â öèêëè÷åñêîì áàçèñå fe0 = ez,e�1 = �(ex � iey)=p2 g îïðåäåëÿþò ïîëÿðèçàöèþâñòðå÷íûõ âîëí.Ýâîëþöèÿ àíñàìáëÿ àòîìîâ ìàëîé ïëîòíîñòè,êîãäà ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü, îïðåäåëÿåòñÿ êâàíòîâûì êèíåòè÷åñêèì óðàâ�íåíèåì äëÿ àòîìíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè �̂ â îäíî÷à�ñòè÷íîì ïðèáëèæåíèè:��t �̂ = � i~ hĤ; �̂i� �̂f�̂g; (3)ãäå Ĥ � ãàìèëüòîíèàí, à ÷ëåí �̂f�̂g îïèñûâàåò ðå�ëàêñàöèþ àòîìíûõ óðîâíåé â ïðîöåññå ñïîíòàííî�

ãî ðàñïàäà. Îòìåòèì, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå çàïè�ñàíî â îáùåì îïåðàòîðíîì âèäå. Êîíêðåòíûé âèäóðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûáðàííûì ïðåäñòàâëåíè�åì äëÿ äâóõòî÷å÷íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Íàèáî�ëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå�̂(p1; p2), êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå �̂(z1; z2) è âèã�íåðîâñêîå (êîîðäèíàòíî-èìïóëüñíîå) ïðåäñòàâëåíèå�̂(z; p), ãäå z = (z1 + z2)=2 è p = (p1 + p2)=2. Äëÿíàøåãî ìåòîäà íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ÿâëÿåòñÿ êîîð�äèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå:��t �̂(z1; z2) = � i~ hĤ(z1)�̂(z1; z2) �� �̂(z1; z2)Ĥ(z2)i� �̂f�̂(z1; z2)g: (4)�àìèëüòîíèàí àòîìà Ĥ(z) ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììó ñëà�ãàåìûõ: Ĥ(z) = p̂22M + Ĥ0 + V̂ED(z); (5)ãäå p̂ = �i~�=�z � îïåðàòîð èìïóëüñà â êîîðäèíàò�íîì ïðåäñòàâëåíèè, Ĥ0 = �~ÆP̂e � ãàìèëüòîíèàíñâîáîäíîãî àòîìà,P̂e =X�e jJe; �eihJe; �ej� ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîåV̂ED(z) îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå àòîìà ñ ïîëåì (2)â òî÷êå z. Ìàòðèöó ïëîòíîñòè �̂ ìîæíî ðàçáèòü íà÷åòûðå ìàòðè÷íûõ áëîêà:�̂ =  �̂ee �̂eg�̂gg �̂gg ! ; (6)ãäå �̂gg , �̂ee � ìàòðèöû ïëîòíîñòè îñíîâíîãî è âîç�áóæäåííîãî ñîñòîÿíèé, �̂ge, �̂eg � ìàòðèöû, îïèñûâà�þùèå îïòè÷åñêóþ êîãåðåíòíîñòü ìåæäó ðàçëè÷íû�ìè ïîäóðîâíÿìè îñíîâíîãî è âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿ�íèé. Òîãäà îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåì V̂ED(z)òàêæå ìîæíî ðàçáèòü íà áëîêè:V̂ED =  0 V̂V̂ y 0 ! ; (7)ãäå ìàòðèöà V̂ , èìåþùàÿ âèäV̂ (z) = V̂1eikz + V̂2e�ikz ;V̂n = ~
 X�=0;�1 T̂� e�n; n = 1; 2; (8)îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðàìè ïîëÿðèçàöèé âñòðå÷íûõâîëí è âåêòîðíûì îïåðàòîðîì T̂q , ìàòðè÷íûå ýëå�ìåíòû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîý��èöèåíòûÊëåáøà ��îðäàíà:T̂� = X�e;�g Cje;�e1;�; jg;�g jje; �eihjg ; �gj: (9)1075 3*



Î. Í. Ïðóäíèêîâ, �. ß. Èëüåíêîâ, À. Â. Òàé÷åíà÷åâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 6, 2011Çäåñü 
 = �E0hdi=~ � ÷àñòîòà �àáè íà îäíó âîëíó,à hdi � ïðèâåäåííûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðàäèïîëüíîãî ìîìåíòà îïòè÷åñêîãî ïåðåõîäà. Ïîñëåä�íèé ÷ëåí �̂f�̂g êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3), îïèñû�âàþùèé ðåëàêñàöèþ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, èìååò èç�âåñòíûé âèä:�̂f�̂g = 
2 �P̂e �̂+ �̂ P̂e��� 
 X�=0;�1 1Z�1 D̂y�e�iksẑ �̂ eiksẑD̂�K�(s) ds: (10)Çäåñü ìàòðèöà D̂� =  0 T̂�0 0 ! ; (11)à �óíêöèèK�1(s) = 38(1 + s2); K0(s) = 34(1� s2)îïðåäåëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ñïîíòàííîé ýìèññèè�îòîíà ñ ïîëÿðèçàöèåé � = �1; 0 â íàïðàâëåíèè,ñîñòàâëÿþùèì óãîë � ñ îñüþ z, s = 
os �. Â êîîðäè�íàòíîì ïðåäñòàâëåíèè â ïåðåìåííûõ z = (z1 + z2)=2è q = z1� z2 âûðàæåíèå (10) çàïèñûâàåòñÿ íàèáîëååïðîñòî:�̂f�̂g = 
2 �P̂e�̂+�̂P̂e��
 X�=0;�1��(q)D̂y� �̂ D̂� ; (12)âèä �óíêöèè ��(q) ñëåäóåò èç (10):��1(q) = 32 � sin qq � sin qq3 + 
os qq2 � ;�0(q) = 3� sin qq3 � 
os qq2 � : (13)Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ÿâëÿåòñÿïåðèîäè÷åñêèì ïî êîîðäèíàòå z, ïîýòîìó ìàòðèöóïëîòíîñòè áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà:�̂(z; q) =Xn �̂(n)(q) einkz : (14)Óðàâíåíèå äëÿ ìàòðè÷íûõ �óðüå-ãàðìîíèê �̂(n) ìî�æåò áûòü çàïèñàíî êàê òðåõ÷ëåííîå ðåêóððåíòíîåñîîòíîøåíèå:� n iM ��q �̂(n) = L0 n�̂(n)o++ L+ n�̂(n�1)o+ L� n�̂(n+1)o ; (15)ãäå îïåðàòîðû L ìîæíî çàïèñàòü êàê

L+ f�̂g = � i~ �Ŵ1�̂eikq=2 � �̂Ŵ1e�ikq=2� ;L� f�̂g = � i~ �Ŵ2�̂e�ikq=2 � �̂Ŵ2eikq=2� ;L0 f�̂g = � i~ �Ĥ0�̂� �̂Ĥ0�� �̂f�̂g (16)ñ ìàòðè÷íûìè êîý��èöèåíòàìèŴ1 =  0 V̂1V̂ y2 0 ! ; Ŵ2 =  0 V̂2V̂ y1 0 ! : (17)�åêóðñèÿ (15) ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì öåï�íûõ äðîáåé. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä öåïíûõ äðîáåé ÷àñ�òî èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ àíàëèçà îïòè÷åñêîãî óðàâíå�íèÿ Áëîõà â ðàçëè÷íûõ ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ çàäà�÷àõ [10�12℄, à òàêæå äëÿ ïîèñêà ñèëû, äåéñòâóþùåéíà àòîìû â ñâåòîâûõ ïîëÿõ (ñì., íàïðèìåð, [13; 14℄).Îñíîâíîå îòëè÷èå íàøåãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ âòîì, ÷òî óðàâíåíèå (15) ïîëíîñòüþ ó÷èòûâàåò ý���åêòû îòäà÷è è ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè, ïî�ñêîëüêó ñîäåðæèò âñå âîçìîæíûå �óðüå-ãàðìîíèêè.�àíåå çàäà÷à ïîèñêà ñòàöèîíàðíîé ìàòðèöû ïëîòíî�ñòè ñ ó÷åòîì ý��åêòîâ îòäà÷è, íî áåç ó÷åòà ïðî�ñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè â ðàìêàõ ïðîñòåéøåéìîäåëè äâóõóðîâíåâîãî àòîìà áûëà ðàññìîòðåíà âðàáîòå [15℄.3. ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÖÅÏÍÛÕÄ�ÎÁÅÉÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îáîáùèì ìåòîä öåïíûõäðîáåé äëÿ ïîèñêà ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòðè�öû ïëîòíîñòè àòîìîâ ñ âûðîæäåííûìè ïî ïðîåêöèèóãëîâîãî ìîìåíòà óðîâíÿìè ñ ó÷åòîì ý��åêòîâ îò�äà÷è, âîçíèêàþùèõ ïðè âçàèìîäåéñòâèè àòîìà ñ ïî�ëåì.Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ãàðìîíèêè ìàòðèöûïëîòíîñòè çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé q, îïðåäåëÿþùåéêîððåëÿöèþ àòîìíûõ ñîñòîÿíèé â äâóõ ïðîñòðàí�ñòâåííûõ òî÷êàõ z1 = z+q=2 è z2 = z�q=2. Â ñèëó òî�ãî, ÷òî ýòà êîððåëÿöèÿ äîëæíà çàòóõàòü ñ ðîñòîì q,âûáåðåì áîëüøîé, íî êîíå÷íûé èíòåðâàë èçìåíåíèÿïåðåìåííîé q îò �qmax äî qmax è ðàçîáüåì åãî ñåò�êîé ñ äèñêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè qi. Äëÿ äèñêðåòíûõèíäåêñîâ qi ïðîèçâîäíàÿ ��̂(q)=�q â óðàâíåíèè (15)ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîéñõåìîé: ��q �̂qi � 12�q ��̂qi+1 � �̂qi�1� ; (18)ãäå �q � øàã ñåòêè.1076



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 6, 2011 Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå àíñàìáëÿ àòîìîâ : : :1=2 3=2�1=2�3=2
1=2�1=2

à á0
0 1�1

1 2�2 �1
�èñ. 1. Ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìíûõ ïîäóðîâíåé ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì äëÿ àòîìîâ ñ îïòè÷åñêèìè ïåðåõî-äàìè jg = 1=2 ! je = 3=2 (a) è jg = 1 ! je = 2 (á ). Äâîéíûìè ñòðåëî÷êàìè óêàçàíû âûíóæäåííûå ïåðåõîäû,âîëíèñòûìè � ñïîíòàííûå ðàñïàäûÄàëåå ïåðåéäåì îò ìàòðè÷íîé çàïèñè äëÿ ìàò�ðèöû ïëîòíîñòè �̂ ê âåêòîðíîé �, êîãäà ìàòðè÷�íûå êîìïîíåíòû ��e;�gqi , ñîãëàñíî âûáðàííîìó ïðà�âèëó, çàïèñûâàþòñÿ â âèäå âåêòîðà-ñòîëáöà ñ èí�äåêñàìè �f�e;�g;qig. Â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè äåé�ñòâèå îïåðàòîðîâ L0;� ��̂(n)	 íà ãàðìîíèêè ìàòðèöûïëîòíîñòè (15) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå óìíî�æåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ìàòðèö L̂0;� íà âåê�òîð-ñòîëáåö �(n).Îòìåòèì, ÷òî âåêòîð-ñòîëáåö �(n) äëÿ àòîìîâ ñïåðåõîäîì jg ! je ñîäåðæèò â îáùåì ñëó÷àåNq ((2je + 1) + (2jg + 1))2ýëåìåíòîâ, ãäå Nq � ÷èñëî òî÷åê â ðàçáèåíèè ïîïàðàìåòðó q. Ñîîòâåòñòâåííî, L̂0;� � êâàäðàòíûåìàòðèöû äàííîé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî (ñì. ñõåìóâçàèìîäåéñòâèÿ àòîìíûõ ïîäóðîâíåé ñ ýëåêòðîìàã�íèòíûì ïîëåì ðèñ. 1) ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñîäåð�æèò äîñòàòî÷íî ìíîãî íóëåâûõ ýëåìåíòîâ è ïîýòî�ìó ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû ìîæåò áûòü çíà÷èòåëü�íî óìåíüøåíà, åñëè èñêëþ÷èòü ñòðîêè è ñòîëáöûìàòðèö L̂0;�, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì íóëåâûì ýëå�ìåíòàì. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ àòîìîâ ñ ïåðåõîäîìjg = 1=2 ! je = 3=2 âåêòîð-ñòîëáåö �(n) ñîäåðæèò18Nq íåíóëåâûõ ýëåìåíòà, à äëÿ àòîìîâ ñ ïåðåõîäîìjg = 1! je = 2 � 34Nq íåíóëåâûõ ýëåìåíòà.Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíûõãàðìîíèê �(n) áóäåò çàïèñàíî â âèäåL̂+�(n�1)+�L̂0� inM Ĝkin��(n)+L̂��(n+1) = 0; (19)ãäå Ĝkin � ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëå�íèå ðàçíîñòíîé ñõåìû (18) äëÿ âåêòîðíîé çàïèñèìàòðèöû ïëîòíîñòè �. Äàííîå ðåêóððåíòíîå óðàâ�íåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî ìåòîäîì öåïíûõ äðî�áåé. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíûå ãàðìîíè�êè n � 1 è íàéäåì ìàòðèöû Ŝ(n) ñ òàêèìè ñâîéñòâà�ìè:

�(n) = Ŝ(n)�(n�1) : (20)Ýòè ìàòðèöû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ�L̂++�L̂0� inM Ĝkin� Ŝ(n)+L̂�Ŝ(n+1)Ŝ(n)��� �(n�1) = 0; (21)÷òî ïðèâîäèò ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿìàòðèö Ŝ(n):Ŝ(n) = � ��L̂0 � inM Ĝkin�+ L̂�Ŝ(n+1)��1 L̂+: (22)Àíàëîãè÷íî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ãàðìîíèê n � �1ìîæíî íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö P̂ (n), òà�êèõ ÷òî �(n) = P̂ (n)�(n+1), óäîâëåòâîðÿþùèõ ðåêóð�ðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþP̂ (n) = � ��L̂0 � inM Ĝkin�+ L̂+P̂ (n�1)��1 L̂�: (23)Âûáåðåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå N , ïðè êî�òîðîì ãàðìîíèêè àòîìíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè èñ�÷åçàþò, ò. å. äëÿ âñåõ n � N ïîëàãàåì Ŝ(n) = 0è P̂ (�n) = 0. Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøå�íèÿ (22) è (23), íàéäåì íåíóëåâûå Ŝ(n) è P̂ (�n) äëÿ1 � n < N .Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå ìàòðèöû Ŝ(1) è P̂ (�1), çà�ïèøåì óðàâíåíèå äëÿ íóëåâîé ãàðìîíèêè �(0):hL̂+P̂ (�1) + L̂0 + L̂�Ŝ(1)i�(0) = 0: (24)Äàííîå óðàâíåíèå äîëæíî áûòü äîïîëíåíî óñëîâè�åì íîðìèðîâêè Trf�̂(0)(q = 0)g = 1, ïîñêîëüêó îïðå�äåëèòåëü âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (24)ðàâåí íóëþ. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ïðîñòðàíñòâåííûõãàðìîíèê, óäåðæèâàåìûõ â ðàñ÷åòàõ, îïðåäåëÿåòñÿñõîäèìîñòüþ óðàâíåíèÿ (15) è çàâèñèò îò ïàðàìåò�ðîâ ñâåòîâîãî ïîëÿ. Îáû÷íî â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõäîñòàòî÷íî áûëî ó÷åñòü 30 ãàðìîíèê.1077
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�èñ. 2. Ïðîñòðàíñòâåííîå (à) è èìïóëüñíîå (á ) ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìîâ ñ îïòè÷åñêèìè ïåðåõîäàìèjg = 1=2! je = 3=2 â ïîëå ñòîÿ÷åé âîëíû ñ ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèåé ïðè îòñòðîéêå Æ = �
=2, ÷àñòîòîé �àáè 
 = 
,ïàðàìåòðîì îòäà÷è !R = 0:1
. Ïðîñòðàíñòâåííûå ãàðìîíèêè íàñåëåííîñòåé îñíîâíîãî Rg (n) è âîçáóæäåííîãî ñî-ñòîÿíèé Re (n) (â). Ôóíêöèè Qg è Qe ïðîñòðàíñòâåííîé êîãåðåíòíîñòè íàñåëåííîñòåé îñíîâíîãî è âîçáóæäåííîãîñîñòîÿíèéÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ñòà�öèîíàðíûå ïðîñòðàíñòâåííîå (a) è èìïóëüñíîå (á )ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ àòîìîâ ñ îïòè÷åñêèì ïåðåõî�äîì jg = 1=2 ! je = 3=2 â ïîëå ñòîÿ÷åé âîë�íû ñ îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèåé ïðè îò�ñòðîéêå Æ = �
=2, ÷àñòîòîé �àáè íà îäíó âîëíó
 = 
 è ïàðàìåòðîì îòäà÷è !R = 0:1
. Àìïëèòóäûïðîñòðàíñòâåííûõ ãàðìîíèê íàñåëåííîñòåé îñíîâ�íîãî Rg (n) = Trf�̂gg (n)(q = 0)g è âîçáóæäåííî�ãî Re (n) = Trf�̂ee (n)(q = 0)g ñîñòîÿíèé (ðèñ. 2â)áûñòðî çàòóõàþò ñ ðîñòîì n, ÷òî ïðèâîäèò ê áû�ñòðîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà öåïíûõ äðîáåé. Àìïëè�òóäû Rg (n) è Re (n) îïðåäåëÿþò ïðîñòðàíñòâåííóþ�óíêöèþ íàñåëåííîñòåé îñíîâíîãî è âîçáóæäåííî�ãî ñîñòîÿíèé àòîìà è èìåþò ëèøü ÷åòíûå ïðîñòðàí�

ñòâåííûå ãàðìîíèêè. Ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâåííîé êî�ãåðåíòíîñòè íàñåëåííîñòåé àòîìíîé ìàòðèöû ïëîò�íîñòè îñíîâíîãî Qg(q) = Trf�̂gg (n=0)(q)g è âîçáóæ�äåííîãî Qe(q) = Trf�̂ee (n=0)(q)g ñîñòîÿíèé â ðàñ�ñìîòðåííîì ïðèìåðå òàêæå áûñòðî óáûâàþò ñ ðîñ�òîì q = z1 � z2.Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà âû�ïîëíåíèå óñëîâèÿ êâàçèêëàññè÷íîñòè ïî ïàðàìåòðóîòäà÷è !R=
 < 1 è â îòñóòñòâèå ñóáäîïëåðîâñêîãîîõëàæäåíèÿ (îäíîðîäíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ñâåòîâîãîïîëÿ) �óíêöèÿ èìïóëüñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååòñóùåñòâåííî êâàíòîâûé õàðàêòåð ñ ïèêàìè øèðè�íîé ïîðÿäêà ~k è ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü àäåêâàòíîîïèñàíà â ðàìêàõ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà.1078



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 6, 2011 Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå àíñàìáëÿ àòîìîâ : : :4. ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�À ËÀÇÅ�ÍÎ�ÎÎÕËÀÆÄÅÍÈßÏðèìåíèì ðàçâèòûé íàìè ìåòîä äëÿ àíàëèçàòåìïåðàòóðû ëàçåðíîãî îõëàæäåíèÿ àòîìîâ ñ âû�ðîæäåííûìè óðîâíÿìè â ïîëÿõ ñ íåîäíîðîäíîé ïî�ëÿðèçàöèåé (òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à î ñóáäîïëå�ðîâñêîì îõëàæäåíèè àòîìîâ). Â ñëó÷àå ìàëîé èí�òåíñèâíîñòè, êîãäà ïàðàìåòð íàñûùåíèÿ S � 1(S = j
j2=(Æ2+ 
2=4)), êèíåòèêó àòîìîâ îáû÷íî ðàñ�ñìàòðèâàþò â óïðîùåííîé �îðìå, êîãäà êâàíòîâîåêèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìî�æåò áûòü ðåäóöèðîâàíî ê óðàâíåíèþ äëÿ ìàòðèöûïëîòíîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìîâ �̂gg àäèàáàòè�÷åñêèì èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòîâ �̂eg , �̂ge è �̂ee [6, 7℄:��t �̂gg = � i~ hĤ; �̂ggi� 
̂f�̂ggg: (25)Çäåñü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìûĤ = p̂22M + ~ÆSV̂ yV̂ ;à îïåðàòîð ñïîíòàííîé ðåëàêñàöèè â êîîðäèíàòíîìïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä
̂f�̂ggg = 
S2 �V̂ yV̂ �̂+ �̂V̂ yV̂ ��� 
S X�=0;�1��(s) T̂ yq V̂ �̂gg V̂ yT̂�: (26)Îòìåòèì, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå �̂gg ðåäóöèðî�âàííîãî óðàâíåíèÿ (25) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ëèøüäâóõ ïàðàìåòðîâ: ïðèâåäåííîé îòñòðîéêè Æ=
 è ïà�ðàìåòðà � = ÆS!�1R , êîòîðûé ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæè�òåëÿ ñîâïàäàåò ñ ãëóáèíîé îïòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëàU0, îïðåäåëåííîé â ðàáîòå [4℄ êàê U0=ER = 4=3�â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ (ER = ~!R � ýíåðãèÿ îò�äà÷è). Áîëåå òîãî, â óñëîâèÿõ ñåêóëÿðíîãî ïðèáëè�æåíèÿ (1) îñòàåòñÿ ëèøü îäèí ïàðàìåòð � (ëèáîU0=ER), îïðåäåëÿþùèé ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå �̂gg .Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè EK=ER = hp2i=(~k)2 îò ïàðàìåòðà U0=ERïðè ðàçëè÷íûõ îòñòðîéêàõ äëÿ àòîìîâ ñ îïòè÷å�ñêèì ïåðåõîäîì jg = 1=2 ! je = 3=2 â ïîëålin ? lin-êîí�èãóðàöèè, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå àíà�ëèçà ðåäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèöû ïëîò�íîñòè (25). Êàê è â ðàáîòå [4℄, ïðè ìàëûõ U0=ER êè�íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ óñòðåìëÿåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, àñ ðîñòîì U0=ER ëèíåéíî ðàñòåò. Ñ ðîñòîì îòñòðîé�êè (ïðè |Æj > 10 äëÿ U0=ER < 300) ðåçóëüòàò õîðîøîñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ñåêóëÿð�íîì ïðèáëèæåíèè [4℄, îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå çàâè�ñèìîñòè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, íà�êëîí ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè EK=ER ñ ðîñòîì U0=ER
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�èñ. 3. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ àòîìîâ ñ îïòè÷åñ-êèìè ïåðåõîäàìè jg = 1=2 ! je = 3=2 â ïîëålin ? lin-êîí�èãóðàöèè êàê �óíêöèÿ U0 ïðè ðàç-ëè÷íûõ îòñòðîéêàõ
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�èñ. 4. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ àòîìîâ ñ îïòè÷åñ-êèìè ïåðåõîäàìè jg = 1=2 ! je = 3=2 â ïîëålin ? lin-êîí�èãóðàöèè ïðè îòñòðîéêå Æ = �5
êàê �óíêöèÿ U0 ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ îòäà÷è!R=
 = 10 (1 ), 50 (2 ), 100 (3 ). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé íà îñíîâå ðåäóöèðîâàííîãîóðàâíåíèÿ (25)îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé îòñòðîéêè ñâåòîâîãî ïîëÿÆ, ÷òî íå áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [4℄.Îòìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íûé ðîñò â íóëå U0 ñâÿçàíñ îñîáåííîñòüþ ðåäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ (25), âêîòîðîì îïóñêàþòñÿ íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàò�ðèöû ïëîòíîñòè �̂eg , �̂ge, ïðèâîäÿùèå ê äîïëåðîâ�ñêèì âêëàäàì â ñèëó òðåíèÿ. Áîëåå ïîëíûé ó÷åò1079



Î. Í. Ïðóäíèêîâ, �. ß. Èëüåíêîâ, À. Â. Òàé÷åíà÷åâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 6, 2011âçàèìîäåéñòâèÿ, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì (4), ïðè�âîäèò ê êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì òåìïåðàòóðíîéçàâèñèìîñòè äàæå ïðè ìàëûõ ïàðàìåòðàõ íàñûùå�íèÿ S � 1 (ðèñ. 4). Â ÷àñòíîñòè âèäíî, ÷òî ñðåäíÿÿêèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ EK ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîé âå�ëè÷èíå, îïðåäåëÿåìîé èçâåñòíûì äîïëåðîâñêèì ïðå�äåëîì. Òàêæå âèäíî, ÷òî íà ëèíåéíîì ó÷àñòêå ðî�ñòà EK ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé èñõîäÿ èç ðåäóöè�ðîâàííîãî óðàâíåíèÿ (25), çíà÷èòåëüíî ðàñõîäèòñÿñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè èç ïîëíîãî óðàâíå�íèÿ (4) äàæå â óñëîâèÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà íàñûùå�íèÿ S < 1 (ò. å. äëÿ âñåõ çíà÷åíèé U0=ER = 0 : : : 500ïðè ðàññìîòðåííûõ Æ = �5
 è ïàðàìåòðà êâàçè�êëàññè÷íîñòè !R=
 < 1=75). Ýòè ðàçëè÷èÿ óêàçû�âàþò íà îãðàíè÷åíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðåäóöèðîâàí�íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè äàæå ïðèìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íàñûùåíèÿ S. Êàê îò�ìå÷àëîñü âûøå, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ðåäóöèðîâàí�íîãî óðàâíåíèÿ (25) îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü äâóìÿ ïàðà�ìåòðàìè (U0=ER è îòñòðîéêîé Æ=
), â òî âðåìÿ êàêïîëíîå ðåøåíèå òàêæå çàâèñèò îò ïðèâåäåííîé ìàñ�ñû àòîìà M = 
=2!R. Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõìàëîãî íàñûùåíèÿ S < 1 ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå èçðåäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ (25) è èç ïîëíîãî óðàâ�íåíèÿ (4), ñîãëàñóþòñÿ ëèøü ïðè áîëüøèõ çíà÷åíè�ÿõ ïðèâåäåííîé ìàññû àòîìà (ìàëîì ïàðàìåòðå êâà�çèêëàññè÷íîñòè !R=
), ò. å. ëèøü â óñëîâèÿõ êâàçè�êëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿàäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ êâàíòîâûõ ðåæèìîâ êèíåòè�êè àòîìîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïîëíîå óðàâíå�íèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè (4).5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå ðàçâèò íîâûé ìåòîä ðàñ÷åòà ñòàöèîíàð�íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè àòîìîâ ñ òî÷íûì ó÷åòîì ý���åêòîâ îòäà÷è, ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè àòî�ìîâ è ïðîèçâîëüíîé çååìàíîâñêîé ñòðóêòóðû ýíåð�ãåòè÷åñêèõ óðîâíåé. Ìåòîä îñíîâàí íà ïðèìåíåíèèîáîáùåííûõ ìàòðè÷íûõ öåïíûõ äðîáåé. Ñ ïîìîùüþýòîãî ìåòîäà ïðîàíàëèçèðîâàíà çàäà÷à î ëàçåðíîìîõëàæäåíèè àòîìîâ â ïîëå âñòðå÷íûõ âîëí ïðîèç�âîëüíîé ïîëÿðèçàöèè è èíòåíñèâíîñòè. Ïðè ýòîì ïî�ëó÷åíû ñëåäóþùèå âàæíûå ðåçóëüòàòû. Áûëî ïîêà�çàíî, ÷òî òåìïåðàòóðà ñóáäîïëåðîâñêîãî ëàçåðíîãîîõëàæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé è ÷àñòîòû �àáè 
, èîòñòðîéêè Æ, à íå èõ êîìáèíàöèè � ñâåòîâîãî ñäâèãàU0=ER � ÆS=!R, êàê ñ÷èòàëîñü ðàíåå [4℄.Êðîìå òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äàæå ïðè îò�íîñèòåëüíî íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿ 
=!Ríåîáõîäèì òî÷íûé ó÷åò ý��åêòîâ îòäà÷è â óðàâ�íåíèÿõ äëÿ îïòè÷åñêèõ êîãåðåíòíîñòåé è îáû÷íî
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