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ËÀÌÈÍÀ�ÍÎÅ ÏËÀÌß È ÇÂÓÊÎÂÛÅ ÂÎËÍÛÂ ÄÂÓÌÅ�ÍÎÌ ÏÎÒÎÊÅÌ. Ë. Çàéöåâ *, Â. Á. Àêêåðìàí **Èíñòèòóò ïðîáëåì áåçîïàñíîãî ðàçâèòèÿ àòîìíîé ýíåðãåòèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê115191, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24 èþíÿ 2010 ã.Ïîëíàÿ ñèñòåìà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè �ðîíòà ðåàêöèèâ äâóìåðíîì ïîòîêå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âðåìåíè, ñâåäåíà ê çàìêíóòîé ñèñòåìå ïîâåðõíîñòíûõ óðàâ-íåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà è èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåòèññëåäîâàòü ïðîöåññû âíóòðè �ðîíòà, íå ðåøàÿ ïðè ýòîì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêèè õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè äåìîíñòðèðóåòñÿ, êàê ó÷åñòü âûçâàííûå ýòèìäâèæåíèåì êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè ãàçà.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÁîëüøîé íàó÷íûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîèñêåäèíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî õèìè÷åñêîå ðàâ�íîâåñèå è äâèæåíèå �ðîíòà ðåàêöèè [1℄. Ïðè ýòîìîñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðèñóùåé �ðîíòó õèìè�÷åñêîé ðåàêöèè (íàïðèìåð, ãîðåíèÿ) ãèäðîäèíàìè�÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè Äàðüå �Ëàíäàó, âûçâàííîéòåïëîâûì ðàñøèðåíèåì ãàçà ïðè ýêçîòåðìè÷åñêîìïðîöåññå [1�8℄. Äåéñòâèòåëüíî, ãàçîîáðàçíîå òîïëè�âî áûñòðî íàòåêàåò è ñãîðàåò â òîíêîì ñëîå ãàçà,ïðåâðàùàÿñü âñëåäñòâèå ñèëüíîãî ýíåðãîâûäåëåíèÿâ ãàç ñ ñóùåñòâåííî áîëüøåé òåìïåðàòóðîé (è ìåíü�øåé ïëîòíîñòüþ). Äëÿ òèïè÷íûõ óãëåâîäîðîäíûõïëàìåí ñêà÷îê ïëîòíîñòè íà �ðîíòå âåñüìà âåëèê,� = �f=�b = 5�10, ãäå �f è �b � ñîîòâåòñòâåííî ïëîò�íîñòè èñõîäíîãî è êîíå÷íîãî ïðîäóêòîâ [1℄. Â ðåçóëü�òàòå äîïîëíèòåëüíûé îáúåì ãàçà, ïîðîæäåííûé òåï�ëîâûì ðàñøèðåíèåì, òîëêàåò òîïëèâî ïî íîðìàëèê êàæäîé ëîêàëüíîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè �ðîíòà ðå�àêöèè, çàñòàâëÿÿ ïëàìÿ äâèãàòüñÿ ñàìûì ïðè÷óäëè�âûì îáðàçîì.Óðàâíåíèå �ðîíòà ãîðåíèÿ ñíà÷àëà áûëî ïîëó�÷åíî â ïðèáëèæåíèè ñëàáî èñêðèâëåííîãî ïëàìåíèè/èëè ìàëîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ïðè ãîðåíèè[8�11℄. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü ðàáîòû, ãäå ýòîîãðàíè÷åíèå ñíèìàåòñÿ [12�14℄. Ïðÿìîå ÷èñëåííîåìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ãîðåíèÿ ñèëüíî çàòðóäíåíî*E-mail: mlzaytsev�gmail.
om**E-mail: slava.akkerman�gmail.
om

ðàçíîñòüþ õàðàêòåðíûõ õèìè÷åñêèõ è ãèäðîäèíàìè�÷åñêèõ ðàçìåðîâ, ñîîòâåòñòâåííî (10�3�10�2) ìì è(0.1�1) ì [6; 15℄. Â äàííîé ðàáîòå ìû âûâîäèì ñîîò�âåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ïëàìåíè â äâóìåðíîì ïîòî�êå ñ ìèíèìàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ïîçâîëÿþùèìèó÷åñòü âëèÿíèå çâóêà íà ðàçâèòèå (èëè çàòóõàíèå)íåóñòîé÷èâîñòè Äàðüå �Ëàíäàó, ìåòîäîì, îòëè÷íûìîò óæå ñóùåñòâóþùèõ. Ïîíèìàíèå äèíàìèêè ðàñ�ïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåí ïîçâîëèëî áû ãëóáæå ïîíÿòüìåõàíèçì èõ ðàçâèòèÿ è îáíàðóæèòü íîâûå ý��åê�òû è ÿâëåíèÿ.Â ðàáîòå [16℄ áûëà âûâåäåíà àíàëîãè÷íàÿ ñèñòå�ìà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Íî â ñëó÷àå äâóìåðíîãî ïî�òîêà ðàçâèòûé òàì ìåòîä íå ïðèìåíèì. Ïîëó÷åííûåíàìè ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [16℄è ïîçâîëÿþò â ïðîñòîì äâóìåðíîì ñëó÷àå èññëåäî�âàòü �ðîíò ðåàêöèè è âñå åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà,âàæíûå â ïðèëîæåíèÿõ.2. ÑÈÑÒÅÌÀ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ Ô�ÎÍÒÀ�ÅÀÊÖÈÈ Â ÀÄÈÀÁÀÒÈ×ÅÑÊÎÌÏ�ÈÁËÈÆÅÍÈÈÍå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ðàñïðî�ñòðàíåíèå äâóìåðíîãî áåñêîíå÷íî òîíêîãî, ñëàáîèñêðèâëåííîãî �ðîíòà ïëàìåíè â ïîòåíöèàëüíîìâíåøíåì ïîòîêå, ò. å. u = r', �' = 0 (ñì. ðèñ. 1).Îáîçíà÷èì âñå âåëè÷èíû ïåðåä èõ îáùåé ãðàíèöåéçíàêîì ¾�¿, à çà íåé � çíàêîì ¾+¿. Àíàëîãè÷�íî ðàáîòå [11℄ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãàçîäèíàìèêà ãî�613
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0 x0y0 y n �M�nV! = 0r
x rs�èñ. 1. Ôðîíò ïëàìåíè â äâóìåðíîì ïîòîêåðåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûì ìàñøòà�áîì R (ýòî ìîæåò áûòü ðàäèóñ òðóáû, øèðèíà äâó�ìåðíîãî êàíàëà, ðàäèóñ ñ�åðè÷åñêîé êàìåðû ñãîðà�íèÿ è ò. ä.). Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû: ñêî�ðîñòü u = v=Uf , êîîðäèíàòû r = x=R è äàâëå�íèå P = (� � �f )=�fU2f , ãäå �f è �f � ñîîòâåò�ñòâåííî ïëîòíîñòü è äàâëåíèå â òîïëèâå áåñêîíå÷�íî äàëåêî îò �ðîíòà, à Uf � íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòüïëîñêîãî �ðîíòà. Âðåìÿ t ïðèâåäåì ê áåçðàçìåðíî�ìó âèäó ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû R=Uf . Òå÷åíèå ãàçàâíå �ðîíòà ïðåäïîëàãàåòñÿ íåñæèìàåìûì è íåâÿç�êèì, íî äîïóñêàåòñÿ íåðàâíîìåðíîå àäèàáàòè÷åñêîåíàãðåâàíèå ïðîäóêòîâ ãîðåíèÿ. Òîãäà ãèäðîäèíàìè�÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä [2℄�u�t � u� ! +r�#P + u22 � = 0; (1)�!�t = r� [u� !℄; (2)divu = 0; (3)�s�t + u � rs = 0; (4)ãäå u � ïîëå ñêîðîñòåé, ! = r�u � çàâèõðåííîñòü,# � áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà, ïðè÷åì # = 1 â òîï�ëèâå è # = � = ��=�+ = �f=�b â ñãîðåâøåì ãàçå, às � ýíòðîïèÿ ãàçà. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíî�ñòè �ðîíòà, ñëåäóþùèå èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, èìå�þò âèä [11℄ u+ � u� = (� � 1)n; (5)P+ � P� = 1� �; (6)V = 1� un�; (7)ãäå n � âíóòðåííÿÿ íîðìàëü, à V � ïðîåêöèÿ ñêîðî�ñòè �ðîíòà íà îòðèöàòåëüíîå íàïðàâëåíèå âåêòîðà

n. Ñêîðîñòè un� = �'=�n = 1 � V è u� = �'=��ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé �îðìóëîé �ðèíà [17℄:�'(r; t) = I ��'(r; t)�ns ln jrs � rj �� '(rs; t)ns � rs � rjrs � rj2 � dl(rs): (8)Òîãäà èç óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè (1)�(4) è óñëî�âèé íà �ðîíòå (5)�(7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êèíà ïîâåðõíîñòè �ðîíòà ðåàêöèèd'dt + un� + 12(u2� � u2n�) + P = 0; (9)! = �� � 1� [n�rP ℄ = � � 1� �P�� [� � n℄: (10)Äëÿ ïðîñòîòû çäåñü è äàëåå ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿîïðåäåëåíà ïî �îðìóëå [18; 19℄ddt = ��t � V ��n: (11)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåä �ðîíòîì ýíòðîïèÿ s� == 
onst. Èç âòîðîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè è çàêîíà�åññà äëÿ ëþáîé òî÷êè íà �ðîíòå òàêæå íàõîäèì [2℄s+ = 1� �� P + 
onst: (12)Ïóñòü òåïåðü äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûïîëíÿþòñÿîáùèå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè è õèìè÷åñêîé êè�íåòèêè. Â ýòîì ñëó÷àå ïëàìÿ áóäåò òîíêîé îáëàñòüþ(ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà), ãäå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíûïðåòåðïåâàþò çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ. Ïåðåéäåìâçàèìíî îäíîçíà÷íî ê ëàãðàíæåâûì ïåðåìåííûì íà�÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö ãàçà è âðåìåíè r0, t (ò. å.ê ðàçìåòêå) drdt = u(r; t); r = r(r0; t) èr0 = r0(r; t); r0jt=0 = r: (13)Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óðàâíå�íèå [16℄ �r0�t + u � rr0 = 0: (14)�àññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (1)�(4) â îáëàñòè ñãî�ðåâøåãî ãàçà. Èç óðàâíåíèé (2) è (4) èìååì â îáëàñòèçà �ðîíòîì â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî òîíêîãî �ðîíòà�!�t + ux�!�x + uy �!�y == d!dtL = 0) ! = !0(x0; y0); (15)614



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 3, 2011 Ëàìèíàðíîå ïëàìÿ è çâóêîâûå âîëíû : : :�s�t +ux �s�x +uy �s�y = dsdtL = 0) s = s0(x0; y0); (16)ãäå !0(x0; y0) è s0(x0; y0) � íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëå�íèÿ çàâèõðåííîñòè è ýíòðîïèè â îáëàñòè ñãîðåâøå�ãî ãàçà, à d=dtL � ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè â ïåðå�ìåííûõ Ëàãðàíæà (13). Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíî�ñòè ñëåäóåò, ÷òî���t + u � r�+ � � divu = 0)) d�dtL + ���(ux; y)�(x; y) + �(x; uy)�(x; y) � = 0;d�dtL + �� d�dtL = 0;ò. å. �� = � �r�r0 = �0(r0): (17)ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ (13), � � �,âíóòðè �ðîíòà îãðàíè÷åí. Çíà÷èò, îáúåì ëþáîé ÷àñ�òèöû âíóòðè ïëàìåíè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäè�íàò (13) ñèëüíî íå ìåíÿåòñÿ (â ñèëó òîãî, ÷òî ýëå�ìåíò îáúåìà èçìåíÿåòñÿ íåìíîãî, â � ðàç). Ñëåäî�âàòåëüíî, â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî òîíêîãî �ðîíòà îá�ëàñòü ãîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà êàê âïðîñòðàíñòâå (r; t), òàê è ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõËàãðàíæà (r0; t).Èç óðàâíåíèé (14)�(17) äëÿ ëþáîé òî÷êèM(x0(x; y; t); y0(x; y; t)) íà çàäíåé ïîâåðõíîñòè�ðîíòà, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ �nV (ñì.ðèñ. 1), èìååìd!dt = �!0�x0 dx0dt + �!0�y0 dy0dt ; (18)dsdt = �s0�x0 dx0dt + �s0�y0 dy0dt ; (19)dx0dt = �x0�t � V �x0�n = �u� �x0�� � (un + V )�x0�n == �u� �x0�� � ��x0�n ; (20)dy0dt = �y0�t � V �y0�n = �u� �y0�� � (un + V )�y0�n == �u� �y0�� � ��y0�n ; (21)�(x0; y0)�(�; n) = �x0�� �y0�n � �x0�n �y0�� = 1: (22)

Ìû âèäèì, ÷òî ñèñòåìà (18)�(22) ëèíåéíà îòíîñè�òåëüíî âåëè÷èí dx0=dt, dy0=dt, �x0=�n è �y0=�n. Èñ�êëþ÷àÿ èõ èç ñèñòåìû (18)�(22), íàõîäèì�����������������������
�!0�x0 �!0�y0 0 0 d!dt�s0�x0 �s0�y0 0 0 dsdt1 0 � 0 �u� �x0��0 1 0 � �u� �y0��0 0 ��y0�� �x0�� 1

�����������������������
= 0: (23)

Ôàêòè÷åñêè óñëîâèå (23) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåé�íîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêàäëÿ îïðåäåëåíèÿ dP=dt âäîëü �ðîíòà, êîòîðîå ìî�æåò áûòü ðåøåíî àíàëèòè÷åñêè. Ïðèâåäåì âèä è ðå�øåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (10) è(12) â âûðàæåíèå (23) è ó÷èòûâàÿ [16℄, ÷òîddt �P�� = ddt (� � rP ) = d�dt � rP + � � drPdt == �d�dt � n� �P�n + � � drPdt == ��V�� �P�n + �2P�t �� � V �2P�� �n = ��� dPdt ;íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ dP=dt:�����������������������
�!0�x0 �!0�y0 0 0 ��1� ��� dPdt�s0�x0 �s0�y0 0 0 ���1� dPdt1 0 � 0 �u� �x0��0 1 0 � �u� �y0��0 0 ��y0�� �x0�� 1

�����������������������
= 0; (24)

êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå��� dPdt +A(�)dPdt +B(�) = 0: (25)Çäåñü âåëè÷èíûA = ��2P=��2�P=�� ; B = �3(� � 1)2�P=�� �(!0; s0)�(x0; y0)615



Ì. Ë. Çàéöåâ, Â. Á. Àêêåðìàí ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 3, 2011îïðåäåëÿþòñÿ èç �îðìóëû (24). Àíàëèòè÷åñêîå ðå�øåíèå óðàâíåíèÿ (25) èìååò âèädPdt (�) = exp0�� �Z0 A(� 0) d� 01A��0�
onst� �Z0 B(� 0) �� exp0�� � 0Z0 A(� 00) d� 001A d� 01A : (26)Êîíñòàíòà â (26) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿdPdt (0) = dPdt (L); (27)ãäå L � äëèíà �ðîíòà ðåàêöèè â íåêîòîðûé ìîìåíòâðåìåíè. Ïðîèçâîäíûå dx0=dt è dy0=dt òîãäà ìîãóòîïðåäåëÿòüñÿ, íàïðèìåð, ïî �îðìóëàìdx0dt = �x� ; dy0dt = �y� ; (28)ãäå � = ���������������
�!0�x0 �!0�y0 0 0�s0�x0 �s0�y0 0 01 0 � 00 1 0 �

��������������� ;
�x = ������������������

� � 1� ��� dPdt �!0�y0 0 0�� � 1� dPdt �s0�y0 0 0�u� �x0�� 0 � 0�u� �y0�� 1 0 �
������������������ ;

�y = ������������������
�!0�x0 � � 1� ��� dPdt 0 0�s0�x0 �� � 1� dPdt 0 01 �u� �x0�� � 00 �u� �y0�� 0 �

������������������ :Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ !0(x0; y0) è s0(x0; y0), èçóðàâíåíèÿ (23) ìîæíî îïðåäåëèòü äàâëåíèå P , à çíà�÷èò, ïîëüçóÿñü ïîòåíöèàëüíîñòüþ ïîòîêà ãàçà ïåðåä

0 xy n�MU ! = 0
�èñ. 2. Ñòàöèîíàðíûé �ðîíò ïëàìåíè â äâóìåðíîìñëó÷àåïëàìåíåì, èç óðàâíåíèé (8) è (9) ìîæíî òàêæå âû�÷èñëèòü ñêîðîñòü �ðîíòà V âî âñå ïðåäûäóùèå ìî�ìåíòû âðåìåíè. Ñìûñë ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé çà�êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü ïëàìÿ ðàñïðîñòðà�íÿåòñÿ èç êàêîé-òî òî÷êè çàæèãàíèÿ. Â íåêîòîðûéìîìåíò �èêñèðóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòèè ýíòðîïèè çà �ðîíòîì. Òîãäà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé(9), (23) è (28) ìîæíî îïèñàòü âñþ ýâîëþöèþ ïëàìå�íè: îò ìîìåíòà çàæèãàíèÿ äî ìîìåíòà �îòîãðà�è�ðîâàíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �óíêöèè !0(x0; y0) ès0(x0; y0) íà ïîâåðõíîñòè �ðîíòà áûëè áû íåèçâåñò�íû, ïîñêîëüêó �ðîíò, çàõâàòûâàÿ âñå íîâûå è íîâûå÷àñòèöû, óäàëÿëñÿ áû îò îáëàñòè, ãäå îíè îïðåäåëå�íû.Îòìåòèì, ÷òî ñòàöèîíàðíûé �ðîíò èçëîæåííûìâûøå ìåòîäîì â îáùåì ñëó÷àå íàéòè íåâîçìîæíî.�àññìîòðèì â äâóìåðíîì ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèåáåñêîíå÷íî òîíêîãî ñòàöèîíàðíîãî ñëàáî èñêðèâëåí�íîãî �ðîíòà ïëàìåíè â ïîòåíöèàëüíîì âíåøíåì ïî�òîêå, íàòåêàþùåì ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ U, ò. å.u = U + r', �' = 0 (ñì. ðèñ. 2). Çàâèñèìîñòü îòâðåìåíè â óðàâíåíèÿõ (1)�(4) â ýòîì ñëó÷àå îòñóò�ñòâóåò. Òîãäà èç óðàâíåíèé (15), (16) ñëåäóåò, ÷òî âîáëàñòè çà �ðîíòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøå�íèÿ ux �!�x + uy �!�y = 0; (29)ux �s�x + uy �s�y = 0: (30)Ñëåäîâàòåëüíî, èç òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ�íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà èìå�åì â ýòîé îáëàñòè ! = f(s): (31)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ! è s �óíêöèîíàëüíî çàâèñèìû.Åñëè ìû ïîäñòàâèì �îðìóëó (31) â âûðàæåíèå (23)616



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 3, 2011 Ëàìèíàðíîå ïëàìÿ è çâóêîâûå âîëíû : : :è ó÷òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå d!=dt = 0 è ds=dt = 0, òîóâèäèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (23), (24) ïðåâðàòÿòñÿ â òîæ�äåñòâà, â ñèëó òîãî ÷òî ïåðâûå äâå ñòðîêè îïðåäåëè�òåëåé èç ýòèõ óðàâíåíèé ñòàíóò ïðîïîðöèîíàëüíû.Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ïåðåñòàåò áûòü çàìêíóòîé, àñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå â ðàìêàõ äàí�íîãî ïîäõîäà íàéòè íåâîçìîæíî.Îäíàêî, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ! è sîêàæóòñÿ �óíêöèîíàëüíî çàâèñèìû (íàïðèìåð, åñ�ëè �ðîíò ýâîëþöèîíèðîâàë ê ñòàöèîíàðíîìó ïðî�è�ëþ), òî â �îðìóëå (25) âåëè÷èíà B áóäåò ðàâíàB = �3(� � 1)2�P=�� �(!0; s0)�(x0; y0) � 0:Òîãäà �îðìóëà (25) ñòàíåò çàâèñåòü òîëüêî îò äàâ�ëåíèÿ P è ìû ñìîæåì îòäåëèòü P îò ïåðåìåííûõ x0è y0, ò. å. çàâèñèìîñòü äâèæåíèÿ ïëàìåíè îò ðàñïðå�äåëåíèé !0(x0; y0) è s0(x0; y0) èñ÷åçíåò.Â ðàáîòå [16℄ ïîêàçàíî, ÷òî íå âñå ðåøåíèÿ ãèä�ðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðåä è çà �ðîíòîì ðå�àêöèè ìîæíî ñîãëàñîâàòü ñ óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå,ò. å. íå âñÿêóþ çàäà÷ó Êîøè ìîæíî çäåñü ïîñòàâèòü.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèè !0(x0; y0) è s0(x0; y0) íåìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè (â ÷àñòíîñòè, íóëåâû�ìè) äëÿ ñèëüíî èñêðèâëåííîãî �ðîíòà. Ïðåäïîëîæè�òåëüíî â íèõ ñîäåðæèòñÿ èí�îðìàöèÿ î ïðîöåññàõ,ïðîèñõîäèâøèõ âíóòðè è âíå ïëàìåíè äî ìîìåíòà èõ�èêñàöèè. Åñëè â ýòîì ñìûñëå �óíêöèè !0(x0; y0) ès0(x0; y0) çàäàíû êîððåêòíî, òî ìû ìîæåì îäíîçíà÷�íî îáðàòèòü âî âðåìåíè ïëàìÿ âïëîòü äî ìîìåíòàçàæèãàíèÿ.3. ÂËÈßÍÈÅ ÈÇÌÅÍÅÍÈß ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÂÀÄÈÀÁÀÒÈ×ÅÑÊÎÌ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÈÒåïåðü ðàññìîòðèì âëèÿíèå ìàëîãî ¾çâóêîâîãî¿âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà �(r; t), ò. å. ñæèìàåìî�ñòè. Åñëè �(r; t) 6= 
onst è s(r; t) 6= 
onst, òî óðàâíå�íèÿ Ýéëåðà èìåþò âèä [2℄�u�t � [u� !℄ + 12 rjuj2 + 1� rP = 0; (32)�!�t = r� [u� !℄ + r��rP�2 ; (33)! = r� u; (34)���t + u � r�+ �divu = 0; (35)�s�t + u � rs = 0: (36)Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïåðåéäåì âçàèìíî îä�íîçíà÷íî ê ëàãðàíæåâûì ïåðåìåííûì íà÷àëüíîãî

ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö ãàçà è âðåìåíè r0; t (13). Òîãäàèç ñèñòåìû (32)�(36) ñëåäóåò, ÷òî!� = !0(r0)�0(r0) ; (37)1� �(x0; y0)�(x; y) = 1�0(r0) ; (38)s = s0(x0; y0); (39)�r0�t + u � rr0 = 0; (40)ãäå !0 = r� u0 è s0(x0; y0) � íà÷àëüíûå ðàñïðåäå�ëåíèÿ çàâèõðåííîñòè è ýíòðîïèè. Ôàêòè÷åñêè çäåñüòðåáóåòñÿ ïðåíåáðå÷ü â �îðìóëå (33) òîëüêî ñëàãàå�ìûì r� �rP=�2, êîòîðîå ó÷èòûâàåò ñæèìàåìîñòüñðåäû. Ïðè ñèëüíî äîçâóêîâîì äâèæåíèè �ðîíòà ðå�àêöèè, òèïè÷íîì äëÿ äå�ëàãðàöèè (ìåäëåííîãî ãî�ðåíèÿ), ñæèìàåìîñòüþ âåùåñòâà îáû÷íî ìîæíî ïðå�íåáðå÷ü [1; 3℄, ÷òî äåëàåò èçëîæåííûé âûøå ïåðåõîäïðèåìëåìûì.Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå áåñêî�íå÷íî òîíêîãî, ñëàáî èñêðèâëåííîãî �ðîíòà ïëàìå�íè â ïîòåíöèàëüíîì âíåøíåì ïîòîêå (ñì. ðèñ. 1).Òå÷åíèå ãàçà îïÿòü æå âíå �ðîíòà ïðåäïîëàãàåòñÿíåñæèìàåìûì (ñ òî÷íîñòüþ äî çâóêîâûõ êîëåáàíèé)è íåâÿçêèì, íî äîïóñêàåòñÿ íåðàâíîìåðíîå àäèàáà�òè÷åñêîå íàãðåâàíèå ïðîäóêòîâ ãîðåíèÿ. Ïðåäïîëî�æèì, ÷òî ïåðåä �ðîíòîì ýíòðîïèÿ s� = 
onst. Òîãäà�îðìóëû (10) è (12) áóäóò âåðíû è â ýòîì ñëó÷àå,íî âåëè÷èíà � = ��=�+ áóäåò ñëàáî ìåíÿòüñÿ âäîëü�ðîíòà. Ïóñòü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñâåæåãî òîïëè�âà è ñãîðåâøåãî ãàçà èìåþò âèä�� = ��(P; s); �+ = �+(P; s): (41)Òîãäà â (37), (38) âìåñòî �(r; t) ìîæíî ïîäñòàâèòüâûðàæåíèÿ (41) äëÿ îáëàñòåé âíå �ðîíòà.Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (38) è (40), äëÿ ëþáîé òî÷�êè M(x0(x; y; t); y0(x; y; t)) íà âíóòðåííåé ïîâåðõíî�ñòè �ðîíòà, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ �nV (ñì.ðèñ. 1), èìååìdx0dt = �x0�t � V �x0�n = �u� �x0�� � (un + V )�x0�n == �u� �x0�� � ���+ �x0�n ; (42)dy0dt = �x0�t � V �y0�n = �u� �y0�� � (un + V )�y0�n == �u� �y0�� � ���+ �y0�n ; (43)617



Ì. Ë. Çàéöåâ, Â. Á. Àêêåðìàí ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 3, 2011�(x0; y0)�(�; n) = �x0�� �y0�n � �x0�n �y0�� = �+�0(r0) : (44)Â èòîãå ìû ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé(8), (9), (37), (39), (42)�(44) äëÿ äâèæåíèÿ ëþáîéòî÷êè íà �ðîíòå ïëàìåíè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèèïî âðåìåíè, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò çâóêîâûå êîëåáàíèÿïëîòíîñòè ãàçà.Ïåðåä �ðîíòîì çàâèñèìîñòü P = P�(�) ñëåäóåòèç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ òîïëèâà. Çà èñêðèâëåííûì�ðîíòîì ïðîèñõîäèò íåðàâíîìåðíîå íàãðåâàíèå ïðî�äóêòîâ ãîðåíèÿ, íî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (12).Åñëè ýòî âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè (12) ïîäñòàâèòü âóðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñãîðåâøåãî ãàçà P = P+(�; s),òî òàêæå ïîëó÷èì îäíîçíà÷íóþ ñâÿçü ìåæäó äàâëå�íèåì è ïëîòíîñòüþ íà ãðàíèöå ïëàìåíè P = P+(�).Ýòè çàâèñèìîñòè è ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü âñå ïðåä�øåñòâóþùèå ìîìåíòó �îòîãðà�èðîâàíèÿ çâóêîâûåêîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè ïî îáåèì ñòîðîíàì ïîâåðõíî�ñòè ïëàìåíè. 4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì äâóìåðíóþñèñòåìó óðàâíåíèé �ðîíòà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, âû�âåäåííóþ áåç âñÿêèõ îãðàíè÷åíèé íà îáðàçóþùóþñÿçà �ðîíòîì çàâèõðåííîñòü, êàê ýòî äåëàëîñü äî ýòî�ãî [8�11℄. Ñìûñë èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè èçâåñòíû ðàñïðå�äåëåíèÿ ýíòðîïèè, ïëîòíîñòè è çàâèõðåííîñòè â îá�ëàñòè çà �ðîíòîì, òî ìîæíî ïîëíîñòüþ ïðîñëåäèòüýâîëþöèþ ýòîãî �ðîíòà îò ìîìåíòà çàæèãàíèÿ äîïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, ïðåäøåñòâóþùåãîìîìåíòó �èêñàöèè. Ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ìû îïðå�äåëèì çàêîíû îáðàçîâàíèÿ ýòèõ âåëè÷èí â ïðîöåññåýâîëþöèè, íàïðèìåð, ïëàìåíè. Îäíàêî îòñþäà ìîæ�íî ïîëó÷èòü âàæíóþ èí�îðìàöèþ, êàñàþùóþñÿ ðå�àëüíûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ âíóòðè �ðîíòà ðå�àêöèè.Îòìåòèì, ÷òî �îðìàëüíî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìàóðàâíåíèé íå ñâîäèòñÿ ê ðàíåå ïîëó÷åííûì â ïðåä�ïîëîæåíèè ïîòåíöèàëüíîñòè ïîòîêîâ ïåðåä è çà�ðîíòîì ðåàêöèè óðàâíåíèÿì Ñèâàøèíñêîãî [9℄è Ôðàíêåëÿ [10℄. Â ñëó÷àå, åñëè !0(x0; y0) � 0,èç �îðìóë (23), (24) ñëåäóåò, ÷òî âäîëü �ðîíòàdP=dt = 
onst, è, â ñèëó òîãî ÷òî ! = !0(x0; y0) � 0,èç (10) ïîëó÷àåì P = 
onst. Òîãäà äâèæåíèå �ðîí�òà áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñèñòåìîé (8), (9) 
 ïîñòîÿííûìäàâëåíèåì P , îòëè÷íîé îò óïîìÿíóòûõ âûøå óðàâíå�íèé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî çà èñêðèâëåííîé ïîâåðõ�íîñòüþ �ðîíòà âñåãäà îáðàçóåòñÿ çàâèõðåííîñòü, íîîáà ïîäõîäà â äàííîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå åå íå ó÷è�

òûâàþò. Îäíàêî â ïðèáëèæåíèè ìàëîé çàâèõðåííî�ñòè óðàâíåíèå Ñèâàøèíñêîãî ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþîïèñûâàåò äâèæåíèå ïîâåðõíîñòè �ðîíòà, íî äëÿíàøåãî ìåòîäà íåâàæíà âåëè÷èíà çàâèõðåííîñòè çà�ðîíòîì, îíà ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî â ìîìåíò �îòî�ãðà�èðîâàíèÿ. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÑèñòåìà óðàâíåíèé �ðîíòà ðåàêöèè âïðÿìîì íàïðàâëåíèè âðåìåíèÇàìåòèì, ÷òî �îðìóëó (25) ìîæíî âûâåñòè èçäðóãèõ ñîîáðàæåíèé. Ïóñòü òî÷êå M íà ïîâåðõíî�ñòè �ðîíòà â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóåòòî÷êà M0 (ðèñ. 3). Ó÷èòûâàÿ (15), (16) è (22), èìååì�(!0; s0)�(x0; y0) = 1�(x0; y0)�(�; n) �(!; s)�(�; n) = �!�� �s�n� �!�n �s�� == 1� �d!dt �s�� � �!�� dsdt� : (A.1)Åñëè âìåñòî ! è s ïîäñòàâèòü èõ âûðàæåíèÿ (10),(12), òî ïîëó÷èòñÿ �îðìóëà (25). Àíàëîãè÷íî,�(!0; x0)�(x0; y0) = 1� �d!dt �x0�� � �!�� dx0dt � ; (A.2)�(!0; y0)�(x0; y0) = 1� �d!dt �y0�� � �!�� dy0dt � ; (A.3)�(s0; x0)�(x0; y0) = 1� �dsdt �x0�� � �s�� dx0dt � ; (A.4)�(s0; y0)�(x0; y0) = 1� �dsdt �y0�� � �s�� dy0dt � : (A.5)
! = 0 n0

x0y00
� 0 M0

�èñ. 3. Ôðîíò ïëàìåíè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà618



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 3, 2011 Ëàìèíàðíîå ïëàìÿ è çâóêîâûå âîëíû : : :�àññìîòðèì â òî÷êå M0 ëîêàëüíóþ ñèñòåìó ïðÿìî�óãîëüíûõ êîîðäèíàò �0;n0 (ðèñ. 3). Òîãäà ëåâûå ÷à�ñòè �îðìóë (A.1)�(A.5) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäó�þùèì îáðàçîì:�(!0; s0)�(x0; y0) = �(!0; s0)�(�0; n0) = �!0��0 �s0�n0 � �!0�n0 �s0��0 ; (A.6)�(!0; x0)�(x0; y0) = ��!0�y0 = ��0y �!0��0 � n0y �!0�n0 ; (A.7)�(s0; x0)�(x0; y0) = ��s0�y0 = ��0y �s0��0 � n0y �s0�n0 ; (A.8)�(!0; y0)�(x0; y0) = �!0�x0 = �0x �!0��0 + n0x �!0�n0 ; (A.9)�(s0; y0)�(x0; y0) = �s0�x0 = �0x �s0��0 + n0x �s0�n0 : (A.10)Èñêëþ÷àÿ òåïåðü èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (A.1)�(A.10)âåëè÷èíû dx0=dt, dy0=dt, �!0=�n0 è �s0=�n0, âõîäÿ�ùèå òóäà ëèíåéíî, íàõîäèì�����������������������
0 0 ��s0��0 �!0��0 1� �d!dt �s����!�� dsdt��!�� 0 �n0y 0 �0y �!0��0 +1� d!dt �x0��0 �!�� n0x 0 ��0x �!0��0 +1� d!dt �y0���s�� 0 0 �n0y �0y �s0��0+1� dsdt �x0��0 �s�� 0 n0x ��0x �s0��0+1� dsdt �y0��

�����������������������
=

= 0; (A.11)à òàêæå dx0dt = �x� ; dy0dt = �y� ; (A.12)ãäå
� = ������������������

0 0 ��s0��0 �!0��0�!�� 0 �n0y 00 �!�� n0x 0�s�� 0 0 �n0y
������������������ == �!�� n0y ��s0��0 �!�� � �!0��0 �s�� � 6= 0;

�x =
��������������������
1� �d!dt �s�� � �!�� dsdt� 0 ��s0��0 �!0��0�0y �!0��0 + 1� d!dt �x0�� 0 �n0y 0��0x �!0��0 + 1� d!dt �y0�� �!�� n0x 0�0y �s0��0 + 1� dsdt �x0�� 0 0 �n0y

�������������������� ;
�y = ������������������

0 1� �d!dt �s�� � �!�� dsdt� ��s0��0 �!0��0�!�� �0y �!0��0 + 1� d!dt �x0�� �n0y 00 ��0x�!0��0 + 1� d!dt �y0�� n0x 0�s�� �0y �s0��0 + 1� dsdt �x0�� 0 �n0y
������������������ :Áîëåå ñëîæíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ�ðîíòà ðåàêöèè (8)�(10), (12), (A.11) è (A.12) â îòëè�÷èå îò ïîëó÷åííûõ ðàíåå óæå íå áóäåò çàâèñåòü îòðàñïðåäåëåíèé çàâèõðåííîñòè è ýíòðîïèè çà �ðîí�òîì, è åå ìîæíî áóäåò ìîäåëèðîâàòü â ïðÿìîì íà�ïðàâëåíèè âðåìåíè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîëó÷åí�íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íå îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíûé�ðîíò, ò. å. �(!0; s0)�(x0; y0) 6= 0:Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü ìàëûå çâóêîâûå êîëåáàíèÿïëîòíîñòè, ìîæíî â óðàâíåíèÿõ (A.1)�(A.12) çàìå�íèòü çàâèõðåííîñòü ! íà !=� è ïðè âûâîäå ñîîòíîøå�íèé (A.1)�(A.5) âìåñòî �îðìóëû (22) èñïîëüçîâàòüáîëåå îáùåå âûðàæåíèå�(x0; y0)�(�; n) = 1� �dx0dt �y0�� � �x0�� dy0dt � :ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. ß. Á. Çåëüäîâè÷, �. È. Áàðåíáëàò, Â. Á. Ëèáðîâè÷è äð., Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãîðåíèÿ è âçðûâà,Íàóêà, Ìîñêâà (1980).2. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçè�êà: �èäðîäèíàìèêà, ò. VI, Íàóêà, Ìîñêâà (1986).3. F. A. Williams, Combustion Theory, Benjamin, CA(1985).4. C. K. Law, Combustion Physi
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