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�ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈÅ ÑÓÁÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎ-�ÅÀÊÖÈÎÍÍÎ�ÎÔ�ÎÍÒÀ È ¾ÑÒÀ�ÅÍÈÅ¿ ×ÀÑÒÈÖÂ. Ï. Øêèëåâ *Èíñòèòóò õèìèè ïîâåðõíîñòè Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû03164, Êèåâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 4 îêòÿáðÿ 2010 ã.Îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñóáäè��óçèîííî-ðåàêöèîííîãî �ðîíòà äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ, ðàçëè-÷àþùèõñÿ äåòàëÿìè ðåàêöèîííîé êèíåòèêè. Â îäíîì ñëó÷àå ðîæäàþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêîéðåàêöèè ÷àñòèöà ïðèîáðåòàåò ïîäâèæíîñòü îäíîãî ðåàãåíòà, â äðóãîì � äðóãîãî ðåàãåíòà. Õîòÿ äè��ó-çèîííûå ñâîéñòâà îáîèõ ðåàãåíòîâ îäèíàêîâû, â îäíîì ñëó÷àå ñêîðîñòü �ðîíòà îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, àâ äðóãîì � ðàâíîé íóëþ. �àçëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå �ðîíòà ïðèâîäèò ê ñåëåêöèè÷àñòèö îäíîãî èç ðåàãåíòîâ ïî ïîäâèæíîñòÿì. ×àñòèöû ýòîãî ðåàãåíòà, íàõîäÿùèåñÿ â îáëàñòè �ðîíòà,èìåþò áîëåå âûñîêóþ ñðåäíþþ ïîäâèæíîñòü, ÷åì ÷àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ âíå �ðîíòà.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ïîñëåäíåå âðåìÿ çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäå�ëÿåòñÿ èçó÷åíèþ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ñîïðîâîæäà�åìûõ ñóáäè��óçèåé [1�5℄. Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîìñóáäè��óçèè ÿâëÿåòñÿ ¾ñòàðåíèå¿ ÷àñòèö, ò. å. ñíè�æåíèå ñî âðåìåíåì èõ ïîäâèæíîñòè. Ñóáäè��óçèÿíàáëþäàåòñÿ âî ìíîãèõ �èçè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ èáèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [6�10℄. Âçàèìîäåéñòâèå ñóá�äè��óçèè ñ õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè ìîæåò ïðèâî�äèòü ê èíòåðåñíûì ÿâëåíèÿì, îòñóòñòâóþùèì â ñè�ñòåìàõ ñ îáû÷íîé äè��óçèåé.Íåêîòîðûå íåäàâíèå ðàáîòû ïîñâÿùåíû òåîðåòè�÷åñêîìó îïèñàíèþ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ �ðîíòîâ âñèñòåìàõ ñ ñóáäè��óçèåé. Â ðàáîòå [11℄ áûëî ðàñ�ñìîòðåíî ïîâåäåíèå �ðîíòà â ñèñòåìå, êîòîðàÿ â ñëó�÷àå íîðìàëüíîé äè��óçèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåìÊîëìîãîðîâà �Ïåòðîâñêîãî �Ïèñêóíîâà (ÊÏÏ). Áû�ëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóáäè��óçèÿ íå ìåíÿåò êà÷åñòâåí�íîå ïîâåäåíèå �ðîíòà: òàê æå, êàê è ïðè íîðìàëü�íîé äè��óçèè, �ðîíò áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñ ïî�ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Â ðàáîòå [12℄ ðàññìàòðèâàëàñüàíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ïðè íåñêîëüêî äðóãîé õèìè÷å�ñêîé êèíåòèêå. Â ñëó÷àå íîðìàëüíîé äè��óçèè ïðè�íÿòàÿ ìîäåëü òàêæå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ÊÏÏ. Áû�ëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñêîðîñòü �ðîíòà â ýòîé ìîäåëèáóäåò ìîíîòîííî óìåíüøàòüñÿ äî íóëÿ. �åçóëüòàòû*E-mail: shkilevv�ukr.net

îáåèõ ðàáîò áûëè ïîäòâåðæäåíû ÷èñëåííûìè ðàñ÷å�òàìè â ðàáîòàõ [13; 14℄.�àññìîòðåíèå ñóáäè��óçèîííî-ðåàêöèîííîãî�ðîíòà â ðàáîòàõ [11�14℄ âåëîñü â ðàìêàõ ìîäåëèñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.Îñíîâíûì ïàðàìåòðîì ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ �óíê�öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ (¾âîçðàñòà¿÷àñòèöû). Â îòñóòñòâèå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ¾âîç�ðàñò¿ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ìîìåíòà ïîñëåäíåãî ñêà÷êà,ñîâåðøåííîãî ÷àñòèöåé. Ïðè íàëè÷èè õèìè÷åñêîéðåàêöèè îòñ÷åò âîçðàñòà ðîæäàþùèõñÿ â ðåçóëüòàòåðåàêöèè ÷àñòèö ìîæåò âåñòèñü ïî-ðàçíîìó. Ñóùå�ñòâóþò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå âîçìîæíîñòè. Ìîæíîëèáî îòñ÷èòûâàòü âîçðàñò ÷àñòèöû îò ìîìåíòà ååðîæäåíèÿ, ëèáî íàçíà÷àòü íîâîé ÷àñòèöå âîçðàñòñòàðîé ÷àñòèöû, îò êîòîðîé íîâàÿ ÷àñòèöà ïðî�èçîøëà. Ìîäåëè, ðàññìîòðåííûå â ðàáîòàõ [11; 12℄,ðàçëè÷àþòñÿ èìåííî ñïîñîáîì îòñ÷åòà âîçðàñòàíîâûõ ÷àñòèö. Â ðàáîòå [11℄ âîçðàñò îòñ÷èòûâàåòñÿîò ìîìåíòà ðîæäåíèÿ íîâîé ÷àñòèöû, à â ðàáîòå [12℄íîâàÿ ÷àñòèöà íàñëåäóåò âîçðàñò ñòàðîé ÷àñòèöû.Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå [11℄ ðîæäàþùèåñÿ ÷àñòèöûèìåþò ïîäâèæíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ íóëåâîìóâîçðàñòó, à â ðàáîòå [12℄ � âîçðàñòó, êîòîðûé ñòå÷åíèåì âðåìåíè óâåëè÷èâàåòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè.Ïîñêîëüêó ïîäâèæíîñòü ÷àñòèö ñ íóëåâûì âîçðàñ�òîì èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå, à ïðè óâåëè÷åíèèâîçðàñòà ñíèæàåòñÿ äî íóëÿ, â ïåðâîì ñëó÷àå ìûïîëó÷àåì êîíå÷íóþ ñêîðîñòü �ðîíòà, à âî âòîðîì �íóëåâóþ.816



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 4, 2011 �àñïðîñòðàíåíèå ñóáäè��óçèîííî-ðåàêöèîííîãî �ðîíòà : : :Â ðàáîòå [15℄ áûëà ðàññìîòðåíà ìîäåëü, â êîòî�ðîé ðîæäàþùèåñÿ ÷àñòèöû, òàê æå êàê è â ðàáî�òå [12℄, ïðèîáðåòàþò âîçðàñò ÷àñòèö, îò êîòîðûõ îíèïðîèçîøëè. Îäíàêî ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü �ðîíòàâ ýòîé ìîäåëè îêàçàëàñü îòëè÷íîé îò íóëÿ. Áûëî âû�ñêàçàíî ìíåíèå, ÷òî ðàçëè÷èå â ïîëó÷åííûõ ðåçóëü�òàòàõ ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî òåì, ÷òî â îäíîé ìî�äåëè êîíöåíòðàöèÿ îäíîãî èç ðåàãåíòîâ ïîääåðæè�âàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à â äðóãîé êîíöåíòðàöèè îáîèõðåàãåíòîâ ìåíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè [15℄.Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîÿñíåíèþ ýòîãî âîïðî�ñà. Óðàâíåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ âû÷èñëÿëàñüñêîðîñòü �ðîíòà â ðàáîòàõ [12; 15℄, ñëîæíû è òðóäíîïîääàþòñÿ àíàëèçó. Â ðàáîòå [15℄ óðàâíåíèå èìåëîñëåäóþùèé âèä:��A(t; x)�t = �22 �2�x2 8<: tZ0 M(t� �)�A(�; x) �� exp24 tZ� r ��A(u; x)� du35 d�9=;++ r ��A(t; x)� �A(t; x); (1)ãäå M(t) � �óíêöèÿ, êîòîðàÿ â ïðîñòðàíñòâå èçîá�ðàæåíèé Ëàïëàñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ~M(s) == s1�
=(�0)
 ; r(�) � �óíêöèÿ òèïà Êîëìîãîðî�âà �Ïåòðîâñêîãî �Ïèñêóíîâà:max0���1 r(�) = r(0) > 0; r(1) = 0:Óðàâíåíèå (1) çàïèñàíî äëÿ êîíöåíòðàöèè âåùåñòâàA, ó÷àñòâóþùåãî â ðåàêöèè A + B ! B + 2A. Êîí�öåíòðàöèÿ âåùåñòâà B ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé.Â ðàáîòå [12℄ ñêîðîñòü �ðîíòà âû÷èñëÿëàñü ñ ïîìî�ùüþ óðàâíåíèÿ��B(t; x)�t = �22 �2�x2 8<: tZ0 M(t� �)�B(�; x) �� exp24� tZ� k �1� �B(u; x)� du35 d�9=;�� k �1� �B(t; x)� �B(t; x): (2)Äàííîå óðàâíåíèå çàïèñàíî äëÿ êîíöåíòðàöèè âåùå�ñòâà B, ó÷àñòâóþùåãî â ðåàêöèè A+B ! 2A. Ñóììàêîíöåíòðàöèé âåùåñòâ A è B ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòî�ÿííîé. ×òîáû îïðåäåëèòü, â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ñóùå�ñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ìîäåëÿìè,ïåðåéäåì îò îïèñàíèÿ â òåðìèíàõ îáùèõ êîíöåíòðà�öèé ê áîëåå äåòàëüíîìó îïèñàíèþ. Áîëåå äåòàëüíîå

îïèñàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ ìîäåëåéñóáäè��óçèè�ðåàêöèè. Îäíà èç íèõ ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå [16℄ íåëèíåéíóþ ìî�äåëü ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìå�íåì, â êîòîðîé âîçðàñò ÷àñòèöû ðàññìàòðèâàåòñÿ âêà÷åñòâå îäíîé èç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Äðó�ãàÿ ìîäåëü � ýòî ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [17℄ ñðåä�íåïîëåâàÿ ìîäåëü ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê, â êîòîðîé âêà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîéèñïîëüçóåòñÿ ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû, îïðåäåëÿåìîå òè�ïîì óçëà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà. Ïåðâàÿ ìî�äåëü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëó�æäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Â íåé ïðè÷èíîéàíîìàëüíîé äè��óçèè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ¾òÿæåëîãîõâîñòà¿ â �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäà�íèÿ. Âî âòîðîé ìîäåëè ïðè÷èíîé àíîìàëüíîé äè���óçèè ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû. Ïåðâàÿ ìî�äåëü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ áèîëîãè�÷åñêèõ è ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ âîçðàñò÷àñòèö (ðîëü ÷àñòèö â ýòîì ñëó÷àå èãðàþò áëóæäà�þùèå áèîëîãè÷åñêèå îáúåêòû) èìååò âïîëíå îïðåäå�ëåííûé ñìûñë. Â òî æå âðåìÿ âòîðàÿ ìîäåëü áîëååàäåêâàòíî îòðàæàåò ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â íåîä�íîðîäíûõ �èçè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõñèñòåìàõ. Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå, îáåýòè ìîäåëè ïðèâîäÿò ê îäíèì è òåì æå óðàâíåíèÿìîòíîñèòåëüíî îáùèõ êîíöåíòðàöèé ÷àñòèö.2. �ÀÑÑÌÎÒ�ÅÍÈÅ Â �ÀÌÊÀÕ ÌÎÄÅËÈÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÁËÓÆÄÀÍÈÉ�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ÷àñòèö òèïîâ A è B, ðåàãè�ðóþùèõ ïî ñõåìå A+B ! 2A:� ��t + ��� � �A(t; �; x) = ��A(t; �; x)�� Zx0 W (�; x! x0) dx0 + k�B(t; �; x)�A(t; x); (3)�A(t; 0; x) = Zx0 1Z0 �A(t; �; x0)W (�; x0 ! x) d� dx0; (4)�A(t; x) = 1Z0 �A(t; �; x) d�; (5)� ��t + ��� � �B(t; �; x) = ��B(t; �; x) �� Zx0 W (�; x! x0) dx0 � k�B(t; �; x)�A(t; x); (6)13 ÆÝÒÔ, âûï. 4 817



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 4, 2011�B(t; 0; x) = Zx0 1Z0 �B(t; �; x0)W (�; x0 ! x) d� dx0; (7)�B(t; x) = 1Z0 �B(t; �; x) d�: (8)Çäåñü �A(t; �; x) è �B(t; �; x) � êîíöåíòðàöèè ÷àñòèöòèïîâ A è B, èìåþùèõ âîçðàñò � ; W (�; x ! x0) �ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ÷àñòèöû, èìåþùèå âîçðàñò � ,ïåðåìåùàþòñÿ èç òî÷êè x â òî÷êó x0. Óðàâíåíèÿ(6)�(8) äëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö òèïà B ÿâëÿþòñÿ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèé, ðàññìîòðåííûõ â ðàáî�òàõ [16; 18℄ è íå íóæäàþòñÿ â ïîÿñíåíèÿõ. Óðàâíåíèÿ(3)�(5) äëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö òèïà A îòëè÷àþòñÿîò óðàâíåíèé, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòàõ [16; 18℄, òåì,÷òî ÷ëåí, îïèñûâàþùèé ïðèòîê ÷àñòèö, �èãóðèðóåòíå â óðàâíåíèè (4), à â óðàâíåíèè (3). Ýòî îçíà÷àåò,÷òî íîâûå ÷àñòèöû ïðèîáðåòàþò íåêîòîðûé âîçðàñò,îòëè÷íûé îò íóëåâîãî. Èç óðàâíåíèÿ (3) âèäíî, ÷òîðîæäàþùàÿñÿ ÷àñòèöà òèïà A ïðèîáðåòàåò âîçðàñòâñòóïàþùåé â ðåàêöèþ ÷àñòèöû òèïà B (âñòóïàþ�ùàÿ â ðåàêöèþ, ÷àñòèöà òèïà B è ðîæäàþùàÿñÿ ÷à�ñòèöà òèïà A èìåþò îäèí è òîò æå âîçðàñò �).Äè��óçèîííûå ñâîéñòâà ÷àñòèö îáîèõ òèïîâ,îïèñûâàåìûå �óíêöèåé W (�; x ! x0), îäèíàêîâû,ïîýòîìó, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñóììàêîíöåíòðàöèé âåùåñòâ A è B ïîñòîÿííà â ïðîñòðàí�ñòâå, òî îíà áóäåò ïîñòîÿííîé â ëþáîé ìîìåíò âðå�ìåíè: �A(t; x) + �B(t; x) = 
onst: (9)Â òàêîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèÿ (6) ìîæíî èñêëþ÷èòüêîíöåíòðàöèþ âåùåñòâàA è ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ñè�ñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîíöåíòðàöèè âåùå�ñòâà B. Åñëè êîíñòàíòó â ñîîòíîøåíèè (9) ïðèíÿòüðàâíîé åäèíèöå, òî óðàâíåíèå (6) ïðèîáðåòåò âèä� ��t + ��� � �B(t; �; x) == ��B(t; �; x) Zx0 W (�; x! x0) dx0 �� k�B(t; �; x) �1� �B(t; x)� : (10)Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [18℄, ñèñòåìó óðàâíåíèé (7),(8), (10) ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó óðàâíåíèþ îòíî�ñèòåëüíî îáùåé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö òèïà B. Äëÿýòîãî ñëåäóåò óðàâíåíèå (10) ïðîèíòåãðèðîâàòü ìå�òîäîì õàðàêòåðèñòèê, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ�B(t; �; x) ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèÿ (7) è (8), à çàòåìèç ïîëó÷åííûõ äâóõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî äâóõíåèçâåñòíûõ �B(t; x) è �B(t; 0; x) âòîðóþ íåèçâåñò�íóþ èñêëþ÷èòü, èñïîëüçóÿ äè��åðåíöèðîâàíèå è

ïåðåõîä ê èçîáðàæåíèÿì Ëàïëàñà. Åñëè ïðåäïîëî�æèòü, ÷òî �A(0; �; x) = �A(0; x)Æ(�); (11) (t) � 
onst (�0)
t1+
 ; (12)w(q) � 1� �22 q2; (13)ãäå w(q) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè w(x), à (t) è w(x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæè�äàíèÿ è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí ñêà÷êîâ, âû�ðàæàþùèåñÿ ÷åðåç �óíêöèþ W (�; x ! x0) ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì:W (t; x! x0) exp8<:� tZ0 Zx0 W (�; x! x0) dx0d�9=; == w(x � x0) (t);òî ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå áóäåò ñîâ�ïàäàòü ñ óðàâíåíèåì (2). Ïîñêîëüêó ìèíèìàëüíàÿñêîðîñòü �ðîíòà, âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíå�íèÿ (2), ðàâíà íóëþ, ñêîðîñòü �ðîíòà, îïèñûâàåìîãîñèñòåìîé óðàâíåíèé (3)�(8), (11)�(13), òàêæå áóäåòðàâíà íóëþ.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:� ��t + ��� � �A(t; �; x) = ��A(t; �; x)�� Zx0 W (�; x! x0) dx0 + k�A(t; �; x)�B(t; x); (14)�A(t; 0; x) == Zx0 1Z0 �A(t; �; x0)W (�; x0 ! x) d� dx0; (15)�A(t; x) = 1Z0 �A(t; �; x) d�; (16)� ��t + ��� � �B(t; �; x) = ��B(t; �; x) �� Zx0 W (�; x! x0) dx0 � k�A(t; �; x)�B(t; x); (17)�B(t; 0; x) == Zx0 1Z0 �B(t; �; x0)W (�; x0 ! x) d� dx0; (18)818



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 4, 2011 �àñïðîñòðàíåíèå ñóáäè��óçèîííî-ðåàêöèîííîãî �ðîíòà : : :�B(t; x) = 1Z0 �B(t; �; x) d�; (19)êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèé (3)�(8) âèäîì ðå�àêöèîííîãî ÷ëåíà. Ýòè óðàâíåíèÿ òàêæå îïèñûâàþòñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ÷àñòèö òèïîâ A è B, ðåàãèðó�þùèõ ïî ñõåìå A+B ! 2A, íî òåïåðü ðîæäàþùàÿ�ñÿ ÷àñòèöà òèïà A ïðèîáðåòàåò âîçðàñò âñòóïàþùåéâ ðåàêöèþ ÷àñòèöû òèïà A. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (9),ìîæíî èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèÿ (14) êîíöåíòðàöèþ÷àñòèö òèïà B è ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâ�íåíèé îòíîñèòåëüíî êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö òèïà A.Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò óðàâ�íåíèé, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå [18℄, ëèøü çíàêîìïåðåä ðåàêöèîííûì ÷ëåíîì. Ýòî îòëè÷èå íå ìåøà�åò íàì èñïîëüçîâàòü òîò æå ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îäíî�ãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî îáùåé êîíöåíòðàöèè ÷àñ�òèö òèïà A. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåò�ñÿ óðàâíåíèå��A(t; x)�t = �22 �2�x2 8<: tZ0 M(t� �)�A(�; x) �� exp24 tZ� k �1� �A(u; x)� du35 d�9=;++ k �1� �A(t; x)� �A(t; x); (20)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ(1), ñîîòâåòñòâóþùèì �óíêöèè r(�A(t; x)), ðàâ�íîé k �1� �A(t; x)�. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àåìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü �ðîíòà áóäåò îòëè÷íà îòíóëÿ.Äâà ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿ ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêîòåì, ÷òî â îäíîì èç íèõ ðîæäàþùàÿñÿ â ðåçóëüòà�òå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ÷àñòèöà ïðèîáðåòàåò âîçðàñòîäíîãî ðåàãåíòà, à â äðóãîì � äðóãîãî. Íà ïåðâûéâçãëÿä ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü �ðîíòà â îáîèõ ñëó÷à�ÿõ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó ÷àñòèöû îáî�èõ òèïîâ ïîäâåðæåíû ¾ñòàðåíèþ¿ è èõ ïîäâèæíîñòüñî âðåìåíåì ñíèæàåòñÿ äî íóëÿ. Òàêîé âûâîä ïîä�òâåðæäàåòñÿ òàêæå ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [19℄, â êîòî�ðîé óñòàíîâëåíî, ÷òî ñêîðîñòü �ðîíòà áóäåò óìåíü�øàòüñÿ äî íóëÿ ïðè ëþáîé õèìè÷åñêîé êèíåòèêå.Îäíàêî â ðàáîòå [19℄ òî÷íûå óðàâíåíèÿ áûëè çàìå�íåíû ïðèáëèæåííûìè, ïîýòîìó ïîëó÷åííûå òàì ðå�çóëüòàòû íå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ñòðî�ãî äîêàçàííûõ. Íà ñàìîì äåëå, êàê ìû âèäèì, âîâòîðîì ñëó÷àå ñêîðîñòü �ðîíòà îêàçûâàåòñÿ îòëè÷�íîé îò íóëÿ. Êàêèì îáðàçîì ýòî ïðîèñõîäèò, íà êà÷å�ñòâåííîì óðîâíå ìîæíî ïîíÿòü, ðàññìàòðèâàÿ ïðî�öåññû, ïðîèñõîäÿùèå âíóòðè äâèæóùåãîñÿ �ðîíòà.

Íàïîìíèì, ÷òî âïåðåäè �ðîíòà íàõîäÿòñÿ òîëü�êî ÷àñòèöû òèïà B. Ïðîäâèæåíèå �ðîíòà çàêëþ÷à�åòñÿ â òîì, ÷òî ÷àñòèöû òèïà A äè��óíäèðóþò âîáëàñòü, çàíÿòóþ ÷àñòèöàìè òèïà B, è ïðè ñòîëêíî�âåíèè ÷àñòèö äâóõ òèïîâ ïðîèñõîäèò ïðåâðàùåíèå÷àñòèö òèïà B â ÷àñòèöû òèïà A. Òàêèì îáðàçîì÷àñòèöû òèïà B ïîñòåïåííî çàìåùàþòñÿ ÷àñòèöàìèòèïà A. �àññìîòðèì ïðîìåæóòîê âðåìåíè �t. Çà ýòîâðåìÿ �ðîíò ïðîäâèíåòñÿ íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèåçà ñ÷åò òîãî, ÷òî íåêîòîðûå ÷àñòèöû òèïà A ñîâåð�øàò ñêà÷êè â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ �ðîíòà. Èìåí�íî ýòè ÷àñòèöû áóäóò íàõîäèòüñÿ â îáëàñòè �ðîíòà.Ïîñêîëüêó îíè çà âðåìÿ �t ñîâåðøèëè õîòÿ áû îäèíñêà÷îê, èõ âîçðàñò íå áóäåò ïðåâûøàòü �t. Â òî æåâðåìÿ ïîçàäè �ðîíòà áóäóò èìåòüñÿ ÷àñòèöû ñ áîëü�øèìè âîçðàñòàìè, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíèé âîçðàñò÷àñòèö òèïà A â îáëàñòè �ðîíòà áóäåò ìåíüøå, ÷åìñðåäíèé âîçðàñò ÷àñòèö òèïà A ïîçàäè �ðîíòà. Ýòîðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïî îòíîøåíèþ ê îáåèì ìî�äåëÿì. Íî åñëè ìû ðàññìîòðèì ÷àñòèöû, ðîæäàþùè�åñÿ â îáëàñòè �ðîíòà, òî ìåæäó ìîäåëÿìè ïîÿâèò�ñÿ ðàçëè÷èå. Â ìîäåëè èç ðàáîòû [12℄ ðîæäàþùèåñÿ÷àñòèöû íàñëåäóþò âîçðàñò ÷àñòèö òèïà B, êîòîðûåíåóêëîííî ñòàðåþò. Ïîýòîìó ïîäâèæíîñòü ðîæäàþ�ùèõñÿ ÷àñòèö ñ òå÷åíèåì âðåìåíè áóäåò ñíèæàòüñÿäî íóëÿ. Â ìîäåëè èç ðàáîòû [15℄ ðîæäàþùèåñÿ ÷àñ�òèöû ïðèîáðåòàþò âîçðàñò ÷àñòèö òèïà A, íàõîäÿ�ùèõñÿ â îáëàñòè �ðîíòà. Âîçðàñò ýòèõ ÷àñòèö áëè�çîê ê íóëþ, ïîýòîìó èõ ïîäâèæíîñòü áóäåò áëèçêà êïîäâèæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîìó âîçðàñòó.Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè [12℄ ñêîðîñòü �ðîíòà ñ òå�÷åíèåì âðåìåíè ñíèæàåòñÿ äî íóëÿ, à â ìîäåëè [15℄îñòàåòñÿ áîëüøåé íóëÿ.3. �ÀÑÑÌÎÒ�ÅÍÈÅ Â �ÀÌÊÀÕ ÌÎÄÅËÈÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ËÎÂÓØÅÊÏåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé, îïè�ñûâàþùèõ ñóáäè��óçèþ â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâó�øåê. Óðàâíåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä [17℄:��(t; x)�t = �22 �2�x2 24 NXj=1 �j�j(t; x)35 ; (21)��i(t; x)�t = ��i�i(t; x) + �iF (t; x); (22)NXj=1 �j(t; x) = �(t; x): (23)Çäåñü �i(t; x) � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿâ óçëàõ i-ãî òèïà; �i � ÷àñòîòà, ñ êîòîðîé ÷àñòèöû819 13*



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 4, 2011ïîêèäàþò óçëû i-ãî òèïà; �i � äîëÿ óçëîâ i-ãî òè�ïà; N � ÷èñëî òèïîâ óçëîâ. Ôóíêöèÿ F (t; x) èìååòñìûñë ÷èñëà ñêà÷êîâ, ñîâåðøàåìûõ ÷àñòèöàìè â åäè�íèöó âðåìåíè â åäèíèöå îáúåìà è âûðàæàåòñÿ ÷åðåçêîíöåíòðàöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:F (t; x) = NXj=1 �j�j(t; x) ++ �22 �2�x2 24 NXj=1 �j�j(t; x)35 : (24)Åñëè êîíöåíòðàöèè ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùè�ìèñÿ �óíêöèÿìè êîîðäèíàò, òî âòîðûì ÷ëåíîì âïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Äè��óçèîííóþ ïîäâèæíîñòü ÷àñòèö ìîæíîîïðåäåëèòü êàê ÷èñëî ñêà÷êîâ, ñîâåðøàåìûõ îä�íîé ÷àñòèöåé â åäèíèöó âðåìåíè: � = F=�. Èçñîîòíîøåíèÿ (24) ñëåäóåò, ÷òî � = PNj=1 �j�j , ãäåêîý��èöèåíòû �j õàðàêòåðèçóþò ðàñïðåäåëåíèå÷àñòèö ïî óçëàì ðàçíûõ òèïîâ: �j = �j=�.Ïðè õàîòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö êîý��è�öèåíòû �j ðàâíû �j . Óðàâíåíèÿ (22) ïîêàçûâàþò,÷òî ÷àñòèöû, ñîâåðøàþùèå ñêà÷êè, ðàñïðåäåëÿþòñÿïî óçëàì ðàçíûõ òèïîâ õàîòè÷åñêèì îáðàçîì. Ñëåäî�âàòåëüíî, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t ðàññìîòðåòü ÷àñ�òèöû, êîòîðûå ñîâåðøèëè ñêà÷êè â èíòåðâàëå âðå�ìåíè (t��t; t), òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì �t ðàñïðå�äåëåíèå ýòèõ ÷àñòèö áóäåò áëèçêî ê õàîòè÷åñêîìó.Óðàâíåíèÿ (22) îïèñûâàþò ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî óç�ëàì ðàçíîãî òèïà. Ïðè ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîì ðàñ�ïðåäåëåíèè ÷àñòèö êîý��èöèåíòû �j ðàâíû �j=�j�,ãäå � = PNj=1(�j=�j) � ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ÷àñòèöû â óçëå. Èç ýòèõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî êîí�öåíòðàöèè ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â óçëàõ ñ ìàëûìè÷àñòîòàìè, ïðè ðàâíîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèè áóäóòâûøå, ÷åì ïðè õàîòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè, à êîí�öåíòðàöèè ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â óçëàõ ñ áîëüøè�ìè ÷àñòîòàìè, íàîáîðîò, íèæå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî�äâèæíîñòü ÷àñòèö ïðè ðàâíîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèèìåíüøå, ÷åì ïðè õàîòè÷åñêîì.Ìîäåëü (21)�(23) ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíàìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðå�ìåíåì ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäà�íèÿ, èìåþùåé âèä~ (s) = NXi=1 �i�is+ �i :Äëÿ òîãî ÷òîáû â ýòîé ìîäåëè ïîëó÷èòü àâòîìî�äåëüíóþ ñóáäè��óçèþ, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì ñ

äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, íóæíî íàéòè ðàñ�ïðåäåëåíèå óçëîâ ïî òèïàì, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâ�íåíèþ 11 + (�0s)
 = NXi=1 �i�is+ �i :�åøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîåðàñïðåäåëåíèå�(�) = sin(
�)�� [(�0�)
 + (�0�)�
 + 2 
os(
�)℄ : (25)Äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâà�íèÿ ÷àñòèöû â óçëå ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè, à ëîêàëü�íî-ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå íå îïðåäåëåíî. Ïðî�öåññ óñòàíîâëåíèÿ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ íèêîãäàíå çàêàí÷èâàåòñÿ. ×àñòèöû áóäóò ïåðåòåêàòü íà óç�ëû ñî âñå áîëåå ìàëûìè ÷àñòîòàìè, âñëåäñòâèå ÷åãîèõ ïîäâèæíîñòü áóäåò óìåíüøàòüñÿ äî íóëÿ [20℄.Â ðàìêàõ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê óðàâíåíè�ÿì (3)�(8) ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:��A(t; x)�t = �22 �2�x2 24 NXj=1 �j�Aj (t; x)35 ++ k�A(t; x)�B(t; x); (26)��Ai (t; x)�t = ��i�Ai (t; x) + �iFA(t; x) ++ k�Bi (t; x)�A(t; x); (27)NXj=1 �Aj (t; x) = �A(t; x); (28)��B(t; x)�t = �22 �2�x2 24 NXj=1 �j�Bj (t; x)35 �� k�A(t; x)�B(t; x); (29)��Bi (t; x)�t = ��i�Bi (t; x) + �iFB(t; x)�� k�Bi (t; x)�A(t; x); (30)NXj=1 �Bj (t; x) = �B(t; x): (31)Çäåñü �Ai (t; x) (�Bi (t; x)) � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö òè�ïà A (B), íàõîäÿùèõñÿ â óçëàõ i-ãî òèïà. ÔóíêöèÿFA(t; x) (FB(t; x)) îïðåäåëÿåò ÷èñëî ñêà÷êîâ, ñîâåð�øàåìûõ ÷àñòèöàìè òèïà A (B) â åäèíèöó âðåìåíè âåäèíèöå îáúåìà.Óðàâíåíèÿì (14)�(19) ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿ820



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 4, 2011 �àñïðîñòðàíåíèå ñóáäè��óçèîííî-ðåàêöèîííîãî �ðîíòà : : :��A(t; x)�t = �22 �2�x2 24 NXj=1 �j�Aj (t; x)35 ++ k�A(t; x)�B(t; x); (32)��Ai (t; x)�t = ��i�Ai (t; x) + �iFA(t; x) ++ k�Ai (t; x)�B(t; x); (33)NXj=1 �Aj (t; x) = �A(t; x); (34)��B(t; x)�t = �22 �2�x2 24 NXj=1 �j�Bj (t; x)35 �� k�A(t; x)�B(t; x); (35)��Bi (t; x)�t = ��i�Bi (t; x) + �iFB(t; x)�� k�Ai (t; x)�B(t; x); (36)NXj=1 �Bj (t; x) = �B(t; x): (37)�àçëè÷èå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñèñòåìàìè óðàâíåíèéñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïåðâîé èç íèõ ðîæäàþùàÿñÿ÷àñòèöà òèïà A îêàçûâàåòñÿ â òîì æå ñîñòîÿíèè,÷òî è âñòóïàþùàÿ â ðåàêöèþ ÷àñòèöà òèïà B, à âîâòîðîé � â òîì æå ñîñòîÿíèè, ÷òî è âñòóïàþùàÿâ ðåàêöèþ ÷àñòèöà òèïà A. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (9),êàæäóþ èç ñèñòåì (26)�(31) è (32)�(37) ìîæíî ñâå�ñòè ê îäíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî îáùåé êîí�öåíòðàöèè [21℄. Åñëè â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ óç�ëîâ ïî òèïàì âçÿòü ðàñïðåäåëåíèå (25), à â êà÷åñòâåíà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî óçëàì ðàçíûõòèïîâ � õàîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå �(�) = �(�), òîâ ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ (2) è (20). Ñëåäî�âàòåëüíî, ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü �ðîíòà, îïèñûâàå�ìîãî óðàâíåíèÿìè (26)�(31), ðàâíà íóëþ, à �ðîíòà,îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèÿìè (32)�(37), îòëè÷íà îò íó�ëÿ.Â äàííîé ìîäåëè ñðåäíÿÿ ïîäâèæíîñòü ÷àñòèöÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî óçëàìðàçíûõ òèïîâ. Ïîñêîëüêó ÷àñòèöû òèïà B ñ òå÷åíè�åì âðåìåíè ïåðåòåêàþò íà óçëû ñî âñå ìåíüøèìè÷àñòîòàìè, èõ ïîäâèæíîñòü áóäåò ñíèæàòüñÿ äî íó�ëÿ. Ïîýòîìó â ìîäåëè (26)�(31), â êîòîðîé ðîæäà�þùàÿñÿ ÷àñòèöà òèïà A îêàçûâàåòñÿ â òîì æå ñî�ñòîÿíèè, ÷òî è âñòóïàþùàÿ â ðåàêöèþ ÷àñòèöà òè�ïà B, ïîäâèæíîñòü ÷àñòèö òèïà A, íàõîäÿùèõñÿ âîáëàñòè �ðîíòà, áóäåò ñíèæàòüñÿ äî íóëÿ. Â ìîäå�ëè (32)�(37) ÷àñòèöû òèïà A, íàõîäÿùèåñÿ â îáëà�ñòè �ðîíòà, áóäóò ðàñïðåäåëåíû ïî óçëàì ðàçíîãî
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