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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119234, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 8 äåêàáðÿ 2010 ã.Èññëåäîâàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè òÿæåëîé æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè ìåëêîéâîäû. Íàéäåíû âñå àâòîìîäåëüíûå ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ è âñå íåïðåðûâíûå öåíòðèðîâàííûå àâòîìîäåëü-íûå ðåøåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå âîëíû ñæàòèÿ îïðîêèäûâàþòñÿ ñ îáðàçîâàíèåììàãíèòîãðàâèòàöèîííîé óäàðíîé âîëíû. Â ÿâíîì âèäå ðåøåíà çàäà÷à ðàñïàäà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâàäëÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû. Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïÿòèðàçëè÷íûõ êîí�èãóðàöèé, ðåàëèçóþùèõ ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïàäà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Äëÿ êàæäîéêîí�èãóðàöèè íàéäåíû óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ åå ðåàëèçàöèè.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÓðàâíåíèÿ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â ïðèáëè�æåíèè ìåëêîé âîäû ÿâëÿþòñÿ àëüòåðíàòèâîé ðå�øåíèþ ïîëíîé ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìûóðàâíåíèé òÿæåëîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíè�öåé. Ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé ìàã�íèòíîé ãèäðîäèíàìèêè, çàïèñàííûõ äëÿ ñëîÿ íåñæè�ìàåìîé íåâÿçêîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíî�ñòüþ, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëå ñèë òÿæåñòè, óñðåäíåíè�åì ïî ãëóáèíå â ïðåäïîëîæåíèè ãèäðîñòàòè÷íîñòèðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé è ìàëîñòè òîëùèíû ñëîÿïî îòíîøåíèþ ê õàðàêòåðíîìó ëèíåéíîìó ðàçìåðóçàäà÷è. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà óðàâíå�íèé â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå èãðàåò òàêóþ æåâàæíóþ ðîëü, êàê è êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ïðè�áëèæåíèè ìåëêîé âîäû â ãèäðîäèíàìèêå íåéòðàëü�íîé æèäêîñòè [1℄.Ïðèáëèæåíèå ìåëêîé âîäû â ìàãíèòíîé ãèä�ðîäèíàìèêå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ñîëíå÷íîãîòàõîêëèíà [1�3℄, ðàñòåêàíèÿ ìàòåðèè ïðè äèñêîâîé*E-mail: apetrosy�iki.rssi.ru**E-mail: aprilfire.ru�gmail.
om

àêêðåöèè â íåéòðîííûõ çâåçäàõ [4; 5℄, äèíàìèêè àò�ìîñ�åð íåéòðîííûõ çâåçä [6; 7℄, àòìîñ�åð âíåñîëíå÷�íûõ ïëàíåò [8℄, à òàêæå äëÿ îïòèìèçàöèè ìåõàíè÷å�ñêèõ ïðîöåññîâ ïðè ïîëó÷åíèè àëþìèíèÿ ýëåêòðîëè�çîì, à èìåííî, äëÿ ìèíèìèçàöèè ìàãíèòîãèäðîäèíà�ìè÷åñêîãî øóìà íà ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ìåòàëëà èòåì ñàìûì óìåíüøåíèÿ ýíåðãîçàòðàò äëÿ ïðîèçâîä�ñòâà àëþìèíèÿ [9℄.Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà òàêèõ òå÷åíèé, îïèñûâàå�ìûõ ïîëíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðî�äèíàìèêè íà âñåõ ìàñøòàáàõ, íå äîïóñêàåò àíàëè�òè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ è ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà�÷åé äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ôàêòè÷å�ñêè, ïðèáëèæåíèå ìåëêîé âîäû äëÿ èçó÷åíèÿ êðóï�íîìàñøòàáíûõ ïðîöåññîâ â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìè�êå ïëàçìû èãðàåò òàêóþ æå �óíäàìåíòàëüíóþ ðîëü,êàê è àíàëîãè÷íîå ïðèáëèæåíèå â ãèäðîäèíàìèêåíåéòðàëüíîé æèäêîñòè [10; 11℄, êîòîðîå øèðîêî èñ�ïîëüçóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ ïðî�öåññîâ â àòìîñ�åðàõ ïëàíåò, Çåìëè è â îêåàíàõ [12℄.Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåëèíåéíûõìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé òÿæåëîé æèä�êîñòè, îïèñûâàåìûõ ïðîñòåéøèìè ìàãíèòîãèäðîäè�606



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011 Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé : : :íàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû íà ðîâíîé ãðà�íèöå â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë. Ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿ�þòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé [13℄ è ìîãóò áûòü èñ�ïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ñîçäàíèÿ ìîäåëåéè ðàçâèòèÿ òåîðèè ìíîãîñëîéíûõ ñòðàòè�èöèðîâàí�íûõ ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé â ïðèáëè�æåíèè ìåëêîé âîäû, à òàêæå äëÿ ðàçâèòèÿ ìàãíèòî�ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè ìåëêîé âîäû ïðè íàëè�÷èè âíåøíèõ ñèë, íàïðèìåð âðàùåíèÿ èëè ãèäðàâ�ëè÷åñêîãî òðåíèÿ. �èïåðáîëè÷íîñòü ìàãíèòîãèäðî�äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû îïðåäåëÿåò,íàðÿäó ñ ãëàäêèìè, íàëè÷èå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé.Äàæå â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ÿâëÿþò�ñÿ ãëàäêèìè, íåëèíåéíûé õàðàêòåð óðàâíåíèé, íà�ðÿäó ñ èõ ãèïåðáîëè÷íîñòüþ, çà êîíå÷íîå âðåìÿ ìî�æåò ïðèâåñòè ê ðàçðûâíîìó ðåøåíèþ. Â ðàáîòå èçó�÷àþòñÿ ïðîñòûå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèéìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â ïðèáëèæåíèè ìåëêîéâîäû: ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå âîëíû ðàçðåæåíèÿ,ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå óäàðíûå âîëíû è àëü�âå-íîâñêèå âîëíû. Òàêèå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâîïî�ëàãàþùèìè â èññëåäîâàíèè íåëèíåéíûõ âîëíîâûõÿâëåíèé è ïîçâîëÿþò íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷èðàñïàäà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà.Â ðàáîòå ïîëó÷åíî òî÷íîå ÿâíîå ðåøåíèå íà�÷àëüíîé çàäà÷è ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè íà÷àëüíû�ìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäè�íàìèêè â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû. Ýòà çàäà÷àâïåðâûå âîçíèêëà â ãàçîâîé äèíàìèêå (çàäà÷à �èìà�íà) [14℄. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéîäíó èç ïÿòè âîëíîâûõ êîí�èãóðàöèé:äâå ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå óäàðíûå âîëíû èäâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû;ëåâàÿ ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ óäàðíàÿ âîëíà,ïðàâàÿ ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ èäâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû;ëåâàÿ ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà ðàçðåæå�íèÿ, ïðàâàÿ ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ óäàðíàÿ âîëíàè äâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû;äâå ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå âîëíû ðàçðåæåíèÿ èäâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû;äâå ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå âîëíû ðàçðåæåíèÿ èçîíà âàêóóìà.Â ðàáîòå íàéäåíû óñëîâèÿ äëÿ íà÷àëüíûõ äàí�íûõ, ïðè êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ êàæäàÿ êîíêðåòíàÿêîí�èãóðàöèÿ. Â ðàçä. 2 ïðèâåäåíà èñõîäíàÿ ñèñòå�ìà óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â ïðèáëè�æåíèè ìåëêîé âîäû. Â ðàçä. 3 ïîëó÷åíû âñå öåí�òðèðîâàííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ òèïà ïðîñòûõ âîëíè âñå ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ ñ íåíóëåâûì ïîòîêîì ìàñ�ñû ÷åðåç ðàçðûâ. Â ðàçä. 4 ñ�îðìóëèðîâàíà çàäà�÷à �èìàíà; ïîêàçàíî, ÷òî åå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé îäíó èç ïÿòè âîëíîâûõ êîí�èãóðàöèé; ïîëó�÷åíû óñëîâèÿ äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, íåîáõîäèìûõäëÿ ðåàëèçàöèè êàæäîé êîí�èãóðàöèè. Â Çàêëþ÷å�íèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.2. ÑÈÑÒÅÌÀ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÌÀ�ÍÈÒÍÎÉ�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÈ Â Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÈÌÅËÊÎÉ ÂÎÄÛÂ äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü ìàãíèòî�ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìåëêîé âîäû äëÿ èçó÷åíèÿ òå�÷åíèé ìàãíèòíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíî�ñòüþ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè.Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè âïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû íàä ðîâíîé ãðàíèöåé ïî�ëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàãíèòíîéãèäðîäèíàìèêè [15; 16℄, çàïèñàííîé äëÿ ñëîÿ æèä�êîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ â ïîëå ñèëû òÿ�æåñòè â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ãäå îñü z íàïðàâëåíàâäîëü âåêòîðà ñèëû òÿæåñòè è ïðîòèâîïîëîæíà åìóïî íàïðàâëåíèþ. Â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè òîëùè�íû ñëîÿ è ãèäðîñòàòè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîãîäàâëåíèÿ (ñóììû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî è ìàãíèòíî�ãî) ïðîâîäèòñÿ óñðåäíåíèå ñèñòåìû ïî ãëóáèíå ñëîÿæèäêîñòè. Ïðè óñðåäíåíèè ïðåíåáðåãàåòñÿ êâàäðà�òàìè îòêëîíåíèÿ ñêîðîñòåé è ìàãíèòíîãî ïîëÿ îòóñðåäíåííûõ ïî ãëóáèíå âåëè÷èí. Äëÿ óïðîùåíèÿçàïèñè îáîçíà÷èì ~Bi = Bi=p�, ãäå � � ïëîòíîñòüæèäêîñòè (â äàëüíåéøåì çíàê òèëüäû äëÿ ñîêðàùå�íèÿ îïóñêàåòñÿ). Çàïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâ�íåíèé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå:�h�t + �hu1�x = 0;�hu1�t + (
2g � u21)�h�x + 2u1�hu1�x = 0;�hu2�t + (B1B2 � u1u2)�h�x + u2�hu1�x ++ u1 �hu2�x �B1 �hB2�x = 0;�hB1�t = 0;�hB2�t + (u2B1 � u1B2)�h�x +B2 �hu1�x ��B1 �hu2�x + u1 �hB2�x = 0;
(2.1a)

�hB1�x = 0: (2.1b)Çäåñü x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà, t � âðåìÿ,h(x; t) � ãëóáèíà ñëîÿ æèäêîñòè, u1(x; t) è u2(x; t) �ñêîðîñòè æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî âäîëü îñåé x è y,607



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, Ñ. Â. Òàðàñåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011B1(x; t) è B2(x; t) � ìàãíèòíûå ïîëÿ ñîîòâåòñòâåí�íî ïî îñÿì x è y, g � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,
g = pB1 + gh � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëàáûõâîçìóùåíèé. Ñèñòåìà (2.1a) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîéóðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â ïðèáëèæå�íèè ìåëêîé âîäû [1; 17℄. Äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå(2.1b) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ áåçäèâåðãåíò�íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïîëíîé ñèñòåìå èñõîäíûõóðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè è èñïîëüçóåò�ñÿ äëÿ çàäàíèÿ êîððåêòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå àâ�òîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1a).3. ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÅ �ÅØÅÍÈß ÄËßÌÀ�ÍÈÒÎ�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ ÌÅËÊÎÉ ÂÎÄÛÂ äàííîì ðàçäåëå íàéäåíû ðåøåíèÿ, çàâèñÿùèåîò x=t. Îíè ïîëó÷åíû â âèäå ñîîòíîøåíèé, ïîçâî�ëÿþùèõ ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ îïðåäå�ëèòü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ îáëàñòü, çàíèìàå�ìóþ âîëíîé, à òàêæå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ �èçè÷åñêèõâåëè÷èí â êàæäîé òî÷êå âîëíû.Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåïðåðûâíûõ àâòîìîäåëüíûõðåøåíèé ïåðåïèñûâàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.1a) âñëåäóþùåì âèäå:�t0BBBBBB� hhu1hu2hB1hB2
1CCCCCCA+

+0BBBBBB� 0 1 0 0 0
2g � u21 2u1 0 0 0B1B2 � u1u2 u2 u1 0 �B10 0 0 0 0u2B1 � u1B2 B2 �B1 0 u1
1CCCCCCA�

� �x0BBBBBB� hhu1hu2hB1hB2
1CCCCCCA = 0BBBBBB� 00000

1CCCCCCA : (3.1)×åòâåðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.1) âìåñòå ñ óðàâíå�íèåì (2.1b) äàåò óñëîâèå B1h = 
onst. Ó÷èòûâàÿ ýòîðàâåíñòâî, äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõîñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.1):

�t0BBBB� hhu1hu2hB2 1CCCCA+
+0BBBB� 0 1 0 0
2g � u21 2u1 0 0B1B2 � u1u2 u2 u1 �B1u2B1 � u1B2 B2 �B1 u1 1CCCCA�� �x0BBBB� hhu1hu2hB2 1CCCCA = 0BBBB� 0000 1CCCCA : (3.2)Ïðîåêòèðóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.2) íà ëèíèèâèäà x = �t. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ� = x=t:��x = dd� ���x = 1t dd� ;��t = dd� ���t = �� xt2� dd� = ��1t�� dd� ; (3.3)ïîñëå ÷åãî çàïèøåì ñèñòåìó (3.2) â âèäå0BBBB� �� 1 0 0
2g � u21 2u1 � � 0 0B1B2 � u1u2 u2 u1 � � �B1u2B1 � u1B2 B2 �B1 u1 � � 1CCCCA�� d�0BBBB� hhu1hu2hB2 1CCCCA = 0BBBB� 0000 1CCCCA : (3.4)Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (3.4) èìåëà íåòðèâèàëüíûåðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿìàòðèöû ïåðåä ïðîèçâîäíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè�÷èíû � äîëæíû áûòü ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ýòîéñèñòåìû. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû èìåþòñÿ ÷åòûðå âå�ùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà:�1;2 = u1 �B1; �3;4 = u1 � 
g :Íàéäåì çàâèñèìîñòè ìåæäó èñêîìûìè âåëè÷èíàìè,âûïîëíÿþùèåñÿ äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà.3.1. Âûðîæäåíèå íåïðåðûâíûõàëü�âåíîâñêèõ âîëí�àññìîòðèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà �1 è �2. Òå÷åíèÿ,ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, íàçî�âåì íåïðåðûâíûìè àëü�âåíîâñêèìè âîëíàìè.608



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011 Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé : : :Äëÿ ñëó÷àÿ �1 = u1 � B1 ïðåîáðàçóåì ñèñòåìóóðàâíåíèé (3.4) ê âèäó0BBBB� B1 � u1 1 0 0
2g � u21 u1 +B1 0 0B1B2 � u1u2 u2 B1 �B1u2B1 � u1B2 B2 �B1 B1 1CCCCA�� d�0BBBB� hhu1hu2hB2 1CCCCA = 0BBBB� 0000 1CCCCA : (3.5)Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.5) ëèíåéíî íåçàâèñèìûòîëüêî òðè óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ðå�øåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó �1,èñïîëüçóåì ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.5):(B1 � u1) dhd� + dhu1d� = 0;(
2g � u1) dhd� + (u1 +B1)dhu1d� = 0;(B1B2 � u1u2) dhd� + u2 dhu1d� ++B1 dhu2d� �B1 dhB2d� = 0: (3.6)
Ïðè óìíîæåíèè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.6) íàB1+u1 è âû÷èòàíèè åãî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå�ìû (3.6) ïîëó÷àåì ghdhd� = 0;îòêóäà h = 
onst. Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå�ìû (3.6) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå u1 = 
onst, à ñ ó÷åòîìòðåáîâàíèÿ hB1 = 
onst âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëå�íèÿ ñèñòåìû (3.1) èìååì B1 = 
onst. Èç ïîñëåäíåãîóðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.6) íàõîäèì ïîñëåäíåå ñîîòíî�øåíèå du2d� = dB2d� :Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòîé âîëíå, ñîîòâåòñòâóþùåéçíà÷åíèþ �1 = u1�B1, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñî�îòíîøåíèÿ:h = 
onst; u1 = 
onst; B1 = 
onst;du2d� = dB2d� : (3.7)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì ñîîòíîøåíèÿ äëÿâòîðîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà �2 = u1 +B1:h = 
onst; u1 = 
onst; B1 = 
onst;du2d� = �dB2d� : (3.8)

Íàéäåííûå äëÿ �1;2 = u1 � B1 äè��åðåíöèàëü�íûå ñîîòíîøåíèÿ (3.7), (3.8) âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íàîäíîé ëèíèè x = �t, ïîýòîìó íà ïîëó÷åííîé âîëíåíè îäíà èç èñêîìûõ âåëè÷èí íå ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Òà�êèì îáðàçîì, â àâòîìîäåëüíîì ñëó÷àå íåïðåðûâíàÿàëü�âåíîâñêàÿ âîëíà âûðîæäàåòñÿ.3.2. Öåíòðèðîâàííûåìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå âîëíû �èìàíàÒå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿì ñèñòåìûóðàâíåíèé (3.4) ïðè � = �3 è � = �4, íàçîâåì öåíòðè�ðîâàííûìè ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûìè âîëíàìè �è�ìàíà, îáðàùåííûìè ñîîòâåòñòâåííî íàçàä è âïåðåä.Ñîáñòâåííîìó ÷èñëó �3 = u1 � 
g ñîîòâåòñòâóåòñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé, ñîñòîÿùàÿ èç ïåðâîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåð�òîãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.4)dhd� (�u1 + 
g) + dhu1d� = 0;dhd� (B1B2 � u1u2) + dhu1d� u2 + dhu2d� 
g �� dhB2d� B1 = 0;dhd� (B1u2 � u1B2) + dhu1d� B2 � dhu2d� B1 ++ dhB2d� 
g = 0: (3.9)
Ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.9),ïîëó÷àåìdhd� [B1(B2+u2)�u1(B2+u2)℄ +dhu1d� (B2+u2)++ dhu2d� (
g �B1) + dhB2d� (
g �B1) = 0: (3.10)Ïîñëå ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèÿ 
 = B2 + u2 óðàâíåíèå(3.10) ïðèíèìàåò âèädhd� (B1 � u1)
 + dhu1d� 
 + dh 
d� (
g �B1) = 0;èëè, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé,du1d� h
 + dhd�
g
 + 
ghd
d� �B1hd
d� = 0: (3:11)Ñ ó÷åòîì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.9), çàïè�ñàííîãî â âèäå du1d� = �
gh dhd� ; (3:12)ïåðâûå äâà ÷ëåíà â óðàâíåíèè (3.11) ñîêðàùàþòñÿ,è îíî ïðèíèìàåò âèäh(B1 � 
g) d
d� = 0:13 ÆÝÒÔ, âûï. 3 (9) 609



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, Ñ. Â. Òàðàñåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011Ñëåäîâàòåëüíî, B2 + u2 = 
onst. Ïîñëå ðàñêðûòèÿïðîèçâîäíûõ ïðîèçâåäåíèé è ó÷åòà ïîñëåäíåãî ñîîò�íîøåíèÿ â âèäå dB2d� = �du2d� ;òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.9) ïåðåïèñûâàåòñÿ â�îðìådu1d� hB2 + dB2d� hB1 + dB2d� h
g + dhd�B2
g = 0:Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè,�du1d� + 
gh dhd��B2 + dB2d� hB1 + dB2d� h
g = 0;è èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (3.12). Â ðåçóëüòàòå ïîëó�÷àåì dB2d� (hB1 + h
g) = 0;îòêóäà B2 = 
onst, à ñëåäîâàòåëüíî, è u2 = 
onst. Òà�êèì îáðàçîì, â îáëàñòè ïðîñòîé âîëíû, ñîîòâåòñòâó�þùåé òðåòüåìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ñèñòåìû óðàâíå�íèé (3.4), âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿu2 = 
onst; B2 = 
onst; B1h = 
onst;du1d� = �
gh dhd� : (3.13)Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ u2 = 
onst, B2 == 
onst íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ � âî âñåé îáëà�ñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ïåðåìåí�íûå u1, B1, h, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäíèì äâóì ñî�îòíîøåíèÿì â (3.13), ïîñòîÿííû òîëüêî íà ëèíèÿõdx=dt = �.Äëÿ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà �4 = u1 + 
g àíàëîãè÷�íûì îáðàçîì ïîëó÷àåìu2 = 
onst; B2 = 
onst; B1h = 
onst;du1d� = 
gh dhd�: (3.14)Ñîîòíîøåíèÿ (3.13) è (3.14) îïèñûâàþò öåíòðèðî�âàííûå ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå âîëíû �èìàíà, îá�ðàùåííûå ñîîòâåòñòâåííî íàçàä è âïåðåä. Îòìåòèì,÷òî ïðè B1 ! 0 ñîîòíîøåíèÿ íà ýòèõ âîëíàõ ñîâïà�äàþò ñ ñîîòíîøåíèÿìè íà öåíòðèðîâàííûõ âîëíàõðàçðåæåíèÿ â îáû÷íîé ãèäðîäèíàìèêå.Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ B1h = 
onst âî âñåé îáëà�ñòè îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (3.2) ñâÿçü ìåæäó u1 è hâ öåíòðèðîâàííûõ ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûõ âîëíàõ�èìàíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäådu1d� = �d'(h)d� ;

ãäå çíàêè áåðóòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âîëí îáðàùåí�íûõ íàçàä è âïåðåä, à'(h) = Z 
gh dh = Z p(B1h)2=h2 + ghh dh(ïîñëåäíèé èíòåãðàë íå ìîæåò áûòü âçÿò â êëàññåýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæå�íèÿ u1 + '(h) = 
onst è u1 � '(h) = 
onst ÿâëÿ�þòñÿ èíâàðèàíòîì öåíòðèðîâàííûõ ìàãíèòîãèäðî�äèíàìè÷åñêèõ âîëí �èìàíà è ñîõðàíÿþòñÿ âíóòðèâîëíû, îáðàùåííîé ñîîòâåòñòâåííî íàçàä è âïåðåä.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû àâòîìîäåëüíûå ðåøå�íèÿ ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèéâ ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû, îïèñûâàþùèå öåíòðè�ðîâàííûå ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå âîëíû.3.3. Ñîîòíîøåíèÿ �àíêèíà ��þãîíèîÏîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ �àíêèíà ��þãîíèî, âû�ïîëíÿþùèåñÿ íà ëèíèè ðàçðûâà. Êàê è ðàíåå, ýòèñîîòíîøåíèÿ âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè çàäà�þò íàïðàâëåíèå ëèíèè ðàçðûâà è âåëè÷èíó ñêà÷êàèñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ ñîîòíî�øåíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.1) çàïèñûâàåòñÿ â äè�âåðãåíòíîì âèäå:�h�t + �hu1�x = 0;�hu1�t + �(hu21 � hB21 + gh2=2)�x = 0;�hu2�t + �(hu1u2 � hB1B2)�x = 0;�hB1�t = 0;�hB2�t + �(hu1B2 � hB1u2)�x = 0: (3.15)
Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.15) ïî ïðîèçâîëü�íîé îáëàñòè G, ãîìåîìîð�íîé êâàäðàòó íà ïëîñêî�ñòè xt, ïîëó÷àåìZZG ��h�t + �hu1�x � dG = 0;ZZG ��hu1�t +�(hu21�hB21+gh2=2)�x � dG = 0;ZZG ��hu2�t + �(hu1u2 � hB1B2)�x � dG = 0;ZZG ��hB1�t � dG = 0;ZZG ��hB2�t +�(hu1B2�hB1u2)�x � dG = 0:

(3.16)
610



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011 Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé : : :Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî �îðìóëå �ðèíà îáúåìíûõèíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â ëåâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (3.16),èìååìI�G h dx� (hu1) dt = 0;I�G (hu1) dx � (hu21 � hB21 + gh2=2) dt = 0;I�G (hu2) dx � (hu1u2 � hB1B2) dt = 0;I�G (hB1) dx = 0;I�G (hB2) dx� (hu1B2 � hB1u2) dt = 0:
(3.17)

Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3.17) âûïîë�íÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåãðèðóåìîãî êîíòóðà�G è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñîäåðæàùåãî ëèíèþ ðàçðûâàâõîäÿùèõ â ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ �óíêöèé.Ïóñòü x = x(t) � óðàâíåíèå ëèíèè ðàçðûâà � îá�ëàäàåò íåïðåðûâíîé êàñàòåëüíîé íà îòðåçêå [t1; t2℄.Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî �óíêöèè u1, u2, B1, B2, hòåðïÿò ðàçðûâ òîëüêî íà ëèíèè x(t), ââîäÿòñÿ îáî�çíà÷åíèÿ uI1(t) = limx!x(t)�0u1(x; t);uII1 (t) = limx!x(t)+0u1(x; t);uI2(t) = limx!x(t)�0u2(x; t);uII2 (t) = limx!x(t)+0u2(x; t);BI1(t) = limx!x(t)�0B1(x; t);BII1 (t) = limx!x(t)+0B1(x; t);BI2(t) = limx!x(t)�0B2(x; t);BII2 (t) = limx!x(t)+0B2(x; t);hI(t) = limx!x(t)�0h(x; t);hII(t) = limx!x(t)+0h(x; t):Â êà÷åñòâå �G âîçüìåì êîíòóð ABCE, áåñêîíå÷�íî áëèçêî ïðèìûêàþùèé ëèíèÿìè AB è CE ê ëèíèèðàçðûâà x(t) ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà îò íåå(ðèñ. 1). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñêîðîñòü ðàçðûâà

t

x

x(t)

C

E

A

B

�èñ. 1. Ëèíèÿ ðàçðûâà, îêðóæåííàÿ êîíòóðîìABCE, áåñêîíå÷íî áëèçêî ïðèìûêàþùèì ëèíèÿìèAB è CE ñâåðõó è ñíèçó ê ëèíèè ðàçðûâà
D = D(t) = x0(t), îòêóäà dx = D(t) dt. ÒîãäàZAB (Dh� hu1) dt� ZCE (Dh� hu1) dt = 0;ZAB (Dhu1 � hu21 + hB21 � gh2=2) dt�� ZCE (Dhu1 � hu21 + hB21 � gh2=2) dt = 0;ZAB (Dhu2 � hu1u2 + hB1B2) dt�� ZCE (Dhu2 � hu1u2 + hB1B2) dt = 0;ZAB (DhB1) dt� ZCE (DhB1) dt = 0;ZAB (DhB2 � hu1B2 + hB1u2) dt�� ZCE (DhB2 � hu1B2 + hB1u2) dt = 0:

(3.18)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êîíòóðà ABCE ñîîòíîøå�íèÿ (3.18) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì óñëîâèÿì äëÿïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé:611 13*



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, Ñ. Â. Òàðàñåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011DhI � hIuI1 = DhII � hIIuII1 ;DhIuI1 � hI(uI1)2 + hI(BI1)2 � g(hI)2=2 == DhIIuII1 � hII(uII1 )2 + hII(BII1 )2 � g(hII)2=2;DhIBI1 = DhIIBII1 ;DhIuI2 � hIuI1uI2 + hIBI1BI2 == DhIIuII2 � hIIuII1 uII2 + hIIBII1 BII2 ;DhIBI2 � hIuI1BI2 + hIuI2BI1 == DhIIBII2 � hIIuII1 BII2 + hIIuII2BII1 :
(3.19)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.19) íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè�àíêèíà ��þãîíèî äëÿ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè âïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû. Íàéäåì àâòîìîäåëüíûåðåøåíèÿ, äîïóñêàåìûå ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè.3.4. Ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå óäàðíûå âîëíûÌàãíèòîãðàâèòàöèîííîé óäàðíîé âîëíîé íàçûâà�åòñÿ ðàçðûâíîå òå÷åíèå, òàêîå, ÷òî ãëóáèíû æèäêî�ñòè ñëåâà è ñïðàâà îò ðàçðûâà ðàçëè÷íû, hI 6= hII[17℄. Òîãäà èç ïåðâûõ òðåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.19)ñëåäóåòhIBI = hIIBII;D = hIuI1 � hIIuII1hI � hII ;uI1 � uII1 = �(hI � hII)��rg(hI + hII)=2 + (BI1hI)2=hIhIIhIhII : (3.20)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ äëÿ D èç âòîðîãî ñî�îòíîøåíèÿ ñèñòåìû (3.20) â äâà ïîñëåäíèõ óðàâíå�íèÿ ñèñòåìû (3.19) è ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ïî�ëó÷àåìhIhII(uI1 � uII1 )(uI2 � uII2 ) == �(hI � hII) �hIBI1BI2 � hIIBII1 BII2 � ; (3.21)hIhII(uII1 � uI1)(BII2 �BI2) == (hI � hII) �hIIuII2 BII1 � hIuI2BI1� : (3.22)Åñëè BI2 = BII2 ; uI2 = uII2 ; (3:23)òî óðàâíåíèÿ (3.21), (3.22) âûïîëíåíû òîæäåñòâåí�íî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè äåëåíèè óðàâíåíèé(3.21), (3.22) äðóã íà äðóãà ïîëó÷àåì(uI2 � uII2 )2 = (BI1 �BII1 )2;îòêóäà uI2 � uII2 = �(BI1 �BII1 ): (3:24)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3.24) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñè�ñòåìû (3.19) è ó÷èòûâàÿ òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû(3.19), èìååìhI � hII(uI1 � uII1 ) = �(hI � hII)hIBI1è, ñëåäîâàòåëüíî,uI1 � uII1 = �(hI � hII)hIBI1hIhII : (3:25)Îäíàêî äëÿ îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ òðåòüåãîñîîòíîøåíèÿ ñèñòåìû (3.20) è ñîîòíîøåíèÿ (3.25)íåîáõîäèìî, ÷òîáû hI + hII = 0, ÷òî âîçìîæíî ëèøüïðè ðàâåíñòâå íóëþ îáåèõ ãëóáèí, ò. å. ïðè ïîëíîìîòñóòñòâèè æèäêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíû B2è u2 íå ìîãóò èìåòü ðàçðûâ íà òåõ ëèíèÿõ, ãäå èìååòðàçðûâ h.Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (3.20), (3.23) çàäà�þò ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå óäàðíûå âîëíû. Îòìå�òèì, ÷òî ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ óäàðíàÿ âîëíà ÿâ�ëÿåòñÿ àíàëîãîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïðûæêà äëÿêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû, è ïðè B1 ! 0ñîîòíîøåíèÿ íà íåé ïåðåõîäÿò â ñîîòíîøåíèÿ íàãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïðûæêå.Òàê æå êàê è â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìåëêîé âî�äû, ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ óäàðíàÿ âîëíà, ÿâëÿþ�ùàÿñÿ àíàëîãîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óäàðíîé âîë�íû [18℄, èìååò ñâåðõçâóêîâóþ ñêîðîñòü îòíîñèòåëü�íî æèäêîñòè ïåðåä íåé è äîçâóêîâóþ îòíîñèòåëüíîæèäêîñòè çà íåé [19℄.3.5. Àëü�âåíîâñêèå ðàçðûâíûå âîëíûÀëü�âåíîâñêîé ðàçðûâíîé âîëíîé íàçîâåì ðàç�ðûâíîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî ãëóáèíà ñïðàâà îòðàçðûâà ñîâïàäàåò ñ ãëóáèíîé ñëåâà, hI = hII [17℄. Òî�ãäà èç ñîîòíîøåíèé (3.20) ñëåäóåò, ÷òî íåïðåðûâíû�ìè îñòàíóòñÿ òàêæå òàíãåíöèàëüíûå ñîñòàâëÿþùèåïîëÿ ñêîðîñòè è íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ:BI1 = BII1 è uI1 = uII1 . Ñëåäîâàòåëüíî, íåòðèâèàëüíûåñîîòíîøåíèÿ íà ðàçðûâå íåñóò ëèøü ïîñëåäíèå äâàóðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.17):D = u1 �B1BI2 �BII2uI2 � uII2 ;(BI2 �BII2 )2 = (uI2 � uII2 )2: (3.26)Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû (3.26)ïîëó÷àåì D = u1 �B1;BI2 �BII2 = �(uI2 � uII2 ): (3.27a)612



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011 Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé : : :Êðîìå òîãî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ âûïîëíÿåòñÿ òàêæåhI = hII; BI1 = BII1 ; uI1 = uII1 : (3.27b)Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (3.27) çàäàþò àëü�âå�íîâñêèå ðàçðûâíûå âîëíû â ïðèáëèæåíèè ìåëêîéâîäû. Â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü ñëîâî ¾ðàçðûâ�íûå¿, ïîñêîëüêó íåïðåðûâíûå àëü�âåíîâñêèå âîëíûíåïðèãîäíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è �èìà�íà. 3.6. Äîïóñòèìûå ðàçðûâûÂ ïðåäûäóùèõ äâóõ ïîäðàçäåëàõ áûëî ïîêàçàíî,÷òî ñóùåñòâóþò äâà òèïà óñòîé÷èâûõ ðàçðûâîâ ñíåíóëåâûì ïîòîêîì ìàññû:1) ðàçðûâ (3.20), (3.23), ñîäåðæàùèé ñêà÷îê ñâî�áîäíîé ïîâåðõíîñòè è íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõïîëÿ ñêîðîñòè è íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,íàçûâàåìûé ìàãíèòîãðàâèòàöèîííîé óäàðíîé âîë�íîé;2) ðàçðûâ (3.27) òàíãåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõïîëÿ ñêîðîñòè è íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,íàçûâàåìûé àëü�âåíîâñêîé âîëíîé â ïðèáëèæåíèèìåëêîé âîäû.Âîîáùå ãîâîðÿ, ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.19) äîïóñ�êàåò òðåòèé òèï óñòîé÷èâûõ ðàçðûâîâ, äëÿ êîòîðûõíîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè íåïðåðûâíà èòîæäåñòâåííî ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ñàìîãî ðàçðû�âà, íàçûâàåìîãî êîíòàêòíûì ðàçðûâîì. Òàêîé òèïðàçðûâîâ äîëæåí áûòü âêëþ÷åí â ðàññìîòðåíèå ïðèíàëè÷èè �èçè÷åñêèõ ðàçëè÷èé â îïèñàíèè æèäêî�ñòè äëÿ çàäà÷è ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà, íàïðèìåð,êîãäà æèäêîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â êàæ�äîé èç ïîëóïëîñêîñòåé èìååò ðàçëè÷íóþ ïëîòíîñòü.Äðóãîé ïðèìåð êîíòàêòíîãî ðàçðûâà, ðàññìàòðèâà�åìûé â äàííîé ðàáîòå, ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåíèþàëü�âåíîâñêîé óäàðíîé âîëíû ïðè ñòðåìëåíèè òàí�ãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèò�íîãî ïîëÿ ê íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòîê ìàññû ÷åðåçòàêóþ âîëíó ðàâåí íóëþ, à íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþ�ùèå íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîëÿ ñêîðî�ñòè ñòàíîâÿòñÿ óêàçàííûìè �èçè÷åñêèìè ðàçëè÷èÿ�ìè.4. ÇÀÄÀ×À �ÀÑÏÀÄÀ Ï�ÎÈÇÂÎËÜÍÎ�Î�ÀÇ�ÛÂÀ (ÇÀÄÀ×À �ÈÌÀÍÀ) ÄËßÌÀ�ÍÈÒÎ�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ ÌÅËÊÎÉ ÂÎÄÛÂ äàííîì ðàçäåëå ñ�îðìóëèðîâàíà çàäà÷à ðàñïà�äà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà äëÿ ìàãíèòíîé ãèäðîäè�íàìèêè â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû è ïåðå÷èñëåíû

âñå äîïóñòèìûå âîëíîâûå êîí�èãóðàöèè èç ðàíååíàéäåííûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåä�ïîëîæåíèè àâòîìîäåëüíîñòè ðåøåíèå åäèíñòâåííî,à â ïðåäïîëîæåíèè åäèíñòâåííîñòè � àâòîìîäåëüíî.Äëÿ êàæäîé êîí�èãóðàöèè íàéäåíû óñëîâèÿ äëÿ íà�÷àëüíûõ äàííûõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ åå ðåàëèçàöèè.4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è �èìàíà�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.1a) ñ êóñî÷�íî-ïîñòîÿííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ëåâîãî(x < 0) è ïðàâîãî (x > 0) ïîëóïðîñòðàíñòâ, óäîâëå�òâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ (2.1b):t = 0;h = hI; u1 = uI1; u2 = uI2;B1 = BI1; B2 = BI2 ) x < 0;h = hII; u1 = uII1 ; u2 = uII2 ;B1 = BII1 ; B2 = BII2 ) x > 0;BI1hI = BII1 hII: (4.1)
�àçðûâ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ äâóõ ïîëóáåñêî�íå÷íûõ ìàãíèòíûõ æèäêîñòåé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿïîñòîÿííûìè çíà÷åíèÿìè ïðèâåäåííûõ âûøå ïàðà�ìåòðîâ è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (4.1), íàçîâåìïðîèçâîëüíûì ðàçðûâîì [14℄. Ìàãíèòîãèäðîäèíàìè�÷åñêîå òå÷åíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñèñòåìå óðàâíå�íèé (2.1a) ïðè t > 0 è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (4.1), íà�çûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãîðàçðûâà äëÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêèâ ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ãëóáè�íà æèäêîñòè ñïðàâà íå ïðåâûøàåò ãëóáèíû æèäêî�ñòè ñëåâà. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ æèäêîñòè â ïðàâîìïîëóïðîñòðàíñòâå, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, íåîá�õîäèìî îòñóòñòâèå íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ìàã�íèòíîãî ïîëÿ â ëåâîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, BI1 = 0,÷òî ïðèâîäèò ê åå ïîëíîìó îòñóòñòâèþ, B1 � 0,âî âñåé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáëàñòè îïðåäå�ëåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1a), (4.1). Â ýòîì ñëó�÷àå ðåøåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ êëàñ�ñè÷åñêîé çàäà÷è î ðàçðóøåíèè äàìáû [18℄ ñ ó÷åòîìêîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ ñêîðî�ñòè è íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìàãíèòíàÿæèäêîñòü ñïðàâà ñ÷èòàåòñÿ ïîêîÿùåéñÿ. Âûïîëíå�íèå óêàçàííûõ óñëîâèé ëåãêî äîñòèãàåòñÿ âûáîðîìíàïðàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ îñåé è ïåðåõîäîì âèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, âìîðîæåííóþ âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ïðàâóþ æèäêîñòü.Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèò�íîãî ïîëÿ äëÿ íåòðèâèàëüíîé ìàãíèòîãèäðîäèíàìè�÷åñêîé ïîñòàíîâêè, B1 6= 0, ãëóáèíà æèäêîñòè âî613



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, Ñ. Â. Òàðàñåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðî�ãî ïîëîæèòåëüíîé. Ïîýòîìó åñëè â îäíîì èç ïîëó�ïðîñòðàíñòâ æèäêîñòü îòñóòñòâóåò, òî â äðóãîì íîð�ìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íåîáõîäè�ìî âûðîæäàåòñÿ. Ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ æèäêîñòè è âäðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, â ñèëó ïîëíîãî âûðîæäå�íèÿ ðåøåíèÿ (âñå ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèå âåëè�÷èíû ïîñòîÿííû è ðàâíû íóëþ), íå ïîäëåæèò ðàñ�ñìîòðåíèþ. Åñëè íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿ�æåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ îòñóòñòâóåò â îáîèõ ïî�ëóïðîñòðàíñòâàõ, B1 � 0, òî çàäà÷à âûðîæäàåòñÿâ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ, è ðåøåíèå ïåðåõîäèò â ðåøå�íèå çàäà÷è î ðàçðóøåíèè äàìáû [18℄. Äåéñòâèòåëü�íî, åñëè ïðè ýòîì òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íà�ïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ òàêæå ðàâíà íóëþ,ò. å. ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò, ñèñòåìà óðàâíåíèé(2.1a) âûðîæäàåòñÿ â êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíå�íèé äëÿ ìåëêîé âîäû. À ïðè íàëè÷èè íåíóëåâîé òàí�ãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèò�íîãî ïîëÿ, B2 6= 0, âûðîæäàåòñÿ èñêîìîå ðåøåíèå. Âýòîì ñëó÷àå, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïðàâàÿ è ëå�âàÿ àëü�âåíîâñêèå óäàðíûå âîëíû ¾ñõëîïûâàþòñÿ¿,âûðîæäàÿñü â êîíòàêòíûé ðàçðûâ, à òàíãåíöèàëü�íûå ñîñòàâëÿþùèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîëÿ ñêîðîñòèïåðåíîñÿòñÿ êîíâåêòèâíî, ÷òî òàêæå ñîîòâåòñòâóåòðåøåíèþ ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è î ðàçðó�øåíèè äàìáû â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû [18℄. Âäàëüíåéøåì ñëó÷àé ¾ñõëîïûâàíèÿ¿ àëü�âåíîâñêèõâîëí âûäåëÿòüñÿ íå áóäåò.Èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.1a) èíâàðèàíòíàîòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ ïåðåìåííûõx è t (t0 = kt, x0 = kx, k > 0) âìåñòå ñî ñâîèìèíòåãðàëüíûì ñëåäñòâèåì. (Â äàííîì ñëó÷àå èìååòñìûñë ãîâîðèòü èìåííî î ñëåäñòâèè èíòåãðàëüíûõçàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èç äè��åðåíöèàëüíûõ, ïîñêîëü�êó óðàâíåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîé ìåëêîé âîäû ÿâëÿþòñÿñëåäñòâèåì óñðåäíåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå�íèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ïî ãëóáèíå ñëîÿ.) Ïî�ýòîìó èç ïðåäïîëîæåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿçàäà÷è ðàñïàäà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà è ïîñòðîåí�íîãî íèæå ðåøåíèÿ ñëåäóåò åãî àâòîìîäåëüíîñòü. Âòî æå âðåìÿ ïîñòðîåííîå íèæå ðåøåíèå â ïðåäïîëî�æåíèè àâòîìîäåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîìñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.Ïîñòðîåíèå àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà ñîñòîèò â ñîãëàñî�âàíèè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé òèïà öåíòðèðîâàííûõíåïðåðûâíûõ âîëí �èìàíà, ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷å�ñêèõ è àëü�âåíîâñêèõ óäàðíûõ âîëí, çîí ïîñòîÿí�íîãî òå÷åíèÿ, êîíòàêòíûõ ðàçðûâîâ è â íàõîæäåíèèïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ èõ îáëàñòè îïðåäåëå�íèÿ.
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�èñ. 4. Ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ,îáðàùåííàÿ íàçàä, ïðàâàÿ ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿóäàðíàÿ âîëíà è äâå àëü�âåíîâñêèå âîëíûÑõåìàòè÷åñêè àâòîìîäåëüíàÿ êàðòèíà âîçíèêàþ�ùåãî òå÷åíèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïëîñ�êîñòè èçîáðàæàåòñÿ îäíîé èç ïÿòè âîçìîæíûõ êîí��èãóðàöèé:äâå öåíòðèðîâàííûå ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûåâîëíû ðàçðåæåíèÿ è äâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû(ðèñ. 2);äâå ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå óäàðíûå âîëíû èäâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû (ðèñ. 3);ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ, îáðà�614
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�èñ. 5. Ëåâàÿ ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ óäàðíàÿ âîë-íà, ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ, îá-ðàùåííàÿ âïåðåä, è äâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû
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�èñ. 6. Äâå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå âîëíû �èìàíà èçîíà âàêóóìàùåííàÿ íàçàä, ïðàâàÿ ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ óäàð�íàÿ âîëíà è äâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû (ðèñ. 4);ëåâàÿ ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ óäàðíàÿ âîëíà,ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ, îáðà�ùåííàÿ âïåðåä, è äâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû (ðèñ. 5);äâå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå âîëíû �èìàíà è çîíà âà�êóóìà (ðèñ. 6).Ïîñëåäíÿÿ êîí�èãóðàöèÿ ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷�íîé êîí�èãóðàöèåé â ðåøåíèè çàäà÷è î ðàçðóøåíèèäàìáû [18℄ ñ ó÷åòîì êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà òàíãåí�öèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè è íàïðÿæåííîñòèìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ðàçðûâ. Äàííàÿ êîí�èãóðà�öèÿ ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ïðè B1 � 0.Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèõ âîëíîâûõ êîí�èãóðàöèéáûòü íå ìîæåò. Äåéñòâèòåëüíî, èç óêàçàííîãî âðàçä. 3 �àêòà, ÷òî ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ âîëíàäâèæåòñÿ ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ îòíîñèòåëüíîñðåäû ïåðåä íåé è äîçâóêîâîé îòíîñèòåëüíî ñðåäûçà íåé, ñëåäóåò, ÷òî â îäèí ãàç íå ìîãóò áåæàòü äâåìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå óäàðíûå âîëíû èëè ìàãíè�òîãðàâèòàöèîííàÿ óäàðíàÿ âîëíà è âîëíà ðàçðåæå�íèÿ. Äâå âîëíû ðàçðåæåíèÿ òàêæå íå ìîãóò áåæàòüâ îäèí ãàç, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì èõ êðàéíèå õàðàêòå�

ðèñòèêè íåîáõîäèìî ñîâïàäàþò è îíè îáðàçóþò îä�íó âîëíó ðàçðåæåíèÿ. Êðîìå òîãî, ñêîðîñòü àëü�âå�íîâñêîé âîëíû âñåãäà ìåíüøå ñêîðîñòè ëþáîé ìàã�íèòîãðàâèòàöèîííîé âîëíû. Èç ïåðå÷èñëåííûõ âû�øå óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî â îäèí ãàç ìîæåò áåæàòüíå áîëåå îäíîé ìàãíèòîãðàâèòàöèîííîé âîëíû (óäàð�íîé èëè ðàçðåæåíèÿ) è îäíîé àëü�âåíîâñêîé, äâè�æóùåéñÿ ñ ìåíüøåé îòíîñèòåëüíî ìàãíèòîãðàâèòà�öèîííîé âîëíû ñêîðîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðàñ�ïàäå ðàçðûâà íå ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ êîí�èãóðà�öèè, îòëè÷íûå îò óêàçàííûõ âûøå.�àññìîòðåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãîðàçðûâà áóäåì ïðîâîäèòü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:íåïðåðûâíî ìåíÿÿ êîíêðåòíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,ðåàëèçóþùèå îäíó èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå êîí�èãó�ðàöèé, íàéäåì íåïðåðûâíî èçìåíÿþùååñÿ ðåøåíèå,ïåðåõîäÿùåå ÷åðåç êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò�ðîâ, îòäåëÿþùèõ îäíó êîí�èãóðàöèþ îò äðóãîé.4.2. Êîí�èãóðàöèÿ ¾äâåìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå âîëíû ðàçðåæåíèÿè äâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû¿Ïóñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò êîí�èãó�ðàöèþ ¾äâå öåíòðèðîâàííûå ìàãíèòîãðàâèòàöèîí�íûå âîëíû ðàçðåæåíèÿ �èìàíà è äâå àëü�âåíîâñêèåâîëíû¿. Äàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ ðàçáèâàåò îáëàñòüîïðåäåëåíèÿ òå÷åíèÿ íà ñåìü îáëàñòåé, ðàçäåëåííûõøåñòüþ ëó÷àìè: OA, OB, OC, OD, OE, OF (ðèñ. 2).Ëó÷ OA, çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì x = y1t, îòäåëÿ�åò îáëàñòü ïîñòîÿííîãî òå÷åíèÿ I, â êîòîðîé âåëè�÷èíû u1, u2, B1, B2 è h, çàäàâàåìûå íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìèh = hI; u1 = uI1; u2 = uI2; B1 = BI1; B2 = BI2äëÿ ëåâîé ìàññû æèäêîñòè, ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷å�íèÿ, îò îáëàñòè III � öåíòðèðîâàííîé ìàãíèòîãðàâè�òàöèîííîé âîëíû �èìàíà, îáðàùåííîé íàçàä. Òîãäà,ñîãëàñíî (3.12), y1 = uI1�
Ig, ïîñêîëüêó ëó÷ OA çàäà�åò õàðàêòåðèñòèêó öåíòðèðîâàííîé âîëíû �èìàíà,îáðàùåííîé íàçàä. Ëó÷ OB, çàäàâàåìûé ñîîòíîøå�íèåì x = y2t, òàêæå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé, îò�äåëÿþùåé âîëíó ðàçðÿæåíèÿ îò îáëàñòè IV � çîíûïîñòîÿííîãî òå÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, y2 = uIV1 � 
IVg .Ëó÷è OC è OD, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè x = y3t èx = y4t, ñîîòâåòñòâóþò àëü�âåíîâñêèì óäàðíûì âîë�íàì (3.27), ïîýòîìó y3 = uIV1 � jBIV1 j, y4 = uV1 + jBV1 j.Ëó÷è OE è OF , ñîîòâåòñòâóþùèå ìàãíèòîãðàâèòà�öèîííîé âîëíå ðàçðåæåíèÿ �èìàíà, îáðàùåííîé âïå�ðåä (3.13), çàäàþòñÿ, àíàëîãè÷íî ëó÷àì OA è OB,ñîîòíîøåíèÿìè x = y5t è x = y6t, ãäå y5 = uVI1 + 
VIg ,y6 = 
IIg .615



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, Ñ. Â. Òàðàñåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011�àññìîòðèì îáëàñòè IV, V è VI. Îíè ïðåäñòàâëÿ�þò ñîáîé òðè îáëàñòè ïîñòîÿííîãî òå÷åíèÿ, îòäåëåí�íûå äðóã îò äðóãà àëü�âåíîâñêèìè óäàðíûìè âîë�íàìè. Âåëè÷èíû u2 è B2 â ýòèõ îáëàñòÿõ ñâÿçàíû,ñîãëàñíî (3.27), ïðè B1 > 0 ñîîòíîøåíèÿìèuIV2 �BIV2 = uV2 �BV2 ; uV2 +BV2 = uVI2 +BVI2 ;à ïðè B1 < 0 �uIV2 +BIV2 = uV2 +BV2 ; uV2 �BV2 = uVI2 �BVI2 ;îòêóäàuV2 = 12 �uVI2 + uIV2 + sign(B1)(BVI2 �BIV2 )� ;BV2 = 12 �sign(B1)(uVI2 � uIV2 ) +BVI2 +BIV2 � :Ïîñêîëüêó â öåíòðèðîâàííûõ ìàãíèòîãèäðîäèíà�ìè÷åñêèõ âîëíàõ �èìàíà âåëè÷èíû u2 è B2 íå ìåíÿ�þòñÿ, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿuI2 = uIII2 = uIV2 ; uII2 = uVII2 = uVI2 ;ñëåäîâàòåëüíî,uV2 = 12 �uII2 + uI2 + sign(B1)(BII2 �BI2)� ;BV2 = 12 �sign(B1)(uII2 � uI2) +BII2 +BI2� :Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ u2 è B2 îäíîçíà÷íî îïðå�äåëåíû è èçâåñòíû âî âñåì ïðîñòðàíñòâå â ëþáîéìîìåíò âðåìåíè.Ïîñêîëüêó íà àëü�âåíîâñêèõ óäàðíûõ âîëíàõ âå�ëè÷èíû u1, B1 è h ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ, ñïðà�âåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:uIV1 = uV1 = uVI1 ;BVI1 = BV1 = BVI1 ; hIV = hV = hVI:Â äàëüíåéøåì äëÿ íèõ â îáëàñòÿõ V è VI èñïîëü�çîâàíû îáîçíà÷åíèÿ ñ èíäåêñîì ¾IV¿. Îáëàñòü IIIïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíó �èìàíà (3.12), îáðàùåí�íóþ íàçàä, ïîýòîìó ïàðàìåòðû â íåé ïîä÷èíÿþòñÿñîîòíîøåíèÿìu1 + '(h) = 
onst; B1h = 
onst;îòêóäàuI1 + '(hI) = uIV + '(hIV); BI1hI = BIV1 hIV:Àíàëîãè÷íî, îáëàñòü VII ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíó�èìàíà (3.13), îáðàùåííóþ âïåðåä, ïîýòîìó âûïîë�íÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ�'(hII) = uIV � '(hIV); BII1 hII = BIV1 hIV:

Òîãäà uIV1 = 12 �uI1 � '(hII) + '(hI)� ;'(hIV) = 12 �uI + '(hI) + '(hII)� :Äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîé êîí�èãóðàöèè íåîáõîäè�ìî, ÷òîáûy1 < y2 < y3 < y4 < y5 � y6;uI1 � 
Ig < uIV1 � 
IVg < uIV1 � jBIV1 j �� uIV1 + jBIV1 j < uIV1 + 
IVg � 
IIg : (4.2)Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå öåïî÷�êè (4.2) äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ öåíòðèðî�âàííîé ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîé âîëíû �èìàíà,îáðàùåííîé âïåðåä. Ñëó÷àé ðàâåíñòâàuIV1 � jBIV1 j = uIV1 + jBIV1 jäîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè îòñóòñòâèè òàíãåíöèàëüíîéñîñòàâëÿþùåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòâûðîæäåíèþ äâóõ àëü�âåíîâñêèõ óäàðíûõ âîëí âîäíó. Òàêàÿ âîëíà â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êîíòàêò�íûì ðàçðûâîì ìåæäó äâóìÿ æèäêîñòÿìè, õàðàêòå�ðèçóþùèìèñÿ ðàçëè÷íûìè íîðìàëüíûìè ñîñòàâëÿ�þùèìè ïîëÿ ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äàëåå òà�êàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äâóõàëü�âåíîâñêèõ óäàðíûõ âîëí è íå áóäåò âûäåëÿòü�ñÿ îòäåëüíî. Óñëîâèÿ y2 < y3 è y4 < y5 âûïîëíÿþò�ñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó 
g = pB21 + gh > B1ñòðîãî âûïîëíÿåòñÿ âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âñèëó ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè ãëóáèíû.Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî íåðà�âåíñòâ öåïî÷êè (4.2), uI1 � 
Ig < uIV1 � 
IVg è uIV1 ++ 
IVg � 
IIg , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèåíåðàâåíñòâ äëÿ ãëóáèí â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ:hI1 � hII1 � hIV1 : (4:3)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé ñîâ�ìåñòíîñòè ïðåäëîæåííîé êîí�èãóðàöèè îñòàåòñÿ ïî�êàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü çíà÷åíèéuIV1 è hIV1 , òàêèõ ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (4.3), àâ êàæäîé âîëíå âûïîëíåíî óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ñî�îòâåòñòâóþùèõ èíâàðèàíòîâ:uI1 + '(hI) = uIV1 + '(hIV) (4:4)äëÿ öåíòðèðîâàííîé âîëíû �èìàíà, îáðàùåííîé íà�çàä è �'(hII) = uIV1 � '(hIV) (4:5)äëÿ öåíòðèðîâàííîé âîëíû �èìàíà, îáðàùåííîéâïåðåä. Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå èíâàðèàíòîâ616



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011 Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé : : :(4.4), (4.5) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ óðàâíåíèÿäëÿ hIV: '(hIV) = 12 �uI1 + '(hI) + '(hII)� :Çàìåòèì, ÷òî'(h) = Z dhh r (B1h)2h2 + ghÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé ãëóáèíû, òîãäàóñëîâèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (4.3) âûãëÿäèò ñëå�äóþùèì îáðàçîì:uI � '(hII)� '(hI): (4:6)4.3. Êîí�èãóðàöèÿ ¾ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿóäàðíàÿ âîëíà, ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿâîëíà ðàçðåæåíèÿ è äâå àëü�âåíîâñêèåâîëíû¿Â äàííîé êîí�èãóðàöèè ïÿòü ëó÷åé, OA, OB,OC, OD è OE, ðàçáèâàþò òå÷åíèå íà øåñòü îáëà�ñòåé (ðèñ. 3). Â îáëàñòè I ïàðàìåòðû, çàäàâàåìûåíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (4.1) äëÿ ëåâîé ìàññû æèä�êîñòè, íå èçìåíÿþòñÿ. Àíàëîãè÷íî, â îáëàñòè II ïà�ðàìåòðû ñîâïàäàþò ñ íà÷àëüíûìè ïàðàìåòðàìè äëÿïðàâîé ìàññû æèäêîñòè. Ëó÷è OA è OB, çàäàâàå�ìûå óðàâíåíèÿìèx = y1t; x = y2t;ãäå y1 = uI1 � 
Ig ; y2 = uV1 � 
Vg ;îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü öåíòðèðîâàííîé ìàãíèòîãðà�âèòàöèîííîé âîëíû ðàçðåæåíèÿ �èìàíà. Ëó÷è OCè OD, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìèx = y3t; x = y4t;ãäå y3 = uV1 � jBV1 j; y4 = uV1 + jBV1 j;ÿâëÿþòñÿ àëü�âåíîâñêèìè óäàðíûìè âîëíàìè, àëó÷ OE, çàäàâàåìûé êàê x = Dt, ÿâëÿåòñÿ ïðàâîéìàãíèòîãðàâèòàöèîííîé óäàðíîé âîëíîé.Óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè äàííîé êîí�èãóðàöèè ïðè�íèìàþò âèäuI1 � 
Ig � uV1 � 
Vg � uV1 � jBV1 j � uV1 + jBV1 j � D:�àâåíñòâà â öåïî÷êå íåðàâåíñòâ äîñòèãàþòñÿ ïðè âû�ðîæäåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëí, êàê è â ñëó÷àå ðàñ�ñìîòðåííîé âûøå êîí�èãóðàöèè. Äëÿ âûïîëíåíèÿâñåé öåïî÷êè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáûhII � hIII � hI:

Âòîðîå ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåíèþ öåí�òðèðîâàííîé ìàãíèòîãðàâèòàöèîííîé âîëíû �èìà�íà, îáðàùåííîé íàçàä, â çîíó ïîñòîÿííîãî òå÷åíèÿ,à ïåðâîå � âûðîæäåíèþ ïðàâîé ìàãíèòîãðàâèòàöè�îííîé óäàðíîé âîëíû.Â îáëàñòÿõ III, IV è V âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿuIV2 = 12 �uII2 + uI2 + sign(B1)(BI2 �BII2 )� ;BIV2 = 12 �sign(B1)(uII2 � uI2) +BII2 +BI2� :Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà uIII1 = uIV1 = uV1 , BIII1 = BIV1 == BV1 , hIII = hIV = hV, ìîæíî îáîçíà÷èòü ñîîòâåò�ñòâóþùèå ïàðàìåòðû â îáëàñòÿõ IV è V èíäåêñîì¾III¿.Äëÿ îáëàñòè III, ñ îäíîé ñòîðîíû, âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå ïîñòîÿíñòâà èíâàðèàíòà �èìàíà íà ìàãíèòî�ãðàâèòàöèîííîé âîëíå ðàçðåæåíèÿ, îáðàùåííîé íà�çàä: uIII(1)1 = uI1 + '(hI)� '(hIII);ñ äðóãîé, � óñëîâèå äëÿ ïðàâîé óäàðíîé âîëíû:uIII(2)1 = �(hII�hIII)rg(hII+hIII)=2+(BI1hI)2=hIIhIIIhIIhIII :Ïåðâàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ïî ïåðåìåí�íîé hIII, âòîðàÿ � âîçðàñòàþùåé, ïîýòîìó äëÿ ñó�ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êîðíÿ íà îòðåçêå[hII; hI℄ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáûuIII(1)1 (hII) � uIII(2)1 (hII); uIII(1)1 (hI) � uIII(2)1 (hI);ò. å.uI1 � '(hII)� '(hI);uI1 � (hI�hII)rg(hI+hII)=2+(BI1hI)2=hIhIIhIhII : (4.7)Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà â (4.7)ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ âûðîæäåíèÿ ïðàâîéóäàðíîé âîëíû è ïðåâðàùåíèÿ åå â âîëíó ðàçðåæå�íèÿ. 4.4. Êîí�èãóðàöèÿ ¾äâåìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå óäàðíûå âîëíû èäâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû¿Â äàííîé êîí�èãóðàöèè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òå�÷åíèÿ ðàçáèâàåòñÿ ëó÷àìè OA, OB, OC è OD íàïÿòü îáëàñòåé (ðèñ. 4). Â êàæäîé èç ýòèõ îáëàñòåéòå÷åíèå ïîñòîÿííî. Â îáëàñòè I ïàðàìåòðû, çàäàâà�åìûå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ëåâîé ìàññû æèä�êîñòè, íå èçìåíÿþòñÿ. Àíàëîãè÷íî, â îáëàñòè II ïà�ðàìåòðû ñîâïàäàþò ñ íà÷àëüíûìè ïàðàìåòðàìè äëÿ617



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, Ñ. Â. Òàðàñåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011ïðàâîé ìàññû æèäêîñòè. Ëó÷ OA, çàäàâàåìûé óðàâ�íåíèåì x = D1t, ÿâëÿåòñÿ ëåâîé ìàãíèòîãðàâèòàöè�îííîé óäàðíîé âîëíîé, íà êîòîðîé äîëæíû âûïîë�íÿòüñÿ óñëîâèÿ (3.20). Àíàëîãè÷íî, ëó÷ OD, îïðå�äåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì x = D2t, ÿâëÿåòñÿ ïðàâîéìàãíèòîãðàâèòàöèîííîé óäàðíîé âîëíîé, íà êîòîðîéäîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ (3.20).Ëó÷è OB è OD, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìèx = y1t; x = y2t;ãäå y1 = uIII1 � jBIII1 j; y2 = uV1 + jBV1 j;ÿâëÿþòñÿ àëü�âåíîâñêèìè óäàðíûìè âîëíàìè.Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðåàëèçàöèè äàííîé êîí��èãóðàöèè ÿâëÿåòñÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâD1 � uIII1 � jBIII1 j � uV1 + jBV1 j < D2:Âûïîëíåíèå ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâ öåïî÷�êè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýâîëþöèîííîñòè óäàðíûõìàãíèòîãðàâèòàöèîííûõ âîëí. �àâåíñòâî â ïåðâîìíåðàâåíñòâå öåïî÷êè äîñòèãàåòñÿ ïðè âûðîæäåíèèëåâîé ìàãíèòîãðàâèòàöèîííîé âîëíû â çîíó ïîñòîÿí�íîãî òå÷åíèÿ, à ðàâåíñòâî ñêîðîñòåé àëü�âåíîâñêèõóäàðíûõ âîëí, êàê è âûøå, ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäå�íèþ ýòèõ äâóõ âîëí â îäíó.Ïðè ðàññìîòðåíèè îáëàñòåé III, IV è V, ãðàíè�÷àùèõ ñ àëü�âåíîâñêèìè âîëíàìè, ìîæíî ïðîâåñòèðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå èçëîæåííûì ïðè ðàñ�ñìîòðåíèè ïðåäûäóùåé êîí�èãóðàöèè, è ïîëó÷èòüuV2 = 12 �uVI2 + uIV2 + sign(B1)(BVI2 �BIV2 )� ;BV2 = 12 �sign(B1)(uVI2 � uIV2 ) +BVI2 +BIV2 � :Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâàuIII1 = uIV1 = uV1 ;BIII1 = BIV1 = BV1 ; hIII = hIV = hV;äàëåå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòåéIV è V èñïîëüçóåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñ èíäåê�ñîì ¾III¿.Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûõ óäàð�íûõ âîëí, çàïèñàííûå â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ,èìåþò âèäuIII(1)1 = uI1 + (hI � hIII)��rg(hI + hIII)=2 + (BI1hI)2=hIhIIIhIhIII ;uIII(2)1 = �(hII � hIII)��rg(hII + hIII)=2 + (BI1hI)2=hIIhIIIhIIhIII

ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ìàãíèòîãðàâèòà�öèîííûõ óäàðíûõ âîëí.Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ hIII � hI � hII äëÿ óäàð�íûõ âîëí ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïåðâîå âûðàæåíèåÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé �óíêöèåé ïåðåìåííîé hIII, àâòîðîå � âîçðàñòàþùåé. Òîãäà, ÷òîáû ýòè äâå �óíê�öèè èìåëè åäèíñòâåííûé êîðåíü hIII íà ïîëóèí�òåðâàëå [hI;+1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáûuIII(1)1 (hI) � uIII(2)1 (hI), îòêóäà äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîéêîí�èãóðàöèè ñëåäóåò ñëåäóþùåå óñëîâèå äëÿ íà�÷àëüíûõ äàííûõ:uI1 = (hI�hII)rg(hI+hII)=2+(BI1hI)2=hIhIIhIhII : (4:8)Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà â (4.8)ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ âûðîæäåíèÿ ëåâîéóäàðíîé âîëíû è ïðåâðàùåíèÿ åå â âîëíó ðàçðåæå�íèÿ.4.5. Êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå ãèäðîäèíàìè÷åñêèåâîëíû �èìàíà è çîíà âàêóóìà¿Åñëè BI1 = BII1 = 0, òî ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûåâîëíû ðàçðåæåíèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â ãèäðîäèíàìè÷å�ñêèå âîëíû �èìàíà, è ìîæåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ êîí��èãóðàöèÿ ¾äâå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå âîëíû �èìàíàè çîíà âàêóóìà¿ (ðèñ. 6). Óñëîâèåì åå ðåàëèçàöèèÿâëÿåòñÿ [18℄ uI1 < �2
Ig � 2
IIg :Ëó÷è OB è OC íà ðèñ. 6 îòäåëÿþò çîíó âàêóóìà(u1;2 = 0, B1;2 = 0, h = 0) îò çîí, â êîòîðûõ âåëè÷è�íû u2 è B2 ñîõðàíÿþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ u2 = uI2,B2 = BI2 ñëåâà è u2 = uII2 , B2 = BII2 ñïðàâà, �àêòè÷å�ñêè ÿâëÿÿñü êîíòàêòíûìè ðàçðûâàìè.4.6. �åøåíèå çàäà÷è �èìàíàÒàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ äëÿ ïðîèç�âîëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî�âèÿì BI1hI = BII1 hII; hII 6= 0;hI � hII > 0; uII1 = 0è hII = 0; BI1 = BII1 = 0; uII1 = 0:ÄëÿuI1 � (hI � hII)rg(hI + hII)=2 + (BI1hI)2=hIhIIhIhIIðåàëèçóåòñÿ êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå ìàãíèòîãðàâèòàöè�îííûå óäàðíûå âîëíû è äâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû¿,äëÿ618



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011 Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé : : :uI1 > '(hII)� '(hI);uI1 < (hI � hII)rg(hI + hII)=2 + (BI1hI)2=hIhIIhIhII� êîí�èãóðàöèÿ ¾ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ óäàðíàÿâîëíà, ìàãíèòîãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ èäâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû¿, äëÿuI1 � '(hII)� '(hI)� êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå âîë�íû ðàçðåæåíèÿ è äâå àëü�âåíîâñêèå âîëíû¿, äëÿBI1 = BII1 = 0;uI1 < �2
Ig � 2
IIg� êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå âîëíû �è�ìàíà è çîíà âàêóóìà¿.Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è �èìàíà ïîìèìî ñà�ìîñòîÿòåëüíîé öåííîñòè ÿâëÿåòñÿ îñíîâîïîëàãàþ�ùèì äëÿ ïîñòðîåíèÿ öåëîãî êëàññà êîíå÷íîîáúåì�íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñêâîçíîãî ñ÷åòà, ïîçâîëÿþ�ùèõ ðàññ÷èòûâàòü êàê íåïðåðûâíûå, òàê è ðàçðûâ�íûå ðåøåíèÿ áåç âûäåëåíèÿ ðàçðûâîâ [20�23℄.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå èññëåäîâàíà íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ìàã�íèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé òÿæåëîé æèäêî�ñòè â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû. Íàéäåíû âñå öåí�òðèðîâàííûå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ�íåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â ïðèáëèæåíèèìåëêîé âîäû: ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå âîëíû ðàçðå�æåíèÿ, ìàãíèòîãðàâèòàöèîííûå óäàðíûå âîëíû èàëü�âåíîâñêèå âîëíû. �åøåíà çàäà÷à ðàñïàäà ïðî�èçâîëüíîãî ðàçðûâà äëÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèä�ðîäèíàìèêè â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû íàä ðîâ�íîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ïðåäñòàâ�ëÿåò ñîáîé îäíó èç ïÿòè êîí�èãóðàöèé.Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ðåøå�íèå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé äâóõ ðåøåíèé: ðàñïàäàðàçðûâà äëÿ ìåëêîé âîäû áåç ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñó÷åòîì èçìåíåííîé ñêîðîñòè çâóêà 
g = pB21 + gh )è äâóõ àëü�âåíîâñêèõ âîëí. Ïðè B1 � 0 äâå àëü�-âåíîâñêèå âîëíû ñîâïàäàþò è ïðåâðàùàþòñÿ â êîí�òàêòíûé ðàçðûâ. Êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå ãèäðîäèíàìè�÷åñêèå âîëíû �èìàíà è çîíà âàêóóìà¿ ñóùåñòâåííîîòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ, ïîñêîëüêó ìîæåò ðåàëè�çîâûâàòüñÿ ëèøü ïðè èçíà÷àëüíîì ðàâåíñòâå íóëþíîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêåãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô (�MK-1349.2011.2).
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