
ÆÝÒÔ, 2011, òîì 140, âûï. 4 (10), ñòð. 820�828 

 2011
ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛ È �ÅÆÈÌÛ ÊÎËËÀÏÑÎÂÂ 3D-ÒÅ×ÅÍÈßÕ ÍÀ ÑÊËÎÍÅÂ. Ï. �îí÷àðîâ *Èíñòèòóò �èçèêè àòìîñ�åðû èì. À. Ì. Îáóõîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê109017, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19 ìàðòà 2011 ã.Â ðàìêàõ ãàìèëüòîíîâñêîé âåðñèè 3D-ìîäåëè ¾ìåëêîé âîäû¿ íà ñêëîíå èçó÷åíû ìåõàíèçìû è ñòðóêòóð-íûå ýëåìåíòû íåóñòîé÷èâîñòè, ðàçâèòèå êîòîðîé ïðèâîäèò ê êîëëàïñó �ðàãìåíòîâ òå÷åíèÿ. Èññëåäîâàíèåïîêàçàëî, ÷òî îò ñâîåãî 2D-àíàëîãà 3D-ìîäåëü îòëè÷àåòñÿ áîëåå ðàçíîîáðàçíûì íàáîðîì êîëëàïñèðóþ-ùèõ ðåøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, íàðÿäó ñ ðåøåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íûé (èçîòðîïíûé)êîëëàïñ, ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå íåèçîòðîïíûé êîëëàïñ, â õîäå êîòîðîãî ïëîùàäü êîíòàêòàêîëëàïñèðóþùåãî �ðàãìåíòà ñî ñêëîíîì ñæèìàåòñÿ íå â òî÷êó, à â îòðåçîê.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÊàê è äëÿ ëþáîé äðóãîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû,äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ òå÷åíèé ïðèíöèïèàëüíûì ÿâ�ëÿåòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíûõ �èíàëüíûõ ðåæèìàõ,íà êîòîðûå îíè âûõîäÿò â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ ãèä�ðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè. Â çàâèñèìîñòè îòìîäåëè è íà÷àëüíûõ äàííûõ ñóùåñòâóþò ðàçëè÷�íûå ìåõàíèçìû è ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâî�ñòåé. Äâå èç íèõ � íåóñòîé÷èâîñòè �ýëåÿ �Òåéëîðà(Í�Ò) è �èõòìàéåðà �Ìåøêîâà (Í�Ì), âàæíû äëÿïîíèìàíèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé, âîçíèêàþùèõ íà ãðà�íèöå ðàçäåëà, è èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü âî ìíîãèõåñòåñòâåííûõ ïðîöåññàõ è ïðèëîæåíèÿõ. Êàâèòàöèÿ,èíåðöèîííûé òåðìîÿäåðíûé ñèíòåç, �èçèêà âûñî�êèõ ïëîòíîñòåé ýíåðãèè, àñòðî- è ãåî�èçèêà � âîòäàëåêî íå ïîëíûé èõ ïåðå÷åíü [1℄.Ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé çà êîíå÷íîå âðåìÿèëè êîëëàïñ � äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûé ìåõàíèçìïðîÿâëåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé â íåëèíåéíî-äèñïåðñè-îííûõ ñèñòåìàõ [2�4℄. Ýòî äåìîíñòðèðóþò ìíîãèåãèäðîäèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, â òîì ÷èñëå è òå, êîòî�ðûå ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì ýâîëþöèè ãðàíèö ðàçäå�ëà [5�8℄.Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû � îáîáùèòü íàòðåõìåðíûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðåæè�ìû è ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû êîëëàïñà â ïëîñêîé ìî�äåëè ãðàâèòàöèîííîãî òå÷åíèÿ íà ñêëîíå. Ñîãëàñíîòåîðèè [9℄, â ïëîñêîé ìîäåëè â çàâèñèìîñòè îò íà�*E-mail: v.gon
harov�rambler.ru

÷àëüíûõ óñëîâèé âîçìîæíû äâà ìåõàíèçìà ðàçâè�òèÿ íåóñòîé÷èâîñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, äâà ñöåíàðèÿêîëëàïñà. Äëÿ ñöåíàðèÿ Í�Ì îñîáåííîñòè íà ãðà�íèöå ðàçäåëà �îðìèðóþòñÿ ïî çàêîíó (t0 � t)�1=3,åñëè æå ðåàëèçóåòñÿ ñöåíàðèé Í�Ò, � òî ïî çàêî�íó (t0 � t)�2=7, ãäå t � òåêóùåå âðåìÿ, à t0 � âðåìÿêîëëàïñà. Åñòü âñå îñíîâàíèÿ îæèäàòü, ÷òî â 3D-ìî-äåëè, ãäå â èãðó âêëþ÷àåòñÿ åùå îäíî äîïîëíèòåëü�íîå èçìåðåíèå, ñóùåñòâóþò è äðóãèå, áîëåå áûñòðûå,ñöåíàðèè êîëëàïñîâ.2. 3D-ÌÎÄÅËÜ ��ÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎ�ÎÒÅ×ÅÍÈß ÍÀ ÑÊËÎÍÅ�àññìîòðèì ñëîé èëè êîíå÷íûé îáúåì íåñæèìà�åìîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíî�ñòüþ, ïîëàãàÿ, ÷òî äâèæåíèå æèäêîñòè áåçâèõðåâîå,ïðîèñõîäèò â ïîëå ñèë òÿæåñòè ñ óñêîðåíèåì g è ñíè�çó îãðàíè÷åíî ñêëîíîì ïîñòîÿííîé êðóòèçíû ñ óã�ëîì íàêëîíà # ê ãîðèçîíòó. Ýòó ìîäåëü áóäåì ðàñ�ñìàòðèâàòü â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, äâèæó�ùåéñÿ ñ óñêîðåíèåì g sin# âíèç âäîëü ñêëîíà òàêèìîáðàçîì, ÷òî êîîðäèíàòû r = (x1; x2) ëåæàò â ïëîñ�êîñòè ñêëîíà, à îñü x3 íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíîñêëîíó.Ïîäðîáíûé âûâîä óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýâî�ëþöèþ ñâîáîäíîé ãðàíèöû òàêîãî òå÷åíèÿ â ïðè�áëèæåíèè íåëèíåéíîé äèñïåðñèè, ìîæíî íàéòè âðàáîòå [9℄, à êðàòêèé âûâîä ïðèâåäåí â Ïðèëîæå�íèè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ �îðìóëèðóþòñÿ â òåðìè�820



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 4 (10), 2011 Ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû è ðåæèìû êîëëàïñîâ : : :íàõ äâóõ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ, îä�íîé èç êîòîðûõ (îáîáùåííîé êîîðäèíàòîé) ÿâëÿåò�ñÿ �îðìà ïîâåðõíîñòè q(r; t), à âòîðîé (îáîáùåííûìèìïóëüñîì) p(r; t) � ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàëíà ýòîé ïîâåðõíîñòè. Åñëè ìàñøòàáû âðåìåíè T èïðîñòðàíñòâà L âûáðàíû òàê, ÷òî LT�2 = g 
os#, òîïîñëå ïðèâåäåíèÿ çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ ïåðå�ìåííûõ ê áåçðàçìåðíîìó âèäó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿìîæíî çàïèñàòü êàê�tq = ÆHÆp = �r � �qrp+r�q33 �p�� ; (1)�tp = �ÆHÆq = �12 (rp)2 + q22 (�p)2 � q; (2)ãäå ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè H îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå�íèåì H = 12 Z �q (rp)2 � q33 (�p)2 + q2� dr: (3)Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), (2) ãàëèëåå�âî-èíâàðèàíòíà,r! r� 
t; p! p� 
 � r+ 
2t=2;è îáëàäàåò ñèììåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî ìàñøòàáíîãîïðåîáðàçîâàíèÿq ! �2q; p! �3p; t! �t; r! �2r:Çäåñü 
 è � � ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèé.Êðîìå ãàìèëüòîíèàíà H , â ñèëó ñèììåòðèé ñî�õðàíÿþòñÿ åùå òðè èíòåãðàëà:P = Z qrp dr;M = Z q�x1 �p�x2 � x2 �p�x1� dr;Q = Z q dr: (4)Ñîõðàíåíèå ïîëíîãî èìïóëüñà P è ìîìåíòà M ñâÿ�çàíî ñîîòâåòñòâåííî ñ òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíî�ñòüþ è èçîòðîïíîñòüþ H , à ïîëíûé îáúåì Q ñîõðà�íÿåòñÿ â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè H îòíîñèòåëüíî êà�ëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ p! p+ 
onst.3. ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÅ �ÅØÅÍÈßÊàê èçâåñòíî [10℄, àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ïðåä�ñòàâëÿþò ñîáîé ïðîìåæóòî÷íûå àñèìïòîòèêè íåâû�ðîæäåííûõ çàäà÷ è âåñüìà ïîëåçíû ïðè èçó÷åíèè

�èíàëüíûõ ñòàäèé ñèëüíîíåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ, êî�ãäà ñèñòåìà ¾çàáûâàåò¿ î äåòàëÿõ, ñâÿçàííûõ ñ íà�÷àëüíûìè äàííûìè, è åå ïîâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ èí�òåãðàëàìè çàäà÷è.Äëÿ êëàññè�èêàöèè àâòîìîäåëüíûõ ðåæèìîâ3D-ìîäåëè ñêëîíîâûõ òå÷åíèé èñõîäíûé ãàìèëüòî�íèàí (3) ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè,H = I1 + I2 � I3; (5)òðåõ ïîëîæèòåëüíûõ èíòåãðàëîâI1 = 12 Z q (rp)2 dr;I2 = 12 Z q2dr; I3 = 16 Z q3 (�p)2 dr:Â äàëüíåéøåì ïðè àíàëèçå áóäåì ïðåäïîëàãàòü,÷òî àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ êàê àñèì�ïòîòèêè, íà êîòîðûõ, â çàâèñèìîñòè îò ðåæèìà,ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âêëàäîì îäíîãî èç èíòåãðàëîâ I1,I2, I3 â ãàìèëüòîíèàíå (5). Îòìåòèì, ÷òî ïðåíåáðå�æåíèå èíòåãðàëîì I3 ïðåâðàùàåò óðàâíåíèÿ (1), (2)â òðàäèöèîííûå óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû [11℄, â êîòî�ðûõ íåëèíåéíàÿ äèñïåðñèÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ.Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (4) íàêëàäûâàþò îãðàíè÷å�íèÿ. Ïîýòîìó àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ñëåäóåò èñ�êàòü â ñïåöèàëüíîì âèäå. Âî-ïåðâûõ, äëÿ òîãî ÷òî�áû îáåñïå÷èòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî îáúåìà Q,ðåøåíèå äëÿ �îðìû ïîâåðõíîñòè q áóäåì èñêàòü ââèäå q = 1�1�2 q̂�x1�1 ; x2�2� ;ãäå �1(t), �2(t) � íåêîòîðûå �óíêöèè âðåìåíè, à q̂ �ñòðóêòóðíàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò àâòîìî�äåëüíûõ ïåðåìåííûõ.Âî-âòîðûõ, â îòëè÷èå îò q, ïåðåìåííàÿ p àâòî�ìîäåëüíîé íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, íî îáå ñ÷èòàþòñÿ äà�ëåå ÷åòíûìè �óíêöèÿìè àðãóìåíòîâ x1 è x2. Òðåáî�âàíèå ÷åòíîñòè àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàåò òîæäå�ñòâà P � 0; M � 0:Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òàêèõ ðåøåíèé èìååò ìåñòîóñëîâèå ñîõðàíåíèÿ íóëåâîãî èìïóëüñà è íóëåâîãîìîìåíòà.821



Â. Ï. �îí÷àðîâ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 4 (10), 20113.1. �åæèìû Í�ÌÂ ýòèõ ðåæèìàõ èíòåãðàë I2 èñêëþ÷àåòñÿ, ïîýòî�ìó ãëàâíûé âêëàä îáåñïå÷èâàþò èíòåãðàëû I1, I3. Âðåçóëüòàòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä�tq = ÆHÆp = �r � �qrp+r�q33 �p�� ; (6)�tp = �ÆHÆq = �12 (rp)2 + q22 (�p)2 ; (7)ãäåH = I1 � I3 = 12 Z �q (rp)2 � 13q3 (�p)2� dr:Âîçìîæíû òðè �èçè÷åñêèõ ïîñòàíîâêè, êîòîðûåïðèâîäÿò ê ðåæèìó Í�Ì. Ïåðâàÿ ðåàëèçóåòñÿ âíåâåñîìîñòè (g = 0). Âòîðàÿ � â îòñóòñòâèå ñî�ñòàâëÿþùåé ñèëû òÿæåñòè (# = �=2), ïðèæèìàþ�ùåé ñëîé ê ñêëîíó (ìîäåëü ñ âåðòèêàëüíûì ñêëî�íîì). Òðåòüÿ � â ïðèñóòñòâèè ñèëû òÿæåñòè, íî ïðèóñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå òàêîâû, ÷òî â ïðî�öåññå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè äîìèíèðóþùèì îêà�çûâàåòñÿ ý��åêò èíòåíñè�èêàöèè âèõðåâîé ïåëåíû(I1 � I3 � I2).Â êà÷åñòâå àâòîìîäåëüíîé ïîäñòàíîâêè äëÿ q ðàñ�ñìîòðèì âûðàæåíèåq = 3Q2��1�2s1��x1�1�2 ��x2�2�2; (8)êîòîðîå îïèñûâàåò êàïëþ �æèäêèé ïîëóýëëèïñîèä,ñîñðåäîòî÷åííûé íà êîìïàêòíîì íîñèòåëå 0 � x1 �� �1, 0 � x2 � �2.Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèÿ (6), (7) ïîêàçû�âàåò, ÷òî âûðàæåíèå (8) îêàçûâàåòñÿ òî÷íûì ðåøå�íèåì, åñëè p = �1�1 x21 + �2�2 x22 + p0;_p0 = 2� 3Q2��1�2�2 ��1�1 + �2�2�2 ;à ïåðåìåííûå �i è �i (i = 1; 2) êàê �óíêöèè âðåìå�íè óäîâëåòâîðÿþò êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûì óðàâ�íåíèÿì_�i = �H 0��i = 2�i � 2�i � 3Q2��1�2�2��1�1 + �2�2� ; (9)_�i = ��H 0��i = � 2�i � 3Q2��1�2�2 ����1�1 + �2�2���1�1 + �2�2 + �i�i� : (10)

Ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿ�ìè ñâîáîäû è ãàìèëüòîíèàíîìH 0 = �21 + �22 �� 3Q2��1�2�2��1�1 + �2�2�2 ; (11)êîòîðûé ñâÿçàí ñ èñõîäíûì ãàìèëüòîíèàíîì H ñî�îòíîøåíèåì H 0 = 52 HQ :Ïëîñêàÿ ìîäåëü [9℄ ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (9),(10), åñëè îäíó èç ïîëóîñåé êàïëè (íàïðèìåð, �2) èñîîòâåòñòâåííî îáúåì Q óñòðåìèòü ê áåñêîíå÷íîñòè,ñîáëþäàÿ ïðè ýòîì óñëîâèå 3Q (2��2)�1 ! 1. Åñëèæå îáúåì Q êîíå÷åí, ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá Läëÿ ïðèâåäåíèÿ çàäà÷è ê áåçðàçìåðíîìó âèäó ñ ñà�ìîãî íà÷àëà óäîáíî âûáðàòü òàê, ÷òî 3Q(2�)�1 = 1.Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (9), (10) çàïèñû�âàþòñÿ â âèäå_�i = 2�i � 2�i�21�22 ��1�1 + �2�2� ;_�i = � 2�i�21�22 ��1�1 + �2�2���1�1 + �2�2 + �i�i� : (12)Èçîòðîïíûå ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîëàãàÿ�i = 21=6� è �i = 21=6� (i = 1; 2), óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ (12) ïðèâîäèì ê âèäó_� = �H 00�� = 2� �1� ��6� ;_� = ��H 00�� = �6�2��7: (13)Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ãàìèëüòîíèàíàH 00 = 2�4=3H 0 = �2 �1� ��6�ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò òðè âåòâè ðåøåíèé.1. Åñëè H 00 < 0 è ñîîòâåòñòâåííî 0 < � < 1, òî èçóðàâíåíèé (13) ñëåäóåò ðåøåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåòèçîòðîïíûé êîëëàïñ. Â ýòîì ðåæèìå àñèìïòîòè÷å�ñêè ïðè t! t0, ãäå t0 � âðåìÿ êîëëàïñà, ïåðåìåííûå� è � ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïî çàêîíàì� / 21=4jH 00j1=8 (t0 � t)1=4 ;� / 23=4jH 00j7=8 (t0 � t)3=4 : (14)Ñðàâíåíèå àñèìïòîòèê (14) ñ çàêîíàìè êîëëàïñà âäâóìåðíîé ìîäåëè, ãäå q / (t0 � t)�1=3 [9℄, ïîêàçûâà�åò, ÷òî â 3D-ìîäåëè ïðîèñõîäèò óñêîðåíèå êîëëàïñà:q / ��2 � (t0 � t)�1=2 :822



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 4 (10), 2011 Ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû è ðåæèìû êîëëàïñîâ : : :�2 �2
�1 �10 0:05 0:10 0:15 t01

23 s=�
�èñ. 1. Íåèçîòðîïíûé êîëëàïñ â ðåæèìå Í�Ì. �àñ-÷åò ïðîâîäèëñÿ äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé �1(0) == 0:7, �2(0) = 2, �1(0) = 0:1, �2(0) = 32. Åñëè H 00 = 0, òî ðåàëèçóåòñÿ ðåøåíèå� = 1; � = �16 (t0 � t)�1 ;îïèñûâàþùåå ñòàöèîíàðíóþ êàïëþ, íà ïîâåðõíîñòèêîòîðîé ïî çàêîíó (t� t0)�1 ïðîèñõîäèò èíòåíñè�è�êàöèÿ âèõðåâîé ïåëåíû.3. Åñëè H 00 > 0 è ñîîòâåòñòâåííî � > 1, òî ðåàëè�çóåòñÿ ðåøåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò ðàäèàëüíî-ñèì-ìåòðè÷íîå ðàñòåêàíèå êàïëè. Èç óðàâíåíèé (13) ëåã�êî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ðåæèìå àñèìïòîòè÷åñêè ïðèt!1 � / 2H 001=2t; � / H 001=2:Íåèçîòðîïíûå ðåøåíèÿ. Óðàâíåíèÿ (12) äî�ïóñêàþò ðåøåíèÿ, íàðóøàþùèå ðàäèàëüíóþ ñèì�ìåòðèþ.1. Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì ñöåíàðèé íåèçîò-ðîïíîãî êîëëàïñà, â êîòîðîì ïëîùàäü êîíòàêòàs = ��1�2 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ çà ñ÷åò îäíîñòîðîííåãîñæàòèÿ ïî îäíîé èç ïîëóîñåé, íàïðèìåð �1, â òî âðå�ìÿ êàê äðóãàÿ ïîëóîñü �2 îñòàåòñÿ êîíå÷íîé (ðèñ. 1).Â ðåçóëüòàòå ýëëèïòè÷åñêàÿ ïëîùàäü êîíòàêòà êîë�ëàïñèðóþùåãî �ðàãìåíòà æèäêîñòè ñæèìàåòñÿ íå âòî÷êó, à â îòðåçîê.Àíàëèç ðåøåíèé íåèçîòðîïíîãî êîëëàïñà âîêðåñòíîñòè òî÷êè t = t0 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèìàñèìïòîòèêàì äëÿ �1 è �1:�1 � b1 (t0 � t)1=3 + 72a21 � b8110b51b22 (t0 � t) ; (15)

0 4 8 t�2
20
4 �1�2�2�1

s=�

�èñ. 2. Íåèçîòðîïíàÿ èíòåíñè�èêàöèÿ âèõðåâîéïåëåíû â ðåæèìå Í�Ì. �àñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äëÿ íà-÷àëüíûõ çíà÷åíèé �1(0) = 4:5, �2(0) = 0:5, �1(0) == �0:2, �2(0) = 0:2�1 � a1 (t0 � t)1=3 + 16b51b22 (t0 � t)2=3 ++ a1 �72a21 � b81�10b61b22 (t0 � t) ; (16)à òàêæå äëÿ �2 è �2:�2 � b2 + b212b2 (t0 � t)2=3 + 2a1b2b1 (t0 � t) ;�2 � �a1b2b1 � a1b12b2 (t0 � t)2=3 + 118b61b2 (t0 � t) :Çäåñü a1, b1, b2 � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå íà÷àëü�íûìè óñëîâèÿìè è ñâÿçàííûå ïîñðåäñòâîì ãàìèëü�òîíèàíà (11) ñîîòíîøåíèåìH 0 = b22b21 �a21 � b8136� :Ñðàâíåíèå àñèìïòîòèê (15), (16) ñ çàêîíàìè êîëëàï�ñà â 2D-ìîäåëè [9℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî èõ ñòåïåííûå ïî�êàçàòåëè ñîâïàäàþò è ðàâíû 1=3. �àçëè÷èå æå çà�êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè â 2D-ìîäåëè òàêîé êîë�ëàïñ òðåáóåò îòðèöàòåëüíîñòè âåëè÷èíû H 0, òî â3D-ìîäåëè, ñîãëàñíî ïðèìåðó íà ðèñ. 1, îí ìîæåòïðîòåêàòü è ïðè H 0 > 0.2. Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ñó�ùåñòâóþò íà÷àëüíûå äàííûå, êîòîðûå ïðèâîäÿò êðåøåíèÿì, îïèñûâàþùèì íåèçîòðîïíóþ èíòåíñè�è�êàöèþ âèõðåâîé ïåëåíû íà ïîâåðõíîñòè æèäêîé êàï�ëè. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ïðèìåð, â êîòîðîì êàïëÿâûòÿãèâàåòñÿ ïî îäíîé èç ïîëóîñåé è ñóæàåòñÿ ïîäðóãîé, äåìîíñòðèðóÿ ïðè ýòîì âíà÷àëå ðîñò ïëî�ùàäè êîíòàêòà s (óìåíüøåíèå àìïëèòóäû), à çàòåì823



Â. Ï. �îí÷àðîâ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 4 (10), 2011åå óìåíüøåíèå (óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû). Çàâåðøàåò�ñÿ ïðîöåññ ñòàáèëèçàöèåé �îðìû êàïëè è ñòåïåííûìðîñòîì èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîé ïåëåíû íà åå ïîâåðõ�íîñòè.3. �åøåíèÿ, îïèñûâàþùèå íåèçîòðîïíîå ðàñòåêà�íèå, òàêæå âîçìîæíû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè t ! 1óâåëè÷åíèå ïîëóîñåé ïðîèñõîäèò ïî ëèíåéíîìó çàêî�íó �i � vit ñ ðàçíûìè, íî ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìèvi = 2�i. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì â ñèëó çàêîíà ñîõðà�íåíèÿ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèåv21 + v22 = 4H 0;ðàñòåêàíèå, êàê �èíàëüíàÿ ñòàäèÿ, âîçìîæíî òîëü�êî äëÿ òåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äëÿ êîòîðûõ H 0 > 0.Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó q / (�1�2)�1, â 3D-ìîäåëèàìïëèòóäà ðàñòåêàþùåéñÿ êàïëè óáûâàåò ïî çàêîíóq / t�2, ÷òî ñóùåñòâåííî áûñòðåå ÷åì â 2D-ìîäåëè,ãäå q / t�1. 3.2. �åæèìû Í�ÒÂ ýòîì ñëó÷àå ãëàâíûìè â ãàìèëüòîíèàíå (5) ìî�äåëè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàë I2 è îäèí èç èíòåãðàëîâ I1èëè I3. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà èíòåãðàëüíîé ïàðûäëÿ áàëàíñà âîçìîæíû äâà ñöåíàðèÿ ðàçâèòèÿ Í�Òíà �èíàëüíîé ñòàäèè.�åæèì ðàñòåêàíèÿ. Ïîñêîëüêó â ýòîì ðåæèìåq ! 0 ïðè t ! 1, îñíîâíîé âêëàä îáåñïå÷èâàåòñÿèíòåãðàëàìè I1 è I2. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ãàìèëüòî�íèàíà H ðàññìîòðèì âåëè÷èíóH = I1 + I2 = 12 Z �q (rp)2 + q2� dr:Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþòâèä �tq = ÆHÆp = �r � (qrp) ;�tp = �ÆHÆq = �12 (rp)2 � q: (17)Ïîäñòàíîâêàq = 2Q��1�2  1��x1�1�2 ��x2�2�2! ;p = �1�1 x21 + �2�2 x22 + p0ïîçâîëÿåò ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè âûðàæåíèÿ ÿâ�ëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (17) , åñëè, ñ îäíîéñòîðîíû, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå_p0 = � 2Q��1�2 ;

à, ñ äðóãîé, ïàðàìåòðû �i è �i êàê �óíêöèè âðåìå�íè óäîâëåòâîðÿþò êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûì óðàâ�íåíèÿì_�i = �H 0��i = 2�i; _�i = ��H 0��i = 2Q��1�2�i (18)ñ ãàìèëüòîíèàíîìH 0 = �21 + �22 + 2Q��1�2 :Ïðè t ! 1 èç óðàâíåíèé (18) ñëåäóåò òîò æåçàêîí ðàñòåêàíèÿ, ÷òî è äëÿ ðåæèìà Í�Ì. Óâå�ëè÷åíèå ïîëóîñåé ïðîèñõîäèò ïî ëèíåéíîìó çàêîíó�i � vit ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè vi � 2�i. Îòìå�òèì òàêæå, ÷òî ðåæèì ðàñòåêàíèÿ âîçìîæåí òîëüêîäëÿ òåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äëÿ êîòîðûõ H > 0.�åæèì êîëëàïñà. Äëÿ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ¾îáîñòðåíèåì¿ ïåðåìåííîé q, åñòåñòâåííî ïðåäïîëî�æèòü, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â ãàìèëüòîíèàí îáåñïå÷è�âàåòñÿ ñòàðøèìè ïî q èíòåãðàëàìè I2, I3. Â ýòîìñëó÷àå â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà H ðàññìîòðèì âå�ëè÷èíóH = I2 � I3 = 12 Z �q2 � q33 (�p)2� dr:Ïîñëå çàìåíû � = �p ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ äëÿ ýòîãî ðåæèìà ïðèíèìàþò âèä�tq = �ÆHÆ� = ���q33 �� ;�t� = ��ÆHÆq = ��12q2�2 � q� : (19)Îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì àâòîìîäåëüíûõ ðåøå�íèé ñ ðàäèàëüíîé ñèììåòðèåéq = ��2(t)q̂(%); � = �(t)�̂(%); (20)ãäå q̂ è �̂ � ñòðóêòóðíûå �óíêöèè, çàâèñÿùèå îòàâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé % = r2=2�2(t), à �(t) �íåêîòîðàÿ ìàñøòàáíàÿ �óíêöèÿ.Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (20) â óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ (19) ïîçâîëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, íàéòè� = (t0 � t)1=5;à ñ äðóãîé, ñ�îðìóëèðîâàòü ñèñòåìó îáûêíîâåí�íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëå�íèÿ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé q̂ è �̂:q̂ = �53�% �q̂3�̂� ;�̂� 2%�̂% = 5�%%�% �2q̂ � q̂2�̂2� : (21)824



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 4 (10), 2011 Ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû è ðåæèìû êîëëàïñîâ : : :Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (21) îáëàäàåò ñèììåòðèÿìè îò�íîñèòåëüíî ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿq̂ ! �2q̂; �̂! ��1�̂; %! �3%(� � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ), âñå èíòåðåñóþùèåíàñ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç îäíîãî åäèí�ñòâåííîãî ýòàëîííîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå ëîêàëèçîâà�íî â èíòåðâàëå 0 � % � a è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûìóñëîâèÿìq̂(0) = 1; q̂%(0) = 0; �̂(0) = m; q̂(a) = 0: (22)Çäåñüm è a� ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðû.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè % = a,ãäå �óíêöèÿ q̂ îáðàùàåòñÿ â íóëü, ñóùåñòâóþò äâåâåòâè ðåøåíèé. Â îäíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ðåøåíèåq̂ � 322=354=3 (a� %)2=3 ; �̂ � 52=324=3 (a� %)�1=3 (23)ñî ñëàáîé ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ äëÿ �óíêöèè �̂ âòî÷êå % = a, à â äðóãîì �q̂ � �25�2 (a� �)23
2 ; �̂ � 92 �52�3 
4 (a� %)�3 (24)ñ áîëåå ñèëüíîé îñîáåííîñòüþ â ýòîé òî÷êå (
 � ïðî�èçâîëüíàÿ êîíñòàíòà).×òîáû âûáðàòü àäåêâàòíóþ çàäà÷å âåòâü ðåøå�íèé, ïðèìåì âî âíèìàíèå òîò �àêò, ÷òî íà ðàññìàò�ðèâàåìûõ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèÿõH = A��2;ãäå êîíñòàíòà A îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîìA = 12 aZ0 �% (%�) d% = 12%����a0 ;� = q̂2 � 23 q̂3�̂2 + 53 q̂3�̂�% �2q̂ � q̂2�̂2� :Ïîñêîëüêó �t� 6� 0, çàêîí ñîõðàíåíèÿ �tH = 0ãàðàíòèðóåò òîëüêî ïåðâàÿ âåòâü (âûðàæåíèÿ (23)),äëÿ êîòîðîé A = 0 è, ñîîòâåòñòâåííî,H = 0. Âòîðàÿâåòâü (âûðàæåíèÿ (24)), äëÿ êîòîðîé A = �a
2=2,çàêîí ñîõðàíåíèÿ íå îáåñïå÷èâàåò.Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âìåñòî çàäà÷è (21) ñäâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (22) óäîáíîðàññìîòðåòü ýêâèâàëåíòíóþ îäíîòî÷å÷íóþ êðàåâóþçàäà÷ó 35 q̂ = ��% �q̂3�̂� ;35 �̂ = 2�%%�45 �̂+ q̂% �1 + 2q̂�̂2�� ;q̂(0) = 1; q̂%(0) = 0; �̂(0) = m

�̂
q̂1 2 30

12
3

r=��èñ. 3. Ñòðóêòóðíûå �óíêöèè q̂ è �̂ äëÿ ðàäèàëüíîñèììåòðè÷íîãî êîëëàïñà â ðåæèìå Í�Òè ðåøàòü åå ìåòîäîì ¾ïðèñòðåëêè¿, èñïîëüçóÿ m âêà÷åñòâå ïðèñòðåëî÷íîãî ïàðàìåòðà. Èçìåíÿÿ ýòîòïàðàìåòð, ìû âûõîäèì ïðè m = 1:84215 íà ýòàëîí�íîå ðåøåíèå (ðèñ. 3), äëÿ êîòîðîãî a = 4:84504.4. ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÉ Ê�ÈÒÅ�ÈÉÊÎËËÀÏÑÀ Â �ÅÆÈÌÅ Í�ÒÏóñòü çàäàí îãðàíè÷åííûé îáúåì æèäêîñòè. Òî�ãäà öåíòð èíåðöèè, õàðàêòåðèçóþùèé ïåðåìåùåíèåýòîãî îáúåìà êàê öåëîãî, îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîìr0 = Q�1 Z rq dr:Îòìåòèì, ÷òî íà îñíîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ�tr0 = Q�1P äâèæåíèå öåíòðà èíåðöèè ÿâëÿåòñÿðàâíîìåðíûì è ïðÿìîëèíåéíûì.Â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà êîëëàïñà ðàññìîòðèì çà�âèñÿùóþ îò âðåìåíè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþâåëè÷èíóR = Q�1 Z (r� r0)2 q dr = Q�1 Z r2q dr� r20:Òåñòèðîâàíèå íà àâòîìîäåëüíîì ðåøåíèè (8) ïîêà�çûâàåò, ÷òî R = (�21 + �22)=5, è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè�÷èíà R îáðàùàåòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî ñ �1 è �2.Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå R â êà÷åñòâå êðèòå�ðèÿ öåëåñîîáðàçíî òîëüêî ïðè íàëè÷èè èçîòðîïíîãîêîëëàïñà.825



Â. Ï. �îí÷àðîâ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 4 (10), 2011�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î êðèòåðèè êîëëàï�ñà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûõ ðàñïðåäå�ëåíèé q, ïîëàãàÿ ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêîâû, ÷òîèõ ýâîëþöèÿ ïðîòåêàåò â ðàìêàõ óðàâíåíèé (19),îïèñûâàþùèõ ðåæèì Í�Ò.Â îñíîâå ýòèõ óðàâíåíèé, ñ îäíîé ñòîðîíû, ëå�æèò íåðàâåíñòâî I1 � I2, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, �P2 � 2QI1;ïîýòîìó ëåãêî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ðåæèìå Í�Ò ìî�ãóò íàõîäèòüñÿ îòíîñèòåëüíî ¾ìåäëåííûå¿ òå÷åíèÿ,ó êîòîðûõ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ P2=2Q, ñâÿçàííàÿñ ïåðåìåùåíèåì öåíòðà èíåðöèè, ìàëà ïî ñðàâíåíèþñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé I2.Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òîRt = �43 Z q3� dr; (25)Rtt = �4 Z �q3�2(rq)2 + 23q4�(rq �r�) ++ 13q5(r�)2 + q2(rq)2� dr:Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ðàâåíñòâ, à òàêæå îöåíîêR2t = 49 �Z rr �q3�� dr�2 � 4R Z �q3�2(rq)2 ++ 23q4�(rq �r�) + 19q5(r�)2� dr;I32 � 5227RQ Z q2(rq)2dr; I2 � max(H; 0)ïîçâîëÿåò íàéòè ìàæîðèðóþùåå íåðàâåíñòâîRRtt +R2t � �C�(H): (26)Çäåñü C = 295�2Q�1H3 � êîíñòàíòà, à �(H) � òå�òà-�óíêöèÿ: �(H) = 1, åñëè H > 0, è �(H) = 0, åñëèH � 0.Íåðàâåíñòâî (26) çàìåíîé R2 = A ïðèâîäèòñÿ êâèäó Att � �2C�(H) è ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:A � �C�(H) (t0 � t)2 �B (t0 � t) : (27)Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ B è t0 îïðåäåëÿþòñÿ íà�÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ñîîòíîøåíèå (27) ïîäðàçóìå�âàåò, ÷òî êîëëàïñó ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ, íà êîòî�ðûõ A íà �èíàëüíîé ñòàäèè ñ ðîñòîì t óáûâàåò èâ íåêîòîðûé ìîìåíò t = t0 > 0 äîñòèãàåò çíà÷åíèÿA = 0.

Åñëè H > 0, èçîòðîïíûé êîëëàïñ â ðåæèìå Í�Òíàñòóïàåò âñåãäà. Åñëè æå H � 0, äîñòàòî÷íûì êðè�òåðèåì êîëëàïñà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå îòðèöàòåëüíîñòèB, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé óñëîâèå Rt(0) < 0. Òàêèì îá�ðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèå (25), ìîæ�íî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè H � 0 èçîòðîïíûé êîë�ëàïñ â ðåæèìå Í�Ò íàñòóïàåò ëèøü ïðè óñëîâèèZ q3�p dr � 0;êîòîðîå äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ äëÿ íà÷àëüíûõ äàí�íûõ, ò. å. â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÎáîáùèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Ïðåæäåâñåãî îòìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ 3D-ìîäåëè íå òîëüêîíàøëè ïîäòâåðæäåíèå, íî è ïîëó÷èëè äîïîëíèòåëü�íóþ àðãóìåíòàöèþ ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðåæèìûíåóñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîé ìîäåëè [9℄. Â ÷àñòíîñòè,âûÿñíèëîñü, ÷òî êîëëàïñû â ïëîñêîé ìîäåëè � ýòîèäåàëèçàöèÿ, êîòîðîé â 3D-ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþòðåøåíèÿ, êîëëàïñèðóþùèå íå â òî÷êó, à â îòðåçîê.Èòîãîâàÿ êëàññè�èêàöèÿ êîëëàïñîâ, âûçûâàþ�ùèõ îáîñòðåíèå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà q / (t0 � t)
 ,ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå. Ïîêàçàòåëè êîëëàïñîâ äëÿðåæèìà Í�Ì ïðèâåäåíû âî âòîðîé êîëîíêå, à äëÿðåæèìà Í�Ò � â òðåòüåé. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òîñàìûì áûñòðûì ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûé êîëëàïñ â ðå�æèìå Í�Ì, à ñàìûì ìåäëåííûì � íåèçîòðîïíûéêîëëàïñ â ðåæèìå Í�Ò.Óñòàíîâëåíî, ÷òî, òàê æå êàê è â 2D-ìîäåëÿõ, â3D-ìîäåëÿõ êîëëàïñû ðàçâèâàþòñÿ íà ëîêàëèçîâàí�íûõ �ðàãìåíòàõ òå÷åíèÿ ñ íóëåâûì èìïóëüñîì. Ïðèýòîì, â îòëè÷èå îò ñâîèõ ïëîñêèõ àíàëîãîâ, íåèçî�òðîïíî êîëëàïñèðóþùèå 3D-�ðàãìåíòû ìîãóò ðàç�âèâàòüñÿ ïðè ëþáîì çíàêå èíòåãðàëà H .Äëÿ íàõîäÿùèõñÿ â ðåæèìå Í�Ò òå÷åíèé îáùåãîâèäà óñòàíîâëåí èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé èçîòðîïíî�ãî êîëëàïñà, êîòîðûé ïðè H � 0 íàêëàäûâàåò îãðà�íè÷åíèå íà êëàññ íà÷àëüíûõ äàííûõ.Òàáëèöà. Ïîêàçàòåëè êîëëàïñîâ â ðåæèìàõ Í�Ì èÍ�ÒÒèï êîëëàïñà �åæèìHPM Í�ÒÍåèçîòðîïíûé 
 = �1=3 
 = �2=7Èçîòðîïíûé 
 = �1=2 
 = �2=5826



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 4 (10), 2011 Ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû è ðåæèìû êîëëàïñîâ : : :�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæ�êå �ÔÔÈ (ãðàíò �09-05-00274à), Ïðîãðàììû ïðå�çèäèóìà �ÀÍ ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû íåëè�íåéíîé äèíàìèêè¿ è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô(ÍØ-4166.2006.5).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÓðàâíåíèÿ (1), (2) � ýòî ïî ñóùåñòâó óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ Çàõàðîâà [12℄ ñ ó÷åòîì ñïåöè�èêè ðàñ�ñìàòðèâàåìîé çäåñü ìîäåëè. Âñå, ÷òî íóæíî äëÿ èõâûâîäà, � ãàìèëüòîíèàí, êîòîðûé, êàê èçâåñòíî [13℄,ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ýíåðãèåé ñ òî÷íîñòüþ äî êàçè�ìèðîâ � àääèòèâíûõ è ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí, íåäàþùèõ âêëàäà â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.Â ñëó÷àå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè åäèíè÷íîéïëîòíîñòè, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ñâîáîäíîé ãðàíè�öåé x3 = q, à ñíèçó ïëîñêèì ñêëîíîì x3 = 0, ïîëíàÿýíåðãèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ãàìèëüòîíèàí âûðàæàþò�ñÿ ÷åðåç èíòåãðàëH = Z dr qZ0 dx3�v22 + x3g 
os#� ; (28)ãäå v � ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü, g � óñêîðåíèåñèë òÿæåñòè, óãîë # � êðóòèçíà ñêëîíà. Îòìåòèì,÷òî äâèæåíèå æèäêîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñèñòå�ìå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x1; x2; x3), äâèæóùåéñÿñ óñêîðåíèåì g sin# âíèç âäîëü ñêëîíà òàêèì îáðà�çîì, ÷òî êîîðäèíàòû r = (x1; x2) ëåæàò â ïëîñêîñòèñêëîíà. Ïîýòîìó âêëàä â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþäàåò òîëüêî íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñèëû òÿæåñòèg 
os#, ïðèæèìàþùàÿ æèäêîñòü ê ñêëîíó.Äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ äâèæåíèé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè ãàìèëüòîíèàí (28) ìîæíî ïåðå�îðìóëè�ðîâàòü â òåðìèíàõ âñåãî äâóõ ïîâåðõíîñòíûõ ïåðå�ìåííûõ, q(r; t) è p(r; t) = �'jx3=q (29)(' � ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë), õàðàêòåðèçó�þùèõ ãðàíèöó ðàçäåëà.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òîv = �r'; �'�x3� ;ãäå r � äâóìåðíûé ãðàäèåíò â ïëîñêîñòè ñêëîíà,èç âûðàæåíèÿ (28) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èìH = 12 Z  p�rq �r'� �'�x3�x3=q ++ q2g 
os#� dr: (30)

×òîáû èñêëþ÷èòü ', íà îñíîâàíèè óñëîâèéíåñæèìàåìîñòè, íåïðîíèöàåìîñòè ñêëîíà è ñîîòíî�øåíèÿ (29), êîòîðîå áóäåì òðàêòîâàòü êàê êðàåâîåóñëîâèå, ñ�îðìóëèðóåì êðàåâóþ çàäà÷ó:��+ �2�x23�' = 0; (31)�'�x3 ����x3=0 = 0; 'jx3=q = �p; (32)ãäå � � äâóìåðíûé ëàïëàñèàí â ïëîñêîñòè ñêëîíà.Ñ ó÷åòîì ïåðâîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ â (32), îáùååðåøåíèå çàäà÷è (31) èùåì â âèäå �óðüå-ðàçëîæåíèÿ' = Z 
h(x3jkj)eik�rAkdk: (33)�àçëàãàÿ �óíêöèþ 
h(x3jkj) â �îðìàëüíûé ðÿä òåî�ðèè âîçìóùåíèé,
h(x3jkj) = 1 + x23k22! + x43k44! � � � ;ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå (33) ìîæíî çàïèñàòüêàê' = �1� x232! � + x434! �2 � � ��A = 
os(x3�1=2)A:Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå âî âòîðîå êðàåâîå óñëîâèåâ (32), ïîëó÷àåì ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíå�íèå äëÿ �óíêöèè A:
os(q�1=2)A = �p: (34)Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (34) â ïåðâîì ïðèáëè�æåíèè íåëèíåéíîé äèñïåðñèè [14℄ ñëåäóåò ó÷èòû�âàòü ÷ëåíû íå ñòàðøå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðîèç�âîäíûì �=�x1, �=�x2. �óêîâîäñòâóÿñü ýòèì ïðàâè�ëîì è ðàçëàãàÿ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
os(q�1=2) â ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé, èç óðàâíå�íèÿ (34) íåòðóäíî íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèåA = ��1 + q22 �� p;à çàòåì è ïðèáëèæåííûé ãàìèëüòîíèàí ìîäåëèH = 12 Z �q (rp)2 � q33 (�p)2 + q2g 
os#� dr:827
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