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ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÒÅÎ�Èß ÒÅ×ÅÍÈÉ ÑÆÈÌÀÅÌÎ�Î �ÀÇÀ ÂÏÎËÅ ÑÈËÛ ÒßÆÅÑÒÈ Â Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÈ ÌÅËÊÎÉ ÂÎÄÛÍÀÄ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ��ÀÍÈÖÅÉÊ. Â. Êàðåëüñêèé a, À. Ñ. Ïåòðîñÿí a;b*, À. Â. ×åðíÿê aaÈíñòèòóò êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117997, Ìîñêâà, �îññèÿbÌîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò141700, Äîëãîïðóäíûé, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24 àïðåëÿ 2012 ã.,ïîñëå ïåðåðàáîòêè 16 îêòÿáðÿ 2012 ã.Ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñæèìàåìîãî èäåàëüíîãî ãàçà â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû â ïîëåñèëû òÿæåñòè íàä íåîäíîðîäíîé ãðàíèöåé. Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêèå ïðîñòûå âîëíû íå ÿâëÿþòñÿ ðå-øåíèÿìè ñèñòåìû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îáîáùåííûå ïðîñòûå âîëíû ñóùåñòâóþò òîëüêî â ñëó÷àå ëèíåéíîãîïðî�èëÿ ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ñëó÷àÿ ãðàíèöû â âèäå íàêëîííîé ïëîñêîñòè ïîëó÷åíû âñåíåïðåðûâíûå è ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ â ÿâíîì âèäå, íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïàäà ïðî-èçâîëüíîãî ðàçðûâà. �åøåíèå ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ âîëíîâûõ êîí�èãóðàöèé. Äëÿ êàæäîé êîí�èãóðàöèèíàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè.DOI: 10.7868/S00444510130401741. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì òåîðèè íåëè�íåéíûõ ïðîñòûõ âîëí â òå÷åíèÿõ ñæèìàåìîé æèä�êîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè â ïðèáëèæåíèè ìåëêîéâîäû [1℄. Â ðàáîòå [1℄ ïîëó÷åíû âñå íåïðåðûâíûå èðàçðûâíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñæèìàåìîéìåëêîé âîäû íà ïëîñêîé ãðàíèöå, à òàêæå ðåøåíàçàäà÷à ðàñïàäà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà (çàäà÷à �è�ìàíà). Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåëè�íåéíûõ òå÷åíèé æèäêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè íàäïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòüþ, îïèñûâàåìûõ ïðèáëè�æåíèåì ñæèìàåìîé ìåëêîé âîäû. Â ðàáîòå ïîëó÷å�íû óðàâíåíèÿ ñæèìàåìîé ìåëêîé âîäû äëÿ òå÷åíèéíàä ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòüþ èç ïîëíûõ óðàâíå�íèé äâèæåíèÿ Ýéëåðà ñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïî�ëå ñèëû òÿæåñòè ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïî ãëóáèíå æèä�êîñòè [2; 3℄. Â óðàâíåíèÿõ ó÷èòûâàåòñÿ çàâèñèìîñòüäàâëåíèÿ îò ïëîòíîñòè (ñòàòè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòü),çâóêîâûå âîëíû îòñóòñòâóþò [4℄. Ïîëó÷åííîå âûðà�æåíèå äëÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëàáûõ âîç�*E-mail: apetrosy�iki.rssi.ru

ìóùåíèé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãîóðàâíåíèÿ äëÿ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé.Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìåëêîé âîäû �èçè÷åñêè�ìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âûñîòà ñâîáîäíîé ïîâåðõ�íîñòè è óñðåäíåííîå ïî ãëóáèíå ïîëå ãîðèçîíòàëü�íîé ñêîðîñòè. Â ýòîé òåîðèè óðàâíåíèå äëÿ âûñî�òû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èãðàåò ðîëü çàêîíà ñî�õðàíåíèÿ ìàññû, à ñàìà âûñîòà ñâîáîäíîé ïîâåðõ�íîñòè â ñèëó ïîñòîÿíñòâà ïëîòíîñòè æèäêîñòè âîâñåì îáúåìå ÿâëÿåòñÿ ìàññîé ñòîëáà æèäêîñòè. Âíàøåì æå ñëó÷àå ñæèìàåìîãî ãàçà â ïðèáëèæåíèèìåëêîé âîäû ìàññîé ñòîëáà ãàçà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâå�äåíèå âûñîòû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íà ñðåäíþþïî ãëóáèíå ïëîòíîñòü. Êàê ñëåäñòâèå â ïîëó÷åííûõâ ðàáîòå óðàâíåíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ,îïðåäåëÿþùàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû è îäíîçíà÷�íî ñâÿçàííàÿ ñ âûñîòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ó÷è�òûâàÿ øèðîêèé ñïåêòð âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé ïî�ëó÷åííûõ óðàâíåíèé, ìû ïðèâîäèì èõ ïîäðîáíûéâûâîä. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ñæèìàå�ìîãî ãàçà â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû òàêîå ïðèáëè�æåíèå ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì äëÿ ãåî�èçè÷å�ñêîé è àñòðî�èçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè, ïîñêîëüêóïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñèëó Êîðèîëèñà è äðóãèå âíåøíèåñèëû â êðóïíîìàñøòàáíûõ ãåî�èçè÷åñêèõ è àñòðî�779



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, À. Â. ×åðíÿê ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013�èçè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ ïóòåì çàìåíû âíåøíèõ ñèëý��åêòèâíîé íåîäíîðîäíîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõ�íîñòüþ, êàê ýòî óæå áûëî ñäåëàíî ïðè ìîäåëèðî�âàíèè êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìîñ�åðíûõ è îêåàíè÷å�ñêèõ òå÷åíèé [5�7℄.Íîâàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åí�íàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îòóðàâíåíèé, èçó÷åííûõ â ðàáîòå [1℄. Íàëè÷èå èñòî÷�íèêîâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé ïðè�âîäèò ê òîìó, ÷òî ïåðåìåííûå �èìàíà íå ñîõðàíÿþòñâîè çíà÷åíèÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê â îòëè÷èå îò ñëó�÷àÿ ðîâíîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè, è ïîýòîìóêëàññè÷åñêèå ïðîñòûå âîëíû íå ðåàëèçóþòñÿ. Êàêáóäåò ïîêàçàíî â ðàáîòå, íåñìîòðÿ íà ãèïåðáîëè÷�íîñòü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, íåëèíåéíàÿäèíàìèêà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé ñóùåñòâåííîîòëè÷àåòñÿ îò òå÷åíèé, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå [1℄.Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé, â êîòîðûõ êðóï�íîìàñøòàáíûå ý��åêòû ñæèìàåìîñòè íàä ñëîæíîéïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòüþ èãðàþò âàæíóþ ðîëü,ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå: çàðîæäåíèå çàâèõðåí�íîñòè, åå ðîñò è îáðàçîâàíèå âèõðåâîãî ñëåäà â ïîòî�êå ìåëêîé âîäû ïðè îáòåêàíèè èçîëèðîâàííîãî ïðå�ïÿòñòâèÿ [8℄; çàòóõàíèå �ðîíòà äàâëåíèÿ íàä ïðå�ïÿòñòâèåì âî âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè [9�13℄; èçó÷å�íèå ëèíåéíîé [14℄ è íåëèíåéíîé [15℄ ýêâàòîðèàëü�íîé äèíàìèêè; ñòóïåí÷àòûå ïðî�èëè ñòðàòè�èêà�öèè, íàáëþäàåìûå â îêåàíàõ [16℄. Ïðèáëèæåíèå ñæè�ìàåìîé ìåëêîé âîäû ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå äëÿ ìî�äåëèðîâàíèÿ �èçèêè ïëàíåòàðíûõ êîëåö [17℄, äëÿèçó÷åíèÿ ïåñ÷àíûõ áóðü íà Ìàðñå [18℄, èçâåðæå�íèé âóëêàíîâ [19; 20℄. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ê ó÷å�òó êðóïíîìàñøòàáíîé ñæèìàåìîñòè âàæåí äëÿ èçó�÷åíèÿ ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé ñîëíå÷�íîãî òàõîêëèíà [21�23℄, äëÿ èçó÷åíèÿ òå÷åíèé ïðèðàñòåêàíèè ìàòåðèè ïðè äèñêîâîé àêêðåöèè â íåé�òðîííûõ çâåçäàõ [24; 25℄, äèíàìèêè àòìîñ�åð íåé�òðîííûõ çâåçä [26; 27℄, àòìîñ�åð âíåñîëíå÷íûõ ïëà�íåò [28℄. Ïðèáëèæåíèå ìåëêîé âîäû áûëî óñïåøíîïðèìåíåíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ òå÷åíèéâ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå [29℄; îíî èãðàåò �óíäà�ìåíòàëüíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè êðóïíîìàñøòàáíûõïðîöåññîâ â àòìîñ�åðàõ ïëàíåò è îêåàíîâ [30℄.�èïåðáîëè÷íîñòü óðàâíåíèé ñæèìàåìîé ìåëêîéâîäû îïðåäåëÿåò, íàðÿäó ñ ãëàäêèìè, íàëè÷èå ðàç�ðûâíûõ ðåøåíèé. Äàæå â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíûåóñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, íåëèíåéíûé õàðàêòåðóðàâíåíèé çà êîíå÷íîå âðåìÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàç�ðûâíîìó ðåøåíèþ. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òîêëàññè÷åñêèå ïðîñòûå âîëíû íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè�ÿìè óðàâíåíèé ñæèìàåìîé ìåëêîé âîäû íàä ïðîèç�âîëüíîé ïîâåðõíîñòüþ èç-çà íàëè÷èÿ èñòî÷íèêîâîãî

ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé. Ìû èñïîëü�çóåì îáùåå îïðåäåëåíèå ïðîñòîé âîëíû [31℄, êîòî�ðîå ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ â ñëó÷àåîòñóòñòâèÿ èñòî÷íèêîâîãî ñëàãàåìîãî. Íåñìîòðÿ íà�îðìàëüíóþ àíàëîãèþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû èèìïóëüñà â íàøåì ñëó÷àå è â êëàññè÷åñêîì, íåëèíåé�íàÿ äèíàìèêà ñæèìàåìûõ òå÷åíèé ñóùåñòâåííî ìå�íÿåòñÿ âñëåäñòâèå ðàçëè÷èÿ âûðàæåíèé äëÿ êâàäðà�òà ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëàáûõ âîçìóùåíèé.Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ïîç�âîëÿþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü âûñîòó ñâîáîäíîé ïî�âåðõíîñòè ÷åðåç ìàññó ñòîëáà æèäêîñòè. Óñòàíîâ�ëåíî, ÷òî îáîáùåííûå ïðîñòûå âîëíû ñóùåñòâóþòòîëüêî äëÿ êëàññà çàäà÷ ñ ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíî�ñòüþ â âèäå íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Äëÿ òàêîãî êëàñ�ñà çàäà÷ â ÿâíîì âèäå íàéäåíû âñå íåïðåðûâíûå èðàçðûâíûå ðåøåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà�ìè ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëû, êîòîðûåïåðåõîäÿò â ïðÿìûå â ñëó÷àå ïëîñêîé ïîäñòèëàþùåéïîâåðõíîñòè. Íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà�÷è ðàñïàäà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà (çàäà÷à �èìàíà)äëÿ óðàâíåíèé ñæèìàåìîé ìåëêîé âîäû íàä ñêëî�íîì. �åøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç ÷åòûðåõâîëíîâûõ êîí�èãóðàöèé: äâå óäàðíûå âîëíû; âîë�íà ðàçðåæåíèÿ è óäàðíàÿ âîëíà; äâå âîëíû ðàçðå�æåíèÿ; äâå âîëíû ðàçðåæåíèÿ è çîíà âàêóóìà. Ïî�ëó÷åíû óñëîâèÿ äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, íåîáõîäè�ìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ ðåàëèçàöèè êàæäîé êîí�è�ãóðàöèè. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åí�íîãî ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è �èìàíà äëÿ ñæè�ìàåìîãî ãàçà â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû íàä ðîâ�íîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòüþ. Ýòî ðåøåíèå ìî�æåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ öåëîãî êëàñ�ñà êîíå÷íî-îáúåìíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñêâîçíî�ãî ñ÷åòà, ïîçâîëÿþùèõ ðàññ÷èòûâàòü êàê íåïðåðûâ�íûå, òàê è ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ áåç âûäåëåíèÿ ðàç�ðûâîâ [5; 6; 32; 33℄.Â ðàçä. 2 ïîëó÷åíà èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéäâèæåíèÿ ñæèìàåìîãî ãàçà â ïîëå ñèëû òÿæåñòè âïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû íàä ïðîèçâîëüíîé íåîä�íîðîäíîé ãðàíèöåé. Â ðàçä. 3 ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè�÷åñêèå ïðîñòûå âîëíû íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè èñ�õîäíîé ñèñòåìû. Îïðåäåëåíû îáîáùåííûå ïðîñòûåâîëíû è íàéäåíû âñå íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ ñèñòå�ìû äëÿ ñëó÷àÿ ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè â âèäåñêëîíà. Â ðàçä. 4 ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ �àíêè�íà � �þãîíèî íà ðàçðûâå è íàéäåíû ðàçðûâíûå ðå�øåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â âèäå óäàðíûõ âîëí. Âðàçä. 5 ñ�îðìóëèðîâàíà è ðåøåíà çàäà÷à �èìàíà. ÂÇàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáî�òû.780



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà : : :2. ÑÈÑÒÅÌÀ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÑÆÈÌÀÅÌÎ�ÎÒßÆÅËÎ�Î �ÀÇÀ Â Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÈÌÅËÊÎÉ ÂÎÄÛ ÍÀÄ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ��ÀÍÈÖÅÉÂ äàííîì ðàçäåëå âûâåäåíà ñèñòåìà óðàâíåíèéäâèæåíèÿ ñæèìàåìîãî ãàçà â ïðèáëèæåíèè ìåëêîéâîäû â ïîëå ñèëû òÿæåñòè íàä íåîäíîðîäíîé ãðà�íèöåé. Ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëíûõ óðàâíåíèéäâèæåíèÿ Ýéëåðà ñæèìàåìîãî èäåàëüíîãî ãàçà â ïî�ëå ñèëû òÿæåñòè ñî ñâîáîäíîé âåðõíåé ãðàíèöåé âãèäðîñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïóòåì óñðåäíåíèÿïî âûñîòå ñëîÿ ãàçà. Èíòåãðàëàìè ïî âûñîòå ñëîÿîò ïðîèçâåäåíèé �ëóêòóàöèè ïëîòíîñòè è �ëóêòóà�öèè ñêîðîñòè ïðåíåáðåãàåòñÿ. Â òàêîì ïðèáëèæåíèè�èëüòðóþòñÿ çâóêîâûå âîëíû, ó÷èòûâàåòñÿ çàâèñè�ìîñòü äàâëåíèÿ îò ïëîòíîñòè (ñòàòè÷åñêàÿ ñæèìàå�ìîñòü) [2; 3℄. Ïðåäëîæåííàÿ ñèñòåìà âûãîäíî îòëè�÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû äëÿíåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíè�ÿõ ìåëêîé âîäû âûñîòà è ñêîðîñòü ñòîëáà æèäêîñòèïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò åãî âçàèìîäåéñòâèå ñ îñòàëü�íûì îáúåìîì æèäêîñòè. Â óðàâíåíèÿõ äëÿ ñæèìàå�ìîé ìåëêîé âîäû ýòî âçàèìîäåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿíå òîëüêî âûñîòîé è ñêîðîñòüþ, íî è ñðåäíåé ïëîò�íîñòüþ ñòîëáà æèäêîñòè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ó÷åò ãî�ðèçîíòàëüíîãî èìïóëüñà â óðàâíåíèÿõ ïðîèñõîäèòáîëåå òî÷íî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì ïðå�èìóùåñòâîì ïðè ïðèìåíåíèè ýòèõ óðàâíåíèé ê àò�ìîñ�åðíûì, îêåàíè÷åñêèì è àñòðî�èçè÷åñêèì ÿâëå�íèÿì.Çàìåòèì, ÷òî â êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ äëÿíåñæèìàåìîé ìåëêîé âîäû ðåçóëüòèðóþùèìè ïåðå�ìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âûñîòà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èóñðåäíåííîå ïî ãëóáèíå ïîëå ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðî�ñòè. Óðàâíåíèå äëÿ âûñîòû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèâ êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì ñî�õðàíåíèÿ ìàññû. Â íàøåì æå ñëó÷àå, ïðè íàëè÷èèý��åêòîâ êðóïíîìàñøòàáíîé ñæèìàåìîñòè, çàêîíñîõðàíåíèÿ ìàññû �îðìóëèðóåòñÿ äëÿ ïåðåìåííîé,íåòðèâèàëüíî çàâèñÿùåé îò �îðìû ïîäñòèëàþùåéïîâåðõíîñòè, õàðàêòåðíîãî âåðòèêàëüíîãî ìàñøòà�áà òå÷åíèÿ è ìàñøòàáà âûñîò, íà êîòîðîì âàðèàöèÿïëîòíîñòè ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé. Êàê ñëåäñòâèåïåðå÷èñëåííûå �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿè �îðìà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè ìîäè�èöèðó�þò çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Òàêèì îáðàçîì, ó÷åòíåðîâíîé ãðàíèöû ñóùåñòâåííî èçìåíÿåò íåëèíåé�íóþ äèíàìèêó ñæèìàåìûõ òå÷åíèé ìåëêîé âîäû èíå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèé íà ðîâ�íîé ãðàíèöå. Ïîýòîìó íèæå ìû ïðèâîäèì ïîäðîá�íûé âûâîä óðàâíåíèé äëÿ ñæèìàåìîé ìåëêîé âîäûíàä ïðîèçâîëüíîé ãðàíèöåé.

2.1. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé�àññìîòðèì ñëîé ãàçà ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíî�ñòüþ íàä íåîäíîðîäíîé ãðàíèöåé. Âûáåðåì ñèñòåìóêîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü z áûëà íàïðàâ�ëåíà âäîëü âåêòîðà ñèëû òÿæåñòè â ïðîòèâîïîëîæ�íîì íàïðàâëåíèè, îñü x ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè z. Âû�ñîòó ñëîÿ ãàçà, îòñ÷èòûâàåìóþ îò óðîâíÿ z = 0, îáî�çíà÷èì z = h(x; t). Íèæíÿÿ ãðàíèöà çàäàíà �óíê�öèåé z = fs(x) (ðèñ. 1). Òîãäà àäèàáàòè÷åñêîå òå÷å�íèå ïîëèòðîïíîãî èäåàëüíîãî ñæèìàåìîãî ãàçà áó�äåò îïèñûâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:�u�t + u�u�x + w�u�z = �1� �p�x;�w�t + u�w�x + w�w�z = �1� �p�x � g;���t + �(�u)�x + �(�w)�z = 0;dU = �pd�1�� ;p = �RT;U = vT;
(2.1)

ãäå t � âðåìÿ, (u;w) � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðî�ñòè òå÷åíèÿ, p � äàâëåíèå ãàçà, � � ïëîòíîñòü ãàçà,T � òåìïåðàòóðà ãàçà, U � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ãàçà,R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, v � òåïëî�åìêîñòü ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, g � óñêîðåíèåñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ïàðàìåòðû R è v ñ÷èòàåì ïî�ñòîÿííûìè.Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.1) � ýòî óðàâ�íåíèÿ äâèæåíèÿ Ýéëåðà ñæèìàåìîãî èäåàëüíîãî ãà�çà â ïðîåêöèÿõ ñîîòâåòñòâåííî íà îñè xz; òðåòüå �óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû; ÷åòâåðòîå � óðàâíå�
z g

fs(x)

h(x, t)

x�èñ. 1. Ñëîé ãàçà â ïîëå ñèëû òÿæåñòè ñî ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòüþ z = h(x; t) íàä íåîäíîðîäíîé ãðàíè-öåé z = fs(x)781



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, À. Â. ×åðíÿê ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013íèå ñîõðàíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà ïðè îáðàòè�ìûõ àäèàáàòè÷åñêèõ ïðîöåññàõ; ïÿòîå � óðàâíåíèåÊëàïåéðîíà ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà; øåñòîå �óðàâíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè èäåàëüíîãî ïîëèò�ðîïíîãî ãàçà.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðà�çîì: wjz=h = �h�t + ujz=h �h�x;wjz=fs = ujz=fs dfsdx ;pjz=h = pa = onst;T jz=h = Th = onst: (2.2)Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.2) ÿâëÿþòñÿóñëîâèÿìè íåïðîòåêàíèÿ ãàçà ñîîòâåòñòâåííî íà ñâî�áîäíîé ãðàíèöå z = h è ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòèz = fs è îáîçíà÷àþò îáðàùåíèå â íóëü íîðìàëüíîé êïîâåðõíîñòÿì ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ãàçà. Ïîñëåä�íèå äâà óðàâíåíèÿ çàäàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ äàâ�ëåíèÿ è òåìïåðàòóðû ãàçà íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíî�ñòè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè õî�òÿ áû îäèí èç ïàðàìåòðîâ ãàçà p, �, T ïîñòîÿíåí, òîè îñòàëüíûå äâà íåîáõîäèìî ïîñòîÿííû âñëåäñòâèåàäèàáàòè÷íîñòè ïðîöåññîâ è óðàâíåíèÿ Êëàïåéðîíà.Çíàÿ çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû íà ñâîáîä�íîé ïîâåðõíîñòè, ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ Êëàïåéðî�íà ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ãàçà �jz=h íàñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè:�h � �jz=h = paRTh = onst: (2:3)Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé è ãðà�íè÷íûå óñëîâèÿ, îïèñûâàþùèå àäèàáàòè÷åñêîå òå÷å�íèå ñëîÿ ñæèìàåìîãî èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãà�çà â ïîëå ñèëû òÿæåñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþz = h(x; t) íàä íåîäíîðîäíîé ãðàíèöåé z = fs(x) ñî�ñòîÿò èç ñèñòåìû (2.1) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.2).2.2. Ïðèáëèæåíèå ìåëêîé âîäûÎñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå òåîðèè ìåëêîé âîäûñîñòîèò â òîì, ÷òî îòíîøåíèå õàðàêòåðíîãî âåðòè�êàëüíîãî ìàñøòàáà h0 òå÷åíèÿ ê ãîðèçîíòàëüíîìóìàñøòàáó L ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì (äîñòàòî÷íî, ÷òîáûh0=L � 0:05 [7℄). Â òàêîì ñëó÷àå òå÷åíèå ìîæíî ñ÷è�òàòü ãèäðîñòàòè÷åñêèì è óðàâíåíèå Ýéëåðà â ïðîåê�öèè íà îñü z çàïèøåòñÿ â âèäå�p�z = ��g (2:4)ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà O(h0=L),h0=L! 0.

Ñèñòåìà (2.1) â ãèäðîñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè(2.4) èìååò âèä�u�t + u�u�x + w�u�z = �1� �p�x;�p�z = ��g;���t + �(�u)�x + �(�w)�z = 0;dU = �pd�1�� ;p = �RT;U = vT:
(2.5)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðèáëèæåíèå ìåëêîéâîäû äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èäåàëüíîãîñæèìàåìîãî ãàçà íàä íåîäíîðîäíîé ãðàíèöåé, ïðîâå�äåì óñðåäíåíèå óðàâíåíèé (2.5) ïî âûñîòå ñëîÿ ãàçàñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.2). �àçäåëèì ñèñòå�ìó (2.5) íà äâå ïîäñèñòåìû:�u�t + u�u�x + w�u�z = �1� �p�x;���t + �(�u)�x + �(�w)�z = 0; (2.6)è �p�z = ��g;dU = �pd�1�� ;p = �RT;U = vT: (2.7)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.7) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé èïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü p, �, U , T . Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëàâûðàçèì èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.7)òåìïåðàòóðó T è âíóòðåííþþ ýíåðãèþ U ãàçà:T = 1R p�; U = vR p�: (2:8)Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (2.8) â òðåòüå óðàâíåíèå ñè�ñòåìû (2.7): vR d�p��+ pd�1�� = 0: (2:9)Çàïèøåì (2.9) â âèäåd�ln� p��� = 0:�åøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àäèàáàòà Ïóàñ�ñîíà: p� = pa�h = onst; (2:10)782



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà : : :ãäå  = onst � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû. Ñèñòåìà óðàâ�íåíèé (2.7), òàêèì îáðàçîì, ñâåëàñü ê äâóì óðàâíå�íèÿì: �p�z = ��g;p� = pa�h : (2.11)Íàéäåì èç óðàâíåíèé (2.11) âåëè÷èíû p è �. Äëÿýòîãî âûðàçèì � ÷åðåç p èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå�ìû, ïîäñòàâèì â ïåðâîå óðàâíåíèå è ïðîèíòåãðèðóåìðåçóëüòàò ïî âûñîòå ãàçà îò z äî h(x; t), èñïîëüçóÿãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.2):p(x; z; t) = pa �1 + h(x; t) � zH� �=(�1) ;�(x; z; t) = �h �1 + h(x; t)� zH� �1=(�1) ; (2.12)ãäå H� = pThg = onst; (2:13)p = onst � òåïëîåìêîñòü ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì äàâ�ëåíèè. Âåëè÷èíà H� íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðíîé ïëîò�íîñòíîé âûñîòîé è ïîêàçûâàåò ìàñøòàá âûñîò, íàêîòîðîì âàðèàöèÿ ïëîòíîñòè ïî âûñîòå ñòàíîâèòñÿñóùåñòâåííîé [4℄.Íàêîíåö, ïðîâåäåì óñðåäíåíèå óðàâíåíèé (2.6)ïî âûñîòå ãàçà îò z = fs(x) äî z = h(x; t), èñïîëü�çóÿ ñèñòåìó (2.12) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.2). Ïåðå�ïèøåì óðàâíåíèÿ (2.6) â äèâåðãåíòíîì âèäå:���t + ��u�x + ��w�z = 0;�(�u)�t + �(�u2)�x + �(�uw)�z + �p�x = 0: (2.14)Ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.14) ïîâûñîòå ãàçà:h(x;t)Zfs(x) ����t + ��u�x + ��w�z � dz = 0: (2:15)Èñïîëüçóåì �îðìóëó Ëåéáíèöà, ÷òîáû âûíåñòèäè��åðåíöèðîâàíèå çà ïðåäåëû èíòåãðàëà:��x h(x;t)Zfs(x) �(x; z; t) dz == hZfs ���x dz + �jz=h �h�x � �jz=fs dfsdx : (2.16)

Ïðîèíòåãðèðóåì ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè (2.15):hZfs ���t dz = ��t hZfs � dz � �jz=h �h�t ;hZfs �(�u)�x dz = ��x �� hZfs (�u) dz � (�u)jz=h �h�x + (�u)jz=fs dfsdx ;hZfs �(�w)�z dz = �jz=h �h�t ++ (�u)jz=h �h�x � (�u)jz=fs dfsdx :Çäåñü áûëè èñïîëüçîâàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.2).Ñóììèðóÿ ðåçóëüòàò, ïîëó÷èì óñðåäíåííîå ïî âûñî�òå ãàçà óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ñ ó÷åòîì ãðàíè÷�íûõ óñëîâèé çàäà÷è â âèäå��t hZfs � dz + ��x hZfs (�u) dz = 0: (2:17)Ïðîèíòåãðèðóåì òåïåðü ïî ñëàãàåìûì âòîðîåóðàâíåíèå ñèñòåìû (2.14) ïî âûñîòå ãàçà îò z = fs(x)äî z = h(x; t), èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ëåéáíèöà (2.16)è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.2):hZfs �(�u)�t dz = ��t hZfs (�u) dz � (�u)jz=h �h�t ;hZfs �(�u2)�x dz = ��x hZfs (�u2) dz �� (�u2)jz=h �h�x + (�u2)jz=fs dfsdx ;hZfs �(�uw)�z dz = (�u)jz=h �h�t ++ (�u2)jz=h �h�x � (�u2)jz=fs dfsdx :
(2.18)

Òàêèì îáðàçîì, óñðåäíåííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãà�çà â ïðîåêöèè íà îñü x ïðèìåò âèä��t hZfs (�u) dz+ ��x hZfs (�u2) dz+ hZfs �p�x dz = 0: (2:19)783



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, À. Â. ×åðíÿê ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013Ââåäåì ñðåäíèå ïî âûñîòå ñëîÿ ïëîòíîñòü, äàâëå�íèå è ñêîðîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:� � 1h� fs hZfs � dz;p � 1h� fs hZfs p dz;u � 1h� fs hZfs u dz: (2.20)
Ïîäñòàâèì â ýòó ñèñòåìó âûðàæåíèÿ äëÿ �, p ÷åðåçh èç (2.12) è ïðîèíòåãðèðóåì ðåçóëüòàò:� = 1h� fs pag "�1 + h� fsH� �=(�1) � 1# ;p = pah� fs H� � 1 + 1 �� "�1 + h� fsH� �=(�1)+1 � 1# ;u � 1h� fs hZfs u dz:

(2.21)
Ïðåäñòàâèì âåëè÷èíû �, p, u ÷åðåç îòêëîíåíèÿ �0,p0, u0 îò ñâîèõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé:� = �+ �0; p = p+ p0; u = u+ u0:Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåí�ñòâà:hZfs �0dz = 0; hZfs p0dz = 0; hZfs u0dz = 0: (2:22)Âûðàçèì èíòåãðàëûhZfs (�u) dz; hZfs (�u2) dz; hZfs �p�x dz÷åðåç ñðåäíèå çíà÷åíèÿ �, p, u:hZfs (�u) dz = hZfs (�+ �0) (u+ u0) dz == hZfs (� u+ �u0 + �0u+ �0u0) dz:

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåãðàë ïî âûñîòå ãàçà îò ïðî�èçâåäåíèÿ îòêëîíåíèé ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè îò ñâî�èõ ñðåäíèõ âåëè÷èí ïðåíåáðåæèìî ìàë:hZfs (�0u0) dz = 0:Òîãäà ñ ó÷åòîì (2.22) ïîëó÷èìhZfs (�u) dz = (h� fs)� u: (2:23)Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì èíòåãðàëhZfs (�u2) dz = hZfs �� u2 + 2� uu0 + �u02 + �0u2 ++ 2�0uu0 + �0u02� dz:Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ñëåäóþùèé èíòåãðàë ïðå�íåáðåæèìî ìàë:hZfs ��u02 + 2u�0u0 + �0u02� dz = 0:Òîãäà ñ ó÷åòîì (2.22) ïîëó÷èìhZfs (�u2) dz = (h� fs)� u2: (2:24)Íàêîíåö,hZfs �p�x dz = ��x hZfs p dz � pa �h�x + pjz=fs dfsdx :Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå çíà÷åíèå p èç ñè�ñòåìû (2.21), ïîëó÷èìhZfs �p�x dz = pa "�1 + h� fsH� �=(�1) � 1# �h�x == �(h� fs)g �h�x : (2.25)Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (2.23)�(2.25) âóðàâíåíèÿ (2.17), (2.19) è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èìóñðåäíåííóþ ïî âûñîòå ãàçà ñèñòåìó óðàâíå�íèé (2.14):��t ((h� fs)�) + ��x ((h� fs)� u) = 0;��t ((h� fs)� u) + ��x �(h� fs)� u2�++ (h� fs)�g �h�x = 0: (2.26)784



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà : : :Ââåäåì îáîçíà÷åíèål � (h� fs)� == pag "�1 + h� fsH� �=(�1) � 1# : (2.27)Âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.26) ïåðâîåóðàâíåíèå, ïîìíîæåííîå íà u, è ðàçäåëèì ðåçóëüòàòíà l: �l�t + l �u�x + u �l�x = 0;�u�t + u�u�x + g �h�x = 0: (2.28)Âûðàçèì �h=�x ÷åðåç l è fs, èñïîëüçóÿ (2.21):�h�x = a2l �l�x + dfsdx ; (2:29)ãäå a2 = l�h �l gpa + 1��1= : (2:30)Ïîäñòàâèì (2.29) â ñèñòåìó (2.28) è îêîí÷àòåëüíîïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñæèìàåìîãî èäåàëü�íîãî ãàçà íà íåîäíîðîäíîé ãðàíèöå â ïðèáëèæåíèèìåëêîé âîäû:��t � lu�+0B� u lg a2l u 1CA ��x � lu� == 0B� 0�g dfsdx 1CA : (2.31)Ôóíêöèÿ l(x; t), îïðåäåëåííàÿ â (2.27), ÿâëÿåòñÿ ïðî�èçâåäåíèåì âûñîòû h� fs ñëîÿ ãàçà è ñðåäíåé ïëîò�íîñòè �. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî l ìîíîòîííî âîçðàñ�òàåò ïî h � fs è ÷òî ljh�fs=0=0. Îò ïðèáëèæåíèÿñæèìàåìîé ìåëêîé âîäû íàä ðîâíîé ïîäñòèëàþùåéïîâåðõíîñòüþ äàííîå ïðèáëèæåíèå îòëè÷àåòñÿ íàëè�÷èåì íåîäíîðîäíîñòè�gdfs=dx â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòå�ìû (2.31).Çàïèøåì ñèñòåìó (2.31) â áåçðàçìåðíîì âèäå:��t � lu�+0B� u la2l u 1CA ��x � lu� == 0B� 0�dfsdx 1CA ; (2.32)

ãäå l � 1AB h(1 + (h� fs)B)A � 1i ;a(l) �ql(1 + lAB)(1�A)=A; (2:33)A =  � 1 ; B = h0H� ;à çà õàðàêòåðíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è ïðèíÿòû õàðàê�òåðíàÿ âûñîòà ñëîÿ h0, õàðàêòåðíîå âðåìÿ ph0=g,õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü pgh0, õàðàêòåðíàÿ ïëîòíîñòü�h, îïðåäåëåííàÿ â (2.3). Çäåñü è äàëåå âñå ïåðåìåí�íûå ïðåäïîëàãàþòñÿ áåçðàçìåðíûìè, à çíàê ñðåäíå�ãî íàä íèìè íå óêàçûâàåòñÿ.Âåëè÷èíà H� îïðåäåëÿåòñÿ â (2.13) è õàðàêòåðè�çóåò ìàñøòàá âûñîòû, íà êîòîðîì ñòàíîâÿòñÿ ñóùå�ñòâåííûìè èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè. Åñëè õàðàêòåðíàÿâûñîòà h0 ñëîÿ ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîé âûñîòûH�, òî B = h0=H� ! 0 è äàííîå òå÷åíèå ìîæíîñ÷èòàòü íåñæèìàåìûì [4℄. Ïðè ýòîì ñèñòåìà óðàâíå�íèé ìåëêîé âîäû äëÿ ñæèìàåìîãî ãàçà (2.32) ïîëíî�ñòüþ ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìåëêîéâîäû äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íàä íåîäíîðîä�íîé ãðàíèöåé [31; 33℄. Â ñëó÷àå ïëîñêîé ãðàíèöû, êî�ãäà fs(x) = onst, ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåëêîé âîäûäëÿ ñæèìàåìîãî ãàçà (2.32) ïîëíîñòüþ ïåðåõîäèò âèññëåäîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ñæèìàåìîéìåëêîé âîäû íàä ðîâíîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíî�ñòüþ [34℄. Çàìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå óðàâ�íåíèé (2.32) âëèÿíèå �îðìû ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõ�íîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ êàê â êîý��èöèåíòàõ ïîëó÷åí�íûõ óðàâíåíèé, òàê è â âèäå âíåøíåé ñèëû â ïðàâîé÷àñòè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Ýòèì íåëèíåé�íàÿ äèíàìèêà ñæèìàåìûõ òå÷åíèé íà íåðîâíîé ãðà�íèöå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íåñæèìàåìîãî ñëó�÷àÿ, â ïîñëåäíåì âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè ãðàíèöûïðèñóòñòâóåò òîëüêî â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñàâ âèäå âíåøíåé ñèëû. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.32), çà�ïèñàííàÿ â ïåðåìåííûõ (u; l), îïèñûâàåò ñæèìàåìûåòå÷åíèÿ òÿæåëîãî ãàçà â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäûâ �èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (u; h) ñîãëàñíî ñîîòíîøå�íèÿì (2.33), êîòîðûå ÿâíûì îáðàçîì ñâÿçûâàþò âû�ñîòó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è ñêîðîñòü ñëàáûõ âîç�ìóùåíèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñ ðåøåíèåì ñèñòå�ìû (2.32).Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à èññëåäîâà�íèÿ òå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõ�íîñòüþ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè â ïðèáëèæåíèè ìåë�êîé âîäû ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó êâàçèëèíåéíîé ñèñòå�ìû óðàâíåíèé (2.32), ðåøåíèÿ êîòîðîé îäíîçíà÷íîîïèñûâàþò âûñîòó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Äàëåå âðàáîòå ìû èñïîëüçóåì õîðîøî ðàçâèòûé ìàòåìàòè�÷åñêèé àïïàðàò ãèïåðáîëè÷åñêèõ êâàçèëèíåéíûõ ñè�12 ÆÝÒÔ, âûï. 4 785



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, À. Â. ×åðíÿê ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013ñòåì óðàâíåíèé [35℄ äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿâíûõ ñîîòíî�øåíèé, îïèñûâàþùèõ âûñîòó ñâîáîäíîé ïîâåðõíî�ñòè è ñêîðîñòè ïîòîêà òå÷åíèé ìåëêîé âîäû ñ ó÷åòîìêðóïíîìàñøòàáíîé ñæèìàåìîñòè. Â ñëåäóþùåì ðàç�äåëå íàéäåíû íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.32)â âèäå ðàâíîóñêîðåííîãî òå÷åíèÿ è îáîáùåííûõ ïðî�ñòûõ âîëí.
3. ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÅ �ÅØÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ ÒßÆÅËÎ�ÎÑÆÈÌÀÅÌÎ�Î �ÀÇÀ Â Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÈÌÅËÊÎÉ ÂÎÄÛ ÍÀÄ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ��ÀÍÈÖÅÉÍåëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.32) â îáîçíà÷å�íèÿõ (u; l) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìîé óðàâ�íåíèé, â êîòîðîé êâàäðàò ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíå�íèÿ ñëàáûõ âîçìóùåíèé, a2 (2.30), íåëèíåéíî çà�âèñèò îò ïåðåìåííîé l, â òî âðåìÿ êàê â òåîðèèíåñæèìàåìîé ìåëêîé âîäû ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíå�íèÿ ñëàáûõ âîçìóùåíèé ïðîïîðöèîíàëüíà âûñîòåñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿíà �îðìàëüíîå ñõîäñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ âîëí, ïðî�ñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèíàìèêà òå÷åíèé ñæèìàå�ìîé ìåëêîé âîäû íà íåðîâíîé ãðàíèöå îòëè÷àåòñÿñóùåñòâåííûì îáðàçîì îò ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññè�÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû. Ïîýòîìó ïðèâåäåí�íûé íèæå àíàëèç ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðû óðàâ�íåíèé (2.32) ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòå�ðåñ, åñëè ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ÿâíóþ íåëèíåé�íîñòü çàâèñèìîñòè êâàäðàòà ñêîðîñòè ðàñïðîñòðà�íåíèÿ ñëàáûõ âîçìóùåíèé (2.30). Â ýòîì ðàçäåëåíàéäåíû ÷àñòíûå íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû(2.32) â âèäå ïðîñòûõ âîëí. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó�÷àå ïðîèçâîëüíîé íåîäíîðîäíîé ïîäñòèëàþùåé ïî�âåðõíîñòè êëàññè÷åñêèå ïðîñòûå âîëíû �èìàíà íåÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé ñæèìàåìîé ìåëêîéâîäû èç-çà ïðèñóòñòâèÿ èñòî÷íèêîâîãî ñëàãàåìîãî�dfs=dx â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (2.32). Ýòî ïðè�âîäèò ê òîìó, ÷òî ïåðåìåííûå �èìàíà íå ñîõðàíÿ�þò ñâîèõ çíà÷åíèé âäîëü õàðàêòåðèñòèê â îòëè÷èåîò ñëó÷àÿ ñ ðîâíîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòüþ èêëàññè÷åñêèå ïðîñòûå âîëíû íå ðåàëèçóþòñÿ. Ââåäå�íû îáîáùåííûå ïðîñòûå âîëíû [31℄ è ïîêàçàíî, ÷òîîíè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî äëÿ êëàññà ïîäñòè�ëàþùèõ ïîâåðõíîñòåé â âèäå íàêëîííîé ïëîñêîñòèfs = kx+ , ãäå k;  = onst. Äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ïîëó�÷åíû îáîáùåííûå öåíòðèðîâàííûå ïðîñòûå âîëíû.

3.1. Îáîáùåííûå ïðîñòûå âîëíûÇàïèøåì ñèñòåìó (2.32) â ïåðåìåííûõ �èìàíà.Íàéäåì ëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �1;2 è ñîáñòâåí�íûå âåêòîðû e1;2 ìàòðèöû  u la2=l u !:�1;2 = u� a;e1;2 = ��al ; 1� : (3.1)Óìíîæèì ñëåâà ñèñòåìó (2.32) íà ñîáñòâåííûå âåê�òîðû e1;2:�u�t+(u+a)�u�x+al ��l�t+(u+a) �l�x� = �dfsdx ;�u�t+(u�a)�u�x�al ��l�t+(u�a) �l�x� = �dfsdx : (3.2)×òîáû ïðèâåñòè ëåâóþ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé(3.2) ê äè��åðåíöèàëüíîìó âèäó, âíåñåì a=l ïîäçíàê äè��åðåíöèàëà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì �óíêöèþ (l) � Z al dl; (3:3)êîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî l, è  (0) = 0. Èçâûðàæåíèÿ d =dl = a=l ñëåäóåò, ÷òî� �t = al �l�t ; � �x = al �l�x ;è ñèñòåìà (3.2) ïðèìåò âèä�u�t+(u+a)�u�x+�� �t +(u+a)� �x� = �dfsdx ;�u�t+(u�a)�u�x��� �t +(u�a)� �x� = �dfsdx : (3.4)Çàïèøåì ñèñòåìó (3.4) ÷åðåç ïðîèçâîäíûå âäîëüõàðàêòåðèñòèê:du+ d = �dfsdx dt; dxdt = u+ a;du� d = �dfsdx dt; dxdt = u� a: (3.5)Ââåäåì ïåðåìåííûå �èìàíàr = u+  ; s = u�  : (3:6)Îêîí÷àòåëüíî ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû(2.32) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:drdt = �dfsdx ; dxdt = u+ a;dsdt = �dfsdx ; dxdt = u� a: (3.7)786



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà : : :Ïðîñòîé âîëíîé â ãàçîâîé äèíàìèêå íàçûâàåòñÿòàêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.7), ïðè êîòîðîì îäíà èçïåðåìåííûõ �èìàíà ïîñòîÿííà âî âñåé îáëàñòè òå�÷åíèÿ [35℄. Âèäíî, ÷òî òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííàÿïðîñòàÿ âîëíà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî â ñëó÷àåðîâíîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè fs = onst. Òåìíå ìåíåå äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ãðàíèöû âîçìîæ�íî ââåñòè îáîáùåííûå ïðîñòûå âîëíû êàê òàêèå ðå�øåíèÿ ñèñòåìû (3.7), ïðè êîòîðûõ îäíî èç óðàâíå�íèé ñèñòåìû òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåòñÿ âî âñåéîáëàñòè òå÷åíèÿ, à íå òîëüêî âäîëü ñîîòâåòñòâóþ�ùåé õàðàêòåðèñòèêè dx=dt = u � a [31℄. Íåòðóä�íî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ïîäñòèëàþ�ùåé ïîâåðõíîñòè ïîíÿòèå îáîáùåííîé ïðîñòîé âîë�íû ñîâïàäåò ñ êëàññè÷åñêèì ïîíÿòèåì ïðîñòîé âîë�íû.Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ ñèñòåìû (3.7)ñóùåñòâóþò îáîáùåííûå ïðîñòûå âîëíû. �àññìîò�ðèì ñëó÷àé, êîãäà âòîðîå óðàâíåíèå (3.7) âûïîëíÿ�åòñÿ òîæäåñòâåííî âî âñåé íåïðåðûâíîé îáëàñòè òå�÷åíèÿ: dsdt = �dfsdx : (3:8)Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè �s=�x = 0, îòêóäà ñëåäó�åò ëèíåéíîñòü ïðî�èëÿ íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè:fs(x) = kx+ fs(0); (3:9)ãäå k = onst � óãëîâîé êîý��èöèåíò íàêëîíà ïîä�ñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿñèñòåìû (3.7) â âèäå îáîáùåííûõ ïðîñòûõ âîëí ñó�ùåñòâóþò òîëüêî äëÿ êëàññà çàäà÷ ñ ëèíåéíûì ïðî��èëåì ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè (3.9). Ïîýòîìóâñþäó íèæå ìû îãðàíè÷èì ñâîå ðàññìîòðåíèå ðàâíî�óñêîðåííûìè òå÷åíèÿìè. Âåçäå äàëåå ïîä ïðîñòûìèâîëíàìè áóäåì ïîíèìàòü îáîáùåííûå ïðîñòûå âîë�íû. Â ñëó÷àå íàêëîííîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòèñèñòåìà (2.32) ïðèìåò âèä��t  lu !+0B� u la2l u 1CA ��x  lu ! ==  0�k ! (3.10)èëè â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì âèäådr = �k dt; dxdt = u+ a(l);ds = �k dt; dxdt = u� a(l); (3.11)r = u+  (l); s = u�  (l): (3:12)

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.11) ñ òî÷íî�ñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ïîëó÷åííîé âðàáîòå [31℄. Îäíàêî ýòà ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíó�òîé äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé òÿæåëîãî ãàçà ñî ñâîáîä�íîé ãðàíèöåé. Â íåé ïðèñóòñòâóåò îòëè÷íàÿ îò ïîëó�÷åííîé â [31℄ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëàáûõ âîç�ìóùåíèé, îïèñûâàåìàÿ âûðàæåíèåì (2.33). Ñëåäóåòïîìíèòü òàêæå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïåðåìåí�íóþ l  âûñîòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè h (2.33). Ïî�ýòîìó ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.11) îïèñûâàåò íåëèíåé�íóþ äèíàìèêó, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùóþñÿ îò òå÷å�íèé êëàññè÷åñêîé ìåëêîé âîäû íà íàêëîííîé ïëîñ�êîñòè.Âûïèøåì ðåøåíèå ñèñòåìû (3.11) â âèäå ïðîñòîér-âîëíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòå�ìû (3.11) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî âî âñåé íåïðå�ðûâíîé îáëàñòè òå÷åíèÿ:dr = �k dt; dxdt = u+ a(l);ds = �k dt: (3.13)Ïðîèíòåãðèðóåì îáà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.13) ïîâðåìåíè t è ïîëó÷èìr (x(t); t) = �kt+r (x(0); 0) ; dxdt = u+a(l);s(t) = �kt+ s0; s0 = s(0): (3.14)Âûðàçèì èç (3.12) âåëè÷èíû u è  :u = r + s2 ;  = r � s2 : (3:15)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ r, s èç (3.14) â (3.15), ïî�ëó÷èì u = �kt+ r (x(0); 0) + s02 ; = r (x(0); 0)� s02 ;dxdt = u+ a(l): (3.16)Ìû âèäèì, ÷òî ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ  (l) ïîñòî�ÿííà âäîëü õàðàêòåðèñòèêè dx=dt = u+a(l), ïîýòîìóâåëè÷èíû l è a(l) òàêæå íå ìåíÿþò ñâîåãî çíà÷åíèÿâäîëü äàííîé õàðàêòåðèñòèêè, ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòèòðàåêòîðèþ x(t). Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó l, õàðàêòåð�íóþ äëÿ äàííîé õàðàêòåðèñòèêè, êàê lx. Òîãäà ðå�øåíèå â âèäå ïðîñòîé r-âîëíû èìååò âèär (x(t); t) = �kt+ r (x(0); 0) ;s(t) = �kt+ s0; s0 = s(0);x(t) = �k2 t2+r (x(0); 0)+s0+2a(lx)2 t+x(0): (3.17)787 12*



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, À. Â. ×åðíÿê ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013Õàðàêòåðèñòèêè x(t) îáîáùåííîé ïðîñòîé âîëíûÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëàìè â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñ ðîâ�íîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòüþ, êîãäà õàðàêòåðè�ñòèêè ïðÿìûå. Åñëè �r=�x > 0 â íåêîòîðîé îáëàñòè(x; t) ïðîñòîé r-âîëíû, òî � =�x > 0, ïîòîìó ÷òî� =�x = �r=�x èç óðàâíåíèé (3.15), (3.17). Èç îïðå�äåëåíèÿ  (l) â (3.3) ïîëó÷àåì� �x = � �l �l�x = al �l�x :Çíà÷èò, �l=�x > 0, ïîñêîëüêó a=l > 0. Îêîí÷àòåëü�íî, åñëè �r=�x > 0, òî âûñîòà ãàçà âäîëü ïðîñòîé âîë�íû óâåëè÷èâàåòñÿ è ìû ïîëó÷àåì ïðîñòóþ r-âîëíóóïëîòíåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó�÷àå �r=�x < 0 ìû ïîëó÷èì ïðîñòóþ r-âîëíó ðàçðå�æåíèÿ, êîãäà âûñîòà ãàçà óìåíüøàåòñÿ âäîëü âîëíû.Åñëè �r=�x = 0, òî âûñîòà l ãàçà ïîñòîÿííà è íå çà�âèñèò îò x.Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî ïîëó�÷èòü ðåøåíèå â âèäå ïðîñòîé s-âîëíû, êîãäà ïåðâîåóðàâíåíèå ñèñòåìû (3.11) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåí�íî âî âñåé íåïðåðûâíîé îáëàñòè òå÷åíèÿ ãàçà:r (t) = �kt+ r0; r0 = r(0);s (x(t); t) = �kt+ s (x(0); 0) ;x(t) = �k2 t2+r0+s (x(0); 0)�2a(lx)2 t+x(0); (3.18)ãäå âåëè÷èíà lx ïîñòîÿííà âäîëü êàæäîé õàðàêòå�ðèñòèêè. Â ýòîì ñëó÷àå � =�x = ��s=�x, è ïðè�s=�x > 0 ïîëó÷èì ïðîñòóþ s-âîëíó ðàçðåæåíèÿ,âûñîòà ãàçà óìåíüøàåòñÿ âäîëü âîëíû. Ïðè �s=�x << 0 ïîëó÷èì ïðîñòóþ s-âîëíó óïëîòíåíèÿ, âûñîòàãàçà óâåëè÷èâàåòñÿ âäîëü âîëíû. Ïðè �s=�x = 0 âû�ñîòà l ãàçà íå çàâèñèò îò x.3.2. Öåíòðèðîâàííûå îáîáùåííûå ïðîñòûåâîëíûÖåíòðèðîâàííûìè îáîáùåííûìè ïðîñòûìè âîë�íàìè, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, áóäåì íàçûâàòüîáîáùåííûå ïðîñòûå âîëíû, âñå õàðàêòåðèñòèêè êî�òîðûõ âûõîäÿò èç îäíîé òî÷êè [36℄. Öåíòðèðîâàííàÿïðîñòàÿ r-âîëíà, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (x; t) = (0; 0),çàäàåòñÿ, ñîãëàñíî (3.17), ñèñòåìîér (x(t); t) = �kt+ r(0; 0);x(t) = �k2 t2 + r(0; 0) + s0 + 2a(lx)2 t;s(t) = �kt+ s0; s0 = s(0): (3.19)Ïóñòü â òî÷êå (x; t) = (0; 0) çíà÷åíèå r ìåíÿåòñÿ îòr1 äî r2. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (3.19) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ïðîñòóþ âîëíó, îãðàíè÷åííóþ ïàðàáîëè÷åñêè�ìè õàðàêòåðèñòèêàìèx1;2(t) = �k2 t2 + r1;2 + s0 + 2a(l1;2)2 t:Àíàëîãè÷íî, öåíòðèðîâàííàÿ ïðîñòàÿ s-âîëíà,âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (x; t) = (0; 0), çàäàåòñÿ ñèñòå�ìîé r(t) = �kt+ r0; r0 = r(0);s (x(t); t) = �kt+ s(0; 0);x(t) = �k2 t2 + r0 + s(0; 0)� 2a(lx)2 t: (3.20)Ïóñòü â òî÷êå (x; t) = (0; 0) âåëè÷èíà s ìåíÿåòñÿ îòs1 äî s2. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (3.19) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ïðîñòóþ âîëíó, îãðàíè÷åííóþ ïàðàáîëè÷åñêè�ìè õàðàêòåðèñòèêàìèx1;2(t) = �k2 t2 + r0 + s1;2 � 2a(l1;2)2 t:3.3. �àâíîóñêîðåííîå òå÷åíèåÂ ñëó÷àå ëèíåéíîãî ïðî�èëÿ ïîäñòèëàþùåé ïî�âåðõíîñòè ñàìûì ïðîñòûì ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòå�ìû (3.10) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîóñêîðåííîå òå÷åíèå. Ïóñòüâ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè u(x; 0) = u0 = onst,l(x; 0) = l0 = onst. Òîãäà ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.10)ÿâëÿåòñÿ ðàâíîóñêîðåííîå òå÷åíèå ñ ïîñòîÿííîé ãëó�áèíîé: l = l0 = onst;u(t) = �kt+ u0: (3.21)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ÷àñòíûå ðåøåíèÿñèñòåìû óðàâíåíèé (3.10), êîòîðûå ñîâìåñòíî ñ ñî�îòíîøåíèÿìè (2.33) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò âûñîòóñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è ñêîðîñòü ïîòîêà äëÿ ñæè�ìàåìîãî ãàçà íàä íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ. Êàê áûëîïîêàçàíî, íàêëîííàÿ ïëîñêîñòü � åäèíñòâåííî âîç�ìîæíàÿ �îðìà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè, äîïóñêà�þùàÿ ðåøåíèÿ òèïà ïðîñòûõ âîëí. Íèæå ïåðåéäåìê íàõîæäåíèþ óñëîâèé íà ðàçðûâàõ è îïðåäåëåíèþóäàðíûõ âîëí â òå÷åíèÿõ, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿ�ìè ìåëêîé âîäû äëÿ ñæèìàåìîãî ãàçà íàä íåîäíî�ðîäíîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòüþ.4. �ÀÇ�ÛÂÍÛÅ �ÅØÅÍÈß Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÑÆÈÌÀÅÌÎ�Î �ÀÇÀ Â Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÈÌÅËÊÎÉ ÂÎÄÛ ÍÀÄ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÞÂ äàííîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ �àí�êèíà ��þãîíèî íà ðàçðûâå äëÿ óðàâíåíèé ñæèìàå�ìîé ìåëêîé âîäû íàä íåîäíîðîäíîé ïîâåðõíîñòüþ.788



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà : : :Âûâîä ñîîòíîøåíèé �àíêèíà ��þãîíèî ñóùåñòâåí�íî çàâèñèò îò âûðàæåíèÿ äëÿ êâàäðàòà ñêîðîñòèðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëàáûõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå â íà�øåì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî äëÿ ñëó÷àÿíåñæèìàåìîé ìåëêîé âîäû, ïîýòîìó íèæå ïðèâîäèò�ñÿ èõ ïîäðîáíûé âûâîä. Ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åíû èí�òåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé (2.32) ïî îáëàñòè (x; t),ñîäåðæàùåé ëèíèþ ðàçðûâà. Ñîîòíîøåíèÿ �àíêè�íà � �þãîíèî âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîä�ñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè. Íàéäåíû óðàâíåíèÿ, îïè�ñûâàþùèå äâèæåíèå óäàðíûõ âîëí. Ïîêàçàíî, ÷òîóäàðíàÿ âîëíà ðàçäåëÿåò îáëàñòü òå÷åíèÿ íà äâàðàâíîóñêîðåííûõ òå÷åíèÿ (3.21).4.1. Ñîîòíîøåíèÿ �àíêèíà � �þãîíèî íàðàçðûâå íàä íåîäíîðîäíîé ïîâåðõíîñòüþ×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðà�ìè ãàçà ïî îáå ñòîðîíû îò ðàçðûâà, ïðåäñòàâèì èñ�õîäíóþ ñèñòåìó (2.32) â äèâåðãåíòíîì âèäå. Äëÿ ýòî�ãî óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.32) íà u èïðèáàâèì êî âòîðîìó, óìíîæåííîìó íà l:�l�t + �(lu)�x = 0;�(lu)�t + �(lu2)�x + a2 �l�x = �l dfsdx : (4.1)Ââåäåì ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ �óíêöèþ '(l):' = Z a2dl: (4:2)Òîãäà �'�x = d'dl �l�x = a2 �l�xè ñèñòåìà (4.1) ïðèìåò âèä�l�t + �(lu)�x = 0;�(lu)�t + �(lu2 + ')�x = �l dfsdx ; (4.3)ãäå '(l) = (1 + lAB)1=A(lB � 1)B2(1 +A) : (4:4)Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.3) ñ ó÷åòîìâûðàæåíèÿ (4.4) îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ óðàâ�íåíèé, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå [31℄. Ïðîèíòåãðèðóåìóðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.3) ïî ïðîèçâîëüíîé îáëàñòèG òå÷åíèÿ ãàçà â ïðîñòðàíñòâå (x; t):

ZZG ��l�t + �(lu)�x � dt dx = 0;ZZG ��(lu)�t + �(lu2 + ')�x � dt dx == ZZG ��l dfsdx � dt dx: (4.5)
Èñïîëüçóåì òåîðåìó �ðèíàZZG ��P�t � �Q�x � dt dx = I�G P dx+Qdt = 0;äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè â ñèñòåìå (4.5) îò äâîéíîãîèíòåãðàëà ïî îáëàñòè G ê èíòåãðàëó ïî çàìêíóòîìóêîíòóðó �G:I�G l dx � lu dt = 0;I�G lu dx� (lu2 + ') dt = ZZG ��l dfsdx� dt dx: (4.6)Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (4.6) âûïîëíÿåòñÿäëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåãðèðóåìîãî êîíòóðà �G è, â÷àñòíîñòè, äëÿ êîíòóðà, êîòîðûé ñîäåðæèò ëèíèþðàçðûâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xD(t) ëèíèþ ðàçðûâà ïà�ðàìåòðîâ ãàçà, D(t) = dxD=dt � ñêîðîñòü ðàçðûâà.Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ëèíèÿ ðàçðûâà îáëàäàåò íåïðå�ðûâíîé êàñàòåëüíîé è ïàðàìåòðû ãàçà òåðïÿò ðàç�ðûâ òîëüêî íà ýòîé ëèíèè. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî ðàçðûâ ïàðàìåòðîâ èìååò êîíå÷íóþ âåëè÷èíó.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ãàçà ïî îáå ñòîðî�íû ðàçðûâà:u1(x; t) = limx!xD(t)�0u(x; t);u2(x; t) = limx!xD(t)+0u(x; t);l1(x; t) = limx!xD(t)�0 l(x; t);l2(x; t) = limx!xD(t)+0 l(x; t): (4.7)
Âûáåðåì êîíòóð �G = ABB1A1 òàêèì îáðàçîì,÷òîáû AB è A1B1 áåñêîíå÷íî áëèçêî ïðèìûêàëè êëèíèè ðàçðûâà xD(t) ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà è ñïðàâàîò íåå (ðèñ. 2). Ëèíèÿ ðàçðûâà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåìdxD = Ddt. Òîãäà ñèñòåìó (4.6) ìîæíî ïåðåïèñàòüâ âèäå789
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0 xA BA1 B1 xD(t)�G

�èñ. 2. Ëèíèÿ ðàçðûâà, îêðóæåííàÿ êîíòóðîìABB1A1, ñ áåñêîíå÷íî áëèçêî ïðèìûêàþùèìè êðàçðûâó ñòîðîíàìè AB è A1B1BZA (Dl � lu) dt+ B1ZB (Dl � lu) dt++ A1ZB1 (Dl � lu) dt++ AZA1 (Dl � lu) dt = 0;BZA �Dlu� (lu2 + ')� dt++ B1ZB �Dlu� (lu2 + ')� dt++ A1ZB1 �Dlu� (lu2 + ')� dt++ AZA1 �Dlu� (lu2 + ')� dt == ZZG ��l dfsdx � dt dx:
(4.8)

Óñòðåìèì AA1 ! 0 è BB1 ! 0. �àçðûâ ïà�ðàìåòðîâ ãàçà èìååò êîíå÷íóþ âåëè÷èíó, ïîäûíòå�ãðàëüíûå âûðàæåíèÿ Dl � lu è Dlu � (lu2 + ') âèíòåãðàëàõ R A1A (: : : ) dt è R B1B (: : : ) dt îãðàíè÷åíû, è�óíêöèÿ �ldfs=dx âî âñåé îáëàñòè G îãðàíè÷åíà.Ïîýòîìó ïðè ñòðåìëåíèè ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿäðóã ê äðóãó, èíòåãðàëû R A1A (: : : ) dt, R B1B (: : : ) dt èRR G(�ldfs=dx) dt dx ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ:

BZA (Dl � lu) dt = B1ZA1 (Dl � lu) dt;BZA �Dlu� (lu2 + ')� dt == B1ZA1 �Dlu� (lu2 + ')� dt: (4.9)
Êîíòóð ABB1A1 áûë âûáðàí ïðîèçâîëüíûì îá�ðàçîì, ïîýòîìó ðàâåíñòâî èíòåãðàëîâ â ñèñòåìå (4.9)îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé,D(l2 � l1) = l2u2 � l1u1;D(l2u2 � l1u1) = l2u22 � l1u21 + '(l2)� '(l1); (4.10)ãäå ui(x; t) è li(x; t) � çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ãàçà ïîðàçíûå ñòîðîíû îò ðàçðûâà, îïðåäåëåííûå â (4.7).Ñîîòíîøåíèÿ (4.10) íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè�àíêèíà ��þãîíèî. Äëÿ óäîáñòâà âûðàçèìD èç ïåð�âîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.10) è ïîäñòàâèì âî âòî�ðîå: D = l2u2 � l1u1l2 � l1 ;(u1 � u2)2 = ('(l2)� '(l1)) (l2 � l1)l2l1 : (4.11)Ñîîòíîøåíèÿ �àíêèíà ��þãîíèî (4.11) ïîçâîëÿþòîïèñàòü óäàðíûå âîëíû.4.2. Óäàðíûå âîëíû�àññìîòðèì ðàçðûâ xD(t), êîòîðûé ðàñïðîñòðà�íÿåòñÿ ïî ãàçó è ðàçäåëÿåò äâà ðàâíîóñêîðåííûõ òå�÷åíèÿ (3.21): l1;2 = onst;u1;2(t) = �kt+ u1;2(0): (4.12)Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàçðûâ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ãà�çó ñ ïàðàìåòðàìè u1, l1, îñòàâëÿÿ ïîñëå ñåáÿ ãàç ñ ïà�ðàìåòðàìè u2, l2. Óäàðíîé âîëíîé íàçûâàåòñÿ óñòîé�÷èâûé ðàçðûâ ïàðàìåòðîâ ãàçà, ÷åðåç êîòîðûé ïðî�èñõîäèò òå÷åíèå ãàçà, u1(t) 6= u2(t). Óñëîâèå óñòîé�÷èâîñòè ðàçðûâà �îðìóëèðóåòñÿ òåîðåìîé Öåìïëå�íà [3℄: ðàçðûâ óñòîé÷èâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ ñâåðõçâóêîâîé îò�íîñèòåëüíî ãàçà ïåðåä âîëíîé è äîçâóêîâîé îòíîñè�òåëüíî ãàçà çà âîëíîé:jD(t)� u1(t)j > a(l1);jD(t)� u2(t)j < a(l2): (4.13)790



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà : : :Èç òåîðåìû Öåìïëåíà ñëåäóåò, ÷òî â íîðìàëüíîìãàçå óñòîé÷èâû òîëüêî ñêà÷êè óïëîòíåíèÿ, êîãäà âû�ñîòà ãàçà çà óäàðíîé âîëíîé ðàñòåò, l2 > l1 [3℄. Íà ðàç�ðûâå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ �àíêèíà ��þãîíèî(4.11). Âûðàçèì ñêîðîñòü ãàçà u2 çà ðàçðûâîì èç âòî�ðîãî óðàâíåíèÿ (4.11). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì çíàê âû�ðàæåíèÿ u2 � u1. Ïîêàæåì, ÷òîsign(u2 � u1) = sign(D � u1) = sign(D � u2): (4:14)Âûðàçèì D � u1 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå�ìû (4.11): D � u1 = l2(u2 � u1)l2 � l1 :Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî l2 > l1, ïîëó÷èìsign(u2 � u1) = sign(D � u1):Àíàëîãè÷íî, âûðàçèì D � u2 èç ïåðâîãî óðàâíå�íèÿ (4.11): D � u2 = l1(u2 � u1)l2 � l1 ;îòêóäà ïîëó÷èìsign(u2 � u1) = sign(D � u2):Óäàðíàÿ âîëíà, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ãà�çó è ðàçäåëÿåò äâà ðàâíîóñêîðåííûõ òå÷åíèÿ u1, l1è u2, l2 òàê, ÷òî ãàç ñ ïàðàìåòðàìè 2 îñòàåòñÿ ïîçàäèâîëíû, çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:D = l2u2 � l1u1l2 � l1 ;u2 = u1 + sign(D � u1)��s['(l2)� '(l1)℄� 1l1 � 1l2�;l2 � l1: (4.15)×òîáû îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ óäàðíîé âîëíûxD(t), ïîäñòàâèì (4.12) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòå�ìû (4.15):dxDdt = D = �kt+ l2u2(0)� l1u1(0)l2 � l1 : (4:16)Ïðîèíòåãðèðóåì ðåçóëüòàò ïî âðåìåíè è ïîëó÷èì,÷òî óäàðíûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî ïàðàáî�ëàì, ñòàðøèé êîý��èöèåíò �k=2 êîòîðûõ ñîâïàäà�åò ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì ïàðàáîë, îïèñûâàþ�ùèõ òðàåêòîðèè õàðàêòåðèñòèê â ïðîñòûõ âîëíàõ(3.19) è (3.20):xD(t) = �k2 t2 + l2u2(0)� l1u1(0)l2 � l1 t+ xD(0): (4:17)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ðàçðûâíûå ðåøåíèÿñæèìàåìîãî ãàçà ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ â ïî�ëå ñèëû òÿæåñòè â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû íàäíàêëîííîé ïëîñêîñòüþ. Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ñèëü�íûõ ðàçðûâîâ îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ êëàññè÷åñêîéíåñæèìàåìîé ìåëêîé âîäû âñëåäñòâèå ðàçëè÷èÿ âû�ðàæåíèé äëÿ êâàäðàòà ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿñëàáûõ âîçìóùåíèé. Òàê æå êàê è â ñëó÷àå íåïðå�ðûâíûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûå ðàçðûâíûå ðåøåíèÿîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò �èçè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ âû�ñîòû h ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Íàéäåííûå â ðàçä. 3è 4 íåïðåðûâíûå è ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñè�ñòåìû óðàâíåíèé (3.10) ïîçâîëÿþò íàì ïåðåéòè ê ïî�ñòàíîâêå è ðåøåíèþ çàäà÷è ðàñïàäà ïðîèçâîëüíîãîðàçðûâà.5. ÇÀÄÀ×À �ÀÑÏÀÄÀ Ï�ÎÈÇÂÎËÜÍÎ�Î�ÀÇ�ÛÂÀ ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÑÆÈÌÀÅÌÎ�Î �ÀÇÀ Â Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÈÌÅËÊÎÉ ÂÎÄÛ ÍÀÄ ÑÊËÎÍÎÌÂ äàííîì ðàçäåëå ñ�îðìóëèðîâàíà çàäà÷à ðàñ�ïàäà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà è âûïèñàíî åå ðåøå�íèå â ÿâíîì âèäå. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ðåøåíèåçàäà÷è ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà ñîñòîèò èç ïåðå÷èñ�ëåíèÿ âîçìîæíûõ êîí�èãóðàöèé ãèïåðáîëè÷åñêèõâîëí, ïîëó÷åííûõ âûøå, è íàõîæäåíèÿ íà÷àëüíûõóñëîâèé äëÿ èõ ðåàëèçàöèè. Êàê áûëî ïîêàçàíî âû�øå, ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â íàøåì ñëó÷àå îòëè÷àþòñÿîò àíàëîãè÷íûõ äëÿ íåñæèìàåìîé ìåëêîé âîäû. Ïîòîé æå ñàìîé ïðè÷èíå áóäóò îòëè÷àòüñÿ è óñëîâèÿðåàëèçàöèè êàæäîé êîí�èãóðàöèè. Ïîýòîìó íèæåìû ïðèâîäèì ïîëíûé âûâîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïà�äà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèåçàäà÷è ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ êîí�èãóðà�öèé, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ êî�íå÷íî-îáúåìíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà íåïðå�ðûâíûõ è ðàçðûâíûõ ðåøåíèé áåç âûäåëåíèÿ ðàç�ðûâîâ. 5.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïàäàïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà�àññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå ãàçà, îïðåäåëÿåìîå ñè�ñòåìîé óðàâíåíèé (2.32) ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè íà�÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè t = 0 äëÿ ëåâîãî x < 0 èïðàâîãî x > 0 ïîëóïðîñòðàíñòâ (ðàçðûâ íà÷àëüíûõïàðàìåòðîâ ãàçà):791
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x
à á

â ã
u2; l232u; l

u1; l11A Bt
1u1; l1

tA B C3u; l 4u2; l2 x
2

A B 3 421u1; l1 u2; l2 5
D Dt tBA 1u1; l1 u2; l2

32 4 5x x
l = 0u = 0u; l C CO

O O

O

�èñ. 3. à) Äâå óäàðíûå âîëíû; á ) âîëíà ðàçðåæåíèÿ, îáðàùåííàÿ íàçàä, ïðàâàÿ óäàðíàÿ âîëíà; â) äâå âîëíû ðàçðå-æåíèÿ; ã) äâå âîëíû ðàçðåæåíèÿ, çîíà âàêóóìàu(x; 0) = u1;0 = onst; l(x; 0) = l1;0 = onst;x < 0;u(x; 0) = u2;0 = onst; l(x; 0) = l2;0 = onst;x > 0;r1;0 = u1;0 +  (l1;0); s1;0 = u1;0 �  (l1;0): (5.1)Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü äâèæåíèå ãàçà ïðè t > 0. Íåòåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî l1;0 > l2;0 èk > 0.Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, â çàâèñèìîñòè îò íà�÷àëüíûõ óñëîâèé (5.1) ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò îäíîéèç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ êîí�èãóðàöèé íà ïëîñêî�ñòè (x; t):êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå óäàðíûå âîëíû¿ (ðèñ. 3à);êîí�èãóðàöèÿ ¾âîëíà ðàçðåæåíèÿ�óäàðíàÿ âîë�íà¿ (ðèñ. 3á );êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå âîëíû ðàçðåæåíèÿ¿(ðèñ. 3â);

êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå âîëíû ðàçðåæåíèÿ, çîíà âà�êóóìà¿ (ðèñ. 3ã).Äðóãèõ êîí�èãóðàöèé áûòü íå ìîæåò, ïîòîìó ÷òî,êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû Öåìïëåíà, â îäíó ñòîðî�íó â ãàçå íå ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áîëüøå îäíîéóäàðíîé âîëíû èëè öåíòðèðîâàííîé ïðîñòîé âîëíû.Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïàäà ðàçðûâàïðåäïîëàãàåòñÿ. �åøåíèå çàäà÷è áóäåì ïðîâîäèòüñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì êàæäóþ èç ïåðå�÷èñëåííûõ êîí�èãóðàöèé è íàéäåì óñëîâèÿ äëÿ íà�÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ îíà ðåàëèçóåòñÿ.Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè íà÷àëü�íûõ óñëîâèé çàäà÷è ðåøåíèå íåïðåðûâíî ïåðåõîäèòîò îäíîé êîí�èãóðàöèè ê äðóãîé.5.2. Êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå óäàðíûå âîëíû¿Â äàííîé êîí�èãóðàöèè îáëàñòü òå÷åíèÿ ãàçà íàïëîñêîñòè (x; t) ðàçáèâàåòñÿ äâóìÿ óäàðíûìè âîëíà�ìè OA è OB íà òðè îáëàñòè 1�3 ðàâíîóñêîðåííîãî792



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà : : :òå÷åíèÿ (ðèñ. 3à). Òå÷åíèå ãàçà ñ ïàðàìåòðàìè ui, liâ îáëàñòÿõ 1 è 3 îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ�ìè (5.1) è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìèl1;2 = l10;20;u1;2(t) = �kt+ u10;20: (5.2)Ïàðàìåòðû u(t), l ðàâíîóñêîðåííîãî òå÷åíèÿ ãàçà âîáëàñòè 2 îïðåäåëÿþòñÿ ïî õîäó ðåøåíèÿ. Òðàåêòî�ðèè óäàðíûõ âîëí OA è OB, ñîãëàñíî (4.17), ÿâëÿ�þòñÿ ïàðàáîëàìè è çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíå�íèÿìè dxdt = D1(t); dxdt = D2(t);ãäå D1, D2 � ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõâîëí.Äàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ, åñëè ñóùå�ñòâóåò ðàâíîóñêîðåííîå òå÷åíèå ãàçà â îáëàñòè 2 ñïàðàìåòðàìè u(t) è l, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî�øåíèÿì (4.15) íà óäàðíûõ âîëíàõ OA è OB. Îïðå�äåëèì ïàðàìåòðû u(t), l òå÷åíèÿ ãàçà è óñëîâèÿ, ïðèêîòîðûõ îíî ðåàëèçóåòñÿ.Óäàðíàÿ âîëíà OA ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ãàçå ñ ïà�ðàìåòðàìè u1, l1 è îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîò�íîøåíèÿìè:D1(t) = u(t) + l1 [u(t)� u1(t)℄l � l1 ;u(t) = uL(t; l) = u1(t)��s['(l)� '(l1)℄� 1l1 � 1l�;l1 � l; (5.3)ãäå uL(t; l) � ñêîðîñòü ãàçà â îáëàñòè 2 çà óäàð�íîé âîëíîé OA, à l âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà.Óäàðíàÿ âîëíà OB ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ãàçå ñ ïàðà�ìåòðàìè u2, l2 è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìèD2(t) = u(t) + l2 [u(t)� u2(t)℄l � l2 ;u(t) = uR(t; l) = u2(t) ++s['(l)� '(l2)℄� 1l2 � 1l�;l � l2; (5.4)ãäå uR(t; l) � ñêîðîñòü ãàçà â îáëàñòè 2 çà óäàðíîéâîëíîé OB, à l âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà.Îáúåäèíÿÿ ñèñòåìû (5.3) è (5.4), ïîëó÷èì, ÷òîäàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåòðàâíîóñêîðåííîå òå÷åíèå ãàçà ñ ïàðàìåòðàìè u(t), l,êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìål � l1 � l2;u(t) = uL(t; l) = uR(t; l); (5.5)

ãäå u(t), l � èñêîìûå âåëè÷èíû. Ïàðàìåòðû u, uL,uR îïèñûâàþò ðàâíîóñêîðåííîå òå÷åíèå ãàçà â îáëà�ñòè 2 è çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (3.21). Ïîýòîìó ñè�ñòåìó (5.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäål � l1 � l2;u(0) = uL(0; l) = uR(0; l): (5.6)Íàéäåì óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (5.6). Ïî�êàæåì, ÷òî �óíêöèÿ uL(0; l) ìîíîòîííî íåîãðàíè�÷åííî óáûâàåò ïî l ïðè l � l1, à �óíêöèÿ uR(0; l)ìîíîòîííî íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïî l ïðè l � l2.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþF1(l) = ['(l)� '(l1)℄� 1l1 � 1l �è ïîêàæåì, ÷òî îíà íåîãðàíè÷åííî ìîíîòîííî âîç�ðàñòàåò ïî l ïðè l � l1. Âû÷èñëèìdF1dl = d'dl � 1l1 � 1l �+ ['(l)� '(l1)℄ 1l2 :Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ (4.2) �óíêöèè ', ïðè l � l1ïîëó÷èì, ÷òî dF1=dl > 0 è, çíà÷èò, pF1(l) ìîíîòîí�íî íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Òîãäà uL(0; l) = u1;0��pF1(l) ìîíîòîííî íåîãðàíè÷åííî óáûâàåò ïî l ïðèl � l1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî âñïîìîãà�òåëüíàÿ �óíêöèÿF2(l) = ['(l)� '(l2)℄� 1l2 � 1l� ;à çíà÷èò, è âåëè÷èíà uR(0; l) = u2;0 +pF2(l) ìîíî�òîííî íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïî l ïðè l � l2.Èç òîãî, ÷òî �óíêöèè uL(0; l), uR(0; l) ïðèl � l1 � l2 ìîíîòîííû è uL(0; l) íåîãðàíè÷åííî óáû�âàåò, à uR(0; l) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, ñëåäóåò,÷òî äëÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (5.6) íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèåuL(0; l1) � uR(0; l1): (5:7)Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ñëåäóåò è åäèíñòâåííîñòü ðåøå�íèÿ. Ïîäñòàâèì uL è uR èç (5.3), (5.4) â íåðàâåíñòâî(5.7) è ïîëó÷èì óñëîâèå ðåàëèçàöèè êîí�èãóðàöèè¾äâå óäàðíûå âîëíû¿:u1;0 � u2;0 �s['(l1;0)� '(l2;0)℄� 1l2;0 � 1l1;0�: (5:8)Â ñëó÷àå, êîãäà â (5.8) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî,óäàðíàÿ âîëíà OA âûðîæäàåòñÿ â óäàðíóþ âîëíóíóëåâîé èíòåíñèâíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè âûïîë�íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (5.8), òî ðåøåíèå ñèñòåìû (5.6)ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî è äàííàÿ êîí�èãóðàöèÿäåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóåòñÿ.793



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, À. Â. ×åðíÿê ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 20135.3. Êîí�èãóðàöèÿ ¾âîëíàðàçðåæåíèÿ�óäàðíàÿ âîëíà¿Â äàííîé êîí�èãóðàöèè îáëàñòü òå÷åíèÿ ãàçàíà ïëîñêîñòè (x; t) ðàçáèâàåòñÿ öåíòðèðîâàííîé ïðî�ñòîé s-âîëíîé ðàçðåæåíèÿ AOB è óäàðíîé âîëíîéOC íà ÷åòûðå îáëàñòè (ðèñ. 3á ). Îáëàñòè 1, 3 è4 ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè ðàâíîóñêîðåííîãî òå÷åíèÿ èîïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (3.21). Ïàðàìåòðû ui, liòå÷åíèÿ ãàçà â îáëàñòÿõ 1 è 4 îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëü�íûìè óñëîâèÿìè (5.1). Ïàðàìåòðû u(t), l â îáëàñòè3 îïðåäåëÿþòñÿ ïî õîäó ðåøåíèÿ. Ïàðàáîëû OA èOB ÿâëÿþòñÿ êðàéíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè öåíòðè�ðîâàííîé ïðîñòîé s-âîëíû ðàçðåæåíèÿ (3.20) è çàäà�þòñÿ óðàâíåíèÿìèxOA(t) = �k2 t2 + r1;0 + s1;0 � 2a(l1;0)2 t;xOB(t) = �k2 t2 + r0 + s0 � 2a(l)2 t; (5.9)ãäå r0 = u(0) +  (l), s0 = u(0) �  (l). Òðàåêòîðèÿóäàðíîé âîëíû OC çàäàåòñÿ óðàâíåíèåìxOC(t) = �k2 t2 + l2;0u2;0 � lu(0)l2;0 � l t: (5:10)Êîí�èãóðàöèÿ ¾âîëíà ðàçðåæåíèÿ�óäàðíàÿ âîë�íà¿ ðåàëèçóåòñÿ, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðàìåòðûu(t), l ðàâíîóñêîðåííîãî òå÷åíèÿ ãàçà â îáëàñòè 3,êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåòðàì ãàçà çà õàðàêòå�ðèñòèêîé OB (3.20) è ñîîòíîøåíèÿì (4.15) íà óäàð�íîé âîëíå OC. Îïðåäåëèì ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ ãàçàu(t), l è óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíè ðåàëèçóþòñÿ.Ïðîñòàÿ s-âîëíà AOB ÿâëÿåòñÿ âîëíîé ðàçðåæå�íèÿ, âíóòðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå âûñî�òû ãàçà, l1;0 � l, è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿr(t) = �kt+ r0 = u1(t) +  (l1;0) = u(t) +  (l):Òàêèì îáðàçîì, íà õàðàêòåðèñòèêå OB äîëæíûáûòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:l1;0 � l;u(t) = uL(t; l) = u1(t) +  (l1;0)�  (l); (5.11)ãäå uL(t; l) � ñêîðîñòü ãàçà â îáëàñòè 3 çà õàðàêòå�ðèñòèêîé OB, à l âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà.Óäàðíàÿ âîëíà OC ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ãàçå ñ ïà�ðàìåòðàìè u2, l2 è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìèD(t) = u(t) + l2;0 [u(t)� u2(t)℄l � l2;0 ;u(t) = uR(t; l) = u2(t) ++s['(l)� '(l2;0)℄� 1l2;0 � 1l�;l � l2;0; (5.12)

ãäå uR(t; l) � ñêîðîñòü ãàçà â îáëàñòè 3 çà ðàçðûâîìOC, à l âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà.Îáúåäèíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.11) è (5.12), ïîëó÷èì,÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîé êîí�èãóðàöèè íåîáõîäè�ìî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû:l2;0 � l � l1;0;u(t) = uL(t; l) = uR(t; l); (5.13)ãäå u(t), l � èñêîìûå âåëè÷èíû. Ïàðàìåòðû u, uL,uR îïèñûâàþò ðàâíîóñêîðåííîå òå÷åíèå (3.21), è ïî�ýòîìó ñèñòåìó (5.13) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäål2;0 � l � l1;0;u(0) = uL(0; l) = uR(0; l): (5.14)Íàéäåì óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (5.14).Ôóíêöèÿ uL(0; l) íåîãðàíè÷åííî ìîíîòîííî óáûâà�åò ïî l, ïîòîìó ÷òî �óíêöèÿ � (l) íåîãðàíè÷åííîìîíîòîííî óáûâàåò ïî l. Ôóíêöèÿ uR(0; l) íåîãðàíè�÷åííî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî l, êàê áûëî ïîêàçàíîâ ðàçä. 5.2. Çíà÷èò, äëÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (5.13)íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäó�þùèå óñëîâèÿ:uL(0; l2;0) � uR(0; l2;0);uL(0; l1;0) � uR(0; l1;0): (5.15)Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ u(t), l ïðè ýòîì ñëåäóåò èçìîíîòîííîñòè �óíêöèé uL è uR. Ïîäñòàâèì â ñèñòå�ìó (5.15) âûðàæåíèÿ äëÿ uL è uR èç (5.11), (5.12) èïîëó÷èì óñëîâèå ðåàëèçàöèè êîí�èãóðàöèè ¾âîëíàðàçðåæåíèÿ�óäàðíàÿ âîëíà¿:� [ (l1;0)�  (l2;0)℄ � u1;0 � u2;0 ��s['(l1;0)� '(l2;0)℄� 1l2;0 � 1l1;0�: (5.16)Â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî ââûðàæåíèè (5.16), ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå óäàðíîéâîëíû OC â âîëíó íóëåâîé èíòåíñèâíîñòè. Åñëè æåâûïîëíÿåòñÿ âòîðîå ðàâåíñòâî, òî âûðîæäàåòñÿ ïðî�ñòàÿ s-âîëíà ðàçðåæåíèÿ AOB. Îòìåòèì, ÷òî åñëèâûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (5.16), òî ðåøåíèå ñèñòå�ìû (5.13) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî è äàííàÿ êîí��èãóðàöèÿ äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóåòñÿ.794



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà : : :5.4. Êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå âîëíû ðàçðåæåíèÿ¿Äàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ ñîñòîèò èç ïÿòè îáëàñòåé1�5 íà ïëîñêîñòè (x; t), ðàçäåëåííûõ ìåæäó ñîáîéöåíòðèðîâàííûìè ïðîñòûìè âîëíàìè ðàçðåæåíèÿAOB è COD (ðèñ. 3â). Â îáëàñòÿõ 1, 3, 5 ïðîèñõî�äèò ðàâíîóñêîðåííîå òå÷åíèå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèÿìè (3.21). Ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ ãàçà ui, liâ îáëàñòÿõ 1 è 5 îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâè�ÿìè (5.1). Ïàðàìåòðû u(t), l â îáëàñòè 3 îïðåäåëÿ�þòñÿ ïî õîäó ðåøåíèÿ. Ïàðàáîëû OA è OB ÿâëÿ�þòñÿ êðàéíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè öåíòðèðîâàííîéïðîñòîé s-âîëíû ðàçðåæåíèÿ (3.20) è çàäàþòñÿ óðàâ�íåíèÿìèxOA(t) = �k2 t2 + r1;0 + s1;0 � 2a(l1;0)2 t;xOB(t) = �k2 t2 + r0 + s0 � 2a(l)2 t; (5.17)ãäå r0 = u(0)+ (l), s0 = u(0)� (l). Ïàðàáîëû OC èOD ÿâëÿþòñÿ êðàéíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè öåíòðè�ðîâàííîé ïðîñòîé r-âîëíû ðàçðåæåíèÿ (3.19) è çàäà�þòñÿ óðàâíåíèÿìèxOC(t) = �k2 t2 + r0 + s0 + 2a(l)2 t;xOD(t) = �k2 t2 + r2;0 + s2;0 + 2a(l2;0)2 t: (5.18)Äàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ, åñëè ñóùå�ñòâóþò ïàðàìåòðû u(t), l ðàâíîóñêîðåííîãî òå÷åíèÿâ îáëàñòè 3, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþ�ùèì óñëîâèÿì íà õàðàêòåðèñòèêàõ OB è OC. Îïðå�äåëèì ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ ãàçà u(t), l è óñëîâèÿ, ïðèêîòîðûõ îíî ðåàëèçóåòñÿ.Âíóòðè ïðîñòîé s-âîëíû ðàçðåæåíèÿAOB ïðîèñ�õîäèò óìåíüøåíèå âûñîòû ãàçà, l1;0 � l. Êðîìå òîãî,âíóòðè âîëíû âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿr(t) = �kt+ r0 = u1(t) +  (l1;0) = u(t) +  (l):Òàêèì îáðàçîì, íà õàðàêòåðèñòèêå OB äîëæíû âû�ïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:l1;0 � l;u(t) = uL(t; l) = u1(t) +  (l1;0)�  (l); (5.19)ãäå uL(t; l) � ñêîðîñòü ãàçà â îáëàñòè 3 çà õàðàêòåðè�ñòèêîé OB, à l âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Àíà�ëîãè÷íî, âíóòðè ïðîñòîé r-âîëíû ðàçðåæåíèÿ CODïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå âûñîòû ãàçà, l2;0 � l, è âû�ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿs(t) = �kt+ s0 = u2(t)�  (l2;0) = u(t)�  (l):

Ïîýòîìó íà õàðàêòåðèñòèêå OC äîëæíû âûïîëíÿòü�ñÿ óñëîâèÿl2;0 � l;u(t) = uR(t; l) = u2(t)�  (l2;0) +  (l); (5.20)ãäå uR(t; l) � ñêîðîñòü ãàçà â îáëàñòè 3 çà õàðàêòå�ðèñòèêîé OC, à l âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà.Îáúåäèíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.19) è (5.20), ïîëó÷èì,÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîé êîí�èãóðàöèè íåîáõîäè�ìî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû:0 � l � l2;0 � l1;0;u(t) = uL(t; l) = uR(t; l); (5.21)ãäå u(t), l � èñêîìûå âåëè÷èíû. Ïîñêîëüêó ïàðàìåò�ðû u, uL, uR îïèñûâàþò ðàâíîóñêîðåííîå òå÷åíèå(3.21), ñèñòåìà (5.21) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå0 � l � l2;0 � l1;0;u(0) = uL(0; l) = uR(0; l): (5.22)Íàéäåì óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (5.22).Ôóíêöèÿ uL(0; l) íåîãðàíè÷åííî ìîíîòîííî óáûâàåòïî l, à �óíêöèÿ uR(0; l) íåîãðàíè÷åííî ìîíîòîííîâîçðàñòàåò ïî l, ïîòîìó ÷òî  (l) íåîãðàíè÷åííî ìî�íîòîííî âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó äëÿ ñîâìåñòíîñòè ñè�ñòåìû (5.21) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáûuL(0; 0) � uR(0; 0);uL(0; l2;0) � uR(0; l2;0): (5.23)Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ u(t), l ïðè ýòîì ñëåäóåò èçìîíîòîííîñòè �óíêöèé uL è uR. Ïîäñòàâèì â ñèñòå�ìó (5.23) âûðàæåíèÿ äëÿ uL è uR èç (5.19), (5.20)è ïîëó÷èì óñëîâèå ðåàëèçàöèè êîí�èãóðàöèè ¾äâåâîëíû ðàçðåæåíèÿ¿:� [ (l1;0) +  (l2;0)℄ � u1;0 � u2;0 �� � [ (l1;0)�  (l2;0)℄ : (5.24)Â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå èëè âòî�ðîå ðàâåíñòâî â âûðàæåíèè (5.24), ïðîèñõîäèò âû�ðîæäåíèå âîëíû ðàçðåæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî AOBè COD. Îòìåòèì, ÷òî åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøå�íèÿ äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (5.24), òî ðåøåíèå ñèñòå�ìû (5.21) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, ÷òî ãàðàíòèðó�åò ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòûõ r- è s-âîëí AOB è COD,è äàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóåòñÿ.795



Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, À. Â. ×åðíÿê ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 20135.5. Êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå âîëíû ðàçðåæåíèÿ,çîíà âàêóóìà¿Äàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ ñîñòîèò èç ïÿòè îáëàñòåé1�5 íà ïëîñêîñòè (x; t), ðàçäåëåííûõ ìåæäó ñîáîéöåíòðèðîâàííûìè ïðîñòûìè âîëíàìè ðàçðåæåíèÿAOB è COD (ðèñ. 3ã). Â îáëàñòÿõ 1 è 5 ïðîèñõî�äèò ðàâíîóñêîðåííîå òå÷åíèå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèÿìè (3.21). Ïàðàìåòðû ui, li òå÷åíèÿ ãàçà âýòèõ îáëàñòÿõ îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè(5.1). Îáëàñòü 3 ÿâëÿåòñÿ çîíîé âàêóóìà, ãäå u = 0,l = 0. Ïàðàáîëû OA è OB ÿâëÿþòñÿ êðàéíèìèõàðàêòåðèñòèêàìè öåíòðèðîâàííîé ïðîñòîé s-âîëíûðàçðåæåíèÿ (3.20) è çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìèxOA(t) = �k2 t2 + r1;0 + s1;0 � 2a(l1;0)2 t;xOB(t) = �k2 t2 + uL(0)t; (5.25)ãäå uL(t) � ñêîðîñòü ãàçà íà õàðàêòåðèñòèêå OB. Ïà�ðàáîëû OC è OD ÿâëÿþòñÿ êðàéíèìè õàðàêòåðèñòè�êàìè öåíòðèðîâàííîé ïðîñòîé r-âîëíû ðàçðåæåíèÿ(3.19) è çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìèxOC(t) = �k2 t2 + uR(0)t;xOD(t) = �k2 t2 + r2;0 + s2;0 + 2a(l2;0)2 t; (5.26)ãäå uR(t) � ñêîðîñòü ãàçà íà õàðàêòåðèñòèêå OC.Äàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ, åñëè ñóùå�ñòâóåò òàêîå òå÷åíèå ñ ïàðàìåòðàìè uL(t), uR(t),l = 0 â îáëàñòè 3, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî�øåíèÿì (5.25) è (5.26) ñîîòâåòñòâåííî íà õàðàêòåðè�ñòèêàõ OB è OC. Íàéäåì ïàðàìåòðû uL(t), uR(t)òàêîãî òå÷åíèÿ è óñëîâèÿ äëÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ.Âíóòðè ïðîñòîé s-âîëíû ðàçðåæåíèÿ AOB ïðî�èñõîäèò óìåíüøåíèå âûñîòû ãàçà l1;0 äî íóëÿ è âû�ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿr(t) = �kt+ r0 = u1(t) +  (l1;0) = uL(t) +  (0);îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òîuL(t) = u1(t) +  (l1;0): (5:27)Àíàëîãè÷íî, âíóòðè ïðîñòîé r-âîëíû ðàçðåæåíèÿCOD ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå âûñîòû ãàçà l2;0 äî íó�ëÿ è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿs(t) = �kt+ s0 = u2(t)�  (l2;0) = uR(t)�  (0);îòêóäà uR(t) = u2(t)�  (l2;0): (5:28)

Äàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ, åñëè â îáëàñòè 3ñóùåñòâóåò çîíà âàêóóìà, ãäå l = 0. Äëÿ ýòîãî íåîá�õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà îáåèõ âîëíàõ ðàçðå�æåíèÿ, AOB è BOC, âûñîòà ãàçà óñïåâàëà óìåíü�øèòüñÿ äî íóëÿ. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òîõàðàêòåðèñòèêà OB äîëæíà íàõîäèòüñÿ ëåâåå õàðàê�òåðèñòèêè OC, xOB(t) � xOC(t): (5:29)Ïîäñòàâëÿÿ â íåðàâåíñòâî (5.29) âûðàæåíèÿ äëÿ uL,uR èç (5.27), (5.28), ïîëó÷èì óñëîâèå ðåàëèçàöèè êîí��èãóðàöèè ¾äâå âîëíû ðàçðåæåíèÿ, çîíà âàêóóìà¿:u1;0 � u2;0 � � [ (l1;0) +  (l2;0)℄ : (5:30)Åñëè â (5.30) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî, òî ïðîèñõî�äèò âûðîæäåíèå îáëàñòè âàêóóìà 3. Åñëè âûïîëíå�íû óñëîâèÿ (5.30), òî ñóùåñòâóþò âîëíû ðàçðåæåíèÿAOB, COD è îáëàñòü âàêóóìà BOC ìåæäó íèìè èäàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóåòñÿ.5.6. �åøåíèå çàäà÷è �èìàíàÎáúåäèíÿÿ âñå êîí�èãóðàöèè, ðàññìîòðåííûå âðàçä. 5.2�5.5, ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è �èìà�íà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà íà÷àëüíûõ ïàðàìåò�ðîâ ãàçà: u(x; 0) = u1;0 = onst;l(x; 0) = l1;0 = onst; x < 0;u(x; 0) = u2;0 = onst;l(x; 0) = l2;0 = onst; x > 0;l1;0 � l2;0: (5.31)Â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (5.31) ðå�øåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå êîí�èãóðàöèè.Êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå óäàðíûå âîëíû¿ â ñëó÷àå,åñëèu1;0 � u2;0 �s['(l1;0)� '(l2;0)℄� 1l2;0 � 1l1;0� :Êîí�èãóðàöèÿ ¾âîëíà ðàçðåæåíèÿ�óäàðíàÿ âîë�íà¿ äëÿ ñëó÷àÿ� [ (l1;0)�  (l2;0)℄ � u1;0 � u2;0 ��s['(l1;0)� '(l2;0)℄� 1l2;0 � 1l1;0� :Êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå âîëíû ðàçðåæåíèÿ¿ â ñëó�÷àå, åñëè� [ (l1;0) +  (l2;0)℄ � u1;0 � u2;0 �� � [ (l1;0)�  (l2;0)℄ :796



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà : : :Êîí�èãóðàöèÿ ¾äâå âîëíû ðàçðåæåíèÿ, çîíà âà�êóóìà¿, êîãäàu1;0 � u2;0 � � [ (l1;0) +  (l2;0)℄ :Íàéäåííûå ÷åòûðå êîí�èãóðàöèè ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ïîëíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïà�äà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõäàííûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â âèäå îä�íîé èç ÷åòûðåõ êîí�èãóðàöèé. Ïðè íåïðåðûâíîìèçìåíåíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðîèñõîäèò íåïðåðûâ�íûé ïåðåõîä îäíîé êîí�èãóðàöèè â äðóãóþ.Ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åí�íîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïàäà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâàäëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñæèìàåìîãî òÿæåëîãî ãàçàíàä íàêëîííîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòüþ ïîëíî�ñòüþ ïåðåõîäèò â ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â ñëó�÷àå ïëîñêîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè ïðè k ! 0,êîòîðîå áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [1℄. Â ñëó÷àå íà�êëîííîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè, êîãäà k 9 0,ðåàëèçóþòñÿ òå æå ÷åòûðå êîí�èãóðàöèè, ÷òî è âñëó÷àå ïëîñêîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè. Óñëî�âèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè êàæäîé èç êîí�èãóðàöèé íåèçìåíèëèñü, íî ðåøåíèÿ âíóòðè êîí�èãóðàöèé êà�÷åñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ðåøåíèé äëÿ ïëîñêîãî ñëó�÷àÿ. Âìåñòî îáëàñòåé ñ îäíîðîäíûì òå÷åíèåì òåïåðüðåàëèçóþòñÿ îáëàñòè ðàâíîóñêîðåííîãî òå÷åíèÿ. Îò�ñóòñòâóþò êëàññè÷åñêèå ïðîñòûå âîëíû. Õàðàêòåðè�ñòèêè è óäàðíûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî ïàðà�áîëè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì. Ïåðåìåííûå �èìàíà íå ñî�õðàíÿþòñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿñæèìàåìîãî ãàçà â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû â ïî�ëå ñèëû òÿæåñòè íàä íåîäíîðîäíîé ãðàíèöåé. Ïî�ëó÷åííàÿ ñèñòåìà íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì çàâèñèòîò �îðìû ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè, õàðàêòåðíî�ãî âåðòèêàëüíîãî ìàñøòàáà òå÷åíèÿ è ìàñøòàáà âû�ñîò, íà êîòîðîì âàðèàöèÿ ïëîòíîñòè ñòàíîâèòñÿ ñó�ùåñòâåííîé. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèéìåëêîé âîäû äëÿ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé, âûñîòà ñâî�áîäíîé ïîâåðõíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ìàññîé ñòîëáà ãà�çà è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû çàïèñûâàåòñÿ äëÿ íî�âîé ïåðåìåííîé, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîèçâåäåíèåì âûñî�òû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íà ñðåäíþþ ïëîòíîñòüãàçà. Ó÷èòûâàÿ øèðîêèé ñïåêòð ïðèìåíåíèé ïîëó�÷åííûõ óðàâíåíèé â ãåî�èçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìè�êå, â àñòðî�èçèêå è �èçèêå ïëàíåò, ìû ïðèâåëè èõïîäðîáíûé âûâîä, ïðîâåëè àíàëèç ïðåäåëîâ ïðèìå�íèìîñòè. Âñëåäñòâèå ðàçëè÷èÿ âûðàæåíèé äëÿ êâà�

äðàòà ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëàáûõ âîçìóùå�íèé íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà òàêèõ òå÷åíèé îòëè÷àåòñÿîò äèíàìèêè êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåñæèìàåìîéìåëêîé âîäû, íåñìîòðÿ íà �îðìàëüíóþ àíàëîãèþ ãè�ïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðû îáåèõ ìîäåëåé.Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêèå ïðîñòûå âîëíû íåÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû. Óñòàíîâëåíî, ÷òîîáîáùåííûå ïðîñòûå âîëíû ñóùåñòâóþò òîëüêî âñëó÷àå ëèíåéíîãî ïðî�èëÿ ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõ�íîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìûóðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëû, êîòîðûå ïåðåõîäÿòâ ïðÿìûå â ñëó÷àå ïëîñêîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíî�ñòè. Â ÿâíîì âèäå íàéäåíû âñå íåïðåðûâíûå è ðàç�ðûâíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå çàäà÷è ðàñïàäà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà äëÿòå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà â ïîëå ñèëû òÿæåñòè â ïðè�áëèæåíèè ìåëêîé âîäû íàä ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõ�íîñòüþ ñ ëèíåéíûì ïðî�èëåì. �åøåíèå ñîñòîèò èç÷åòûðåõ âîëíîâûõ êîí�èãóðàöèé. Äëÿ êàæäîé êîí��èãóðàöèè íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûåóñëîâèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè. Íàëè÷èå ïîäñòèëàþùåéïîâåðõíîñòè ñ ëèíåéíûì ïðî�èëåì â ïðèáëèæåíèèñæèìàåìîé ìåëêîé âîäû âìåñòî ïëîñêîé ïîâåðõíî�ñòè ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ ðåøåíèéâ ðåàëèçóåìûõ êîí�èãóðàöèÿõ. Âìåñòî îáëàñòåéñ îäíîðîäíûì òå÷åíèåì ðåàëèçóþòñÿ îáëàñòè ðàâ�íîóñêîðåííîãî òå÷åíèÿ, îòñóòñòâóþò êëàññè÷åñêèåïðîñòûå âîëíû, õàðàêòåðèñòèêè è óäàðíûå âîëíûðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî ïàðàáîëè÷åñêèì òðàåêòîðè�ÿì.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû�22 �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà�ÀÍ ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû èññëåäîâàíèé èîñâîåíèÿ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû¿.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ê. Â. Êàðåëüñêèé, À. Ñ. Ïåòðîñÿí, À. Â. ×åðíÿê,ÆÝÒÔ 141, 1206 (2011).2. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, �èäðîäèíàìèêà, Íàó�êà, Ìîñêâà (2006).3. Ë. Â. Îâñÿííèêîâ, Ëåêöèè ïî îñíîâàì ãàçîâîé äèíà�ìèêè, Íàóêà, Ìîñêâà (1981).4. Äæ. Áýò÷åëîð, Ââåäåíèå â äèíàìèêó æèäêîñòè,Ìèð, Ìîñêâà (1973).5. K. V. Karelsky, A. S. Petrosyan, and A. G. Slavin,Russian J. Numer. Analysis and Math. Model. 22, 543(2007).797
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