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ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÒÜÞ�ÈÍ�ÀÂ �ÅÀÊÖÈÎÍÍÎ-ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕÑ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÄÈÔÔÓÇÈÅÉÅ. Ï. Çåìñêîâ *Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119333, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29 ìàðòà 2013 ã.Èññëåäóåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà â äâóõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåìàõ òèïà ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ ñ íåëè-íåéíûìè äè��óçèîííûìè ÷ëåíàìè. Îïðåäåëÿþòñÿ îáëàñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðûõâîçìîæíî îáðàçîâàíèå ñòðóêòóð Òüþðèíãà. Íàéäåíû ãðàíèöû ìåæäó ñâåðõêðèòè÷åñêîé è ïîäêðèòè÷åñêîéáè�óðêàöèÿìè. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû äëÿ îäíîìåðíûõ ìîäåëåé áðþññåëÿòîðà è îðåãîíàòîðà.DOI: 10.7868/S00444510131001921. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏðîñòðàíñòâåííûå ñòàöèîíàðíûå äèññèïàòèâíûåñòðóêòóðû â ñèñòåìàõ òèïà ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ îá�ðàçóþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îäíî�ðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïðè òàê íàçûâàåìîéíåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà (Turing) [1℄. Ïðè ýòîì îä�íîðîäíîå ñîñòîÿíèå îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì â îòñóò�ñòâèå äè��óçèè, äåñòàáèëèçèðóÿñü ëèøü â ïîëíîéñèñòåìå ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåð�íûì äëÿ äè��óçèîííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé. Â êà÷å�ñòâå òèïè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ïðè÷èí ïîòåðè óñòîé÷è�âîñòè è îáðàçîâàíèÿ ñòðóêòóð ìîãóò âûñòóïàòü òà�êèå �àêòîðû êàê íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû, âçàèìîäåé�ñòâèå êîìïîíåíòîâ è/èëè ÷àñòèö â ñèñòåìå è äð.Âëèÿíèå ïîäîáíûõ ý��åêòîâ ÷àñòè÷íî ìîæåò áûòüó÷òåíî ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíûõ äè��óçèîííûõ ÷ëå�íîâ â óðàâíåíèÿõ ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ [2℄�u�t = F(u) + ��r �D(u)�u�r � : (1)Çäåñü n-ìåðíûå âåêòîðû u è F îáîçíà÷àþò ñîîòâåò�ñòâåííî êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòîâ è ðåàêöèîííûå�óíêöèè, à D(u) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó êîý���èöèåíòîâ äè��óçèè.Íåëèíåéíûå ìåõàíèçìû äè��óçèîííîãî òèïàâñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ �èçè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ è*E-mail: zemskov�as.ru

áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, íàïðèìåð, â ïðîöåññàõ ìàñ�ñîïåðåíîñà â ïîðèñòûõ ñðåäàõ è â ïîïóëÿöèîííûõìîäåëÿõ [3, 4℄. Ìîäåëÿìè ñ íåëèíåéíîé äè��óçè�åé îïèñûâàþòñÿ ðåæèìû ñ îáîñòðåíèåì è ïðîñòðàí�ñòâåííîé ëîêàëèçàöèè [5, 6℄ â îòêðûòûõ äèññèïà�òèâíûõ ñèñòåìàõ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ òàêæå íà÷à�ëè î÷åíü èíòåíñèâíî èññëåäîâàòüñÿ îáîáùåííûå ñè�ñòåìû ñ ïåðåêðåñòíîé äè��óçèåé (ñ íåíóëåâûìèíåäèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû äè��óçèè)èëè êðîññ-äè��óçèîííûå ìîäåëè (ñì., íàïðèìåð,îáçîðû [7, 8℄ è ññûëêè â íèõ). Â ÷àñòíîñòè, áû�ëî ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî êîý��èöè�åíòû êðîññ-äè��óçèè â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòå�ìàõ, îïèñûâàþùèõ õèìè÷åñêèå ðåàêöèè, ïðèíèìà�þò íóëåâîå çíà÷åíèå ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ êîíöåí�òðàöèè äðóãîãî êîìïîíåíòà. Èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåò�ñòâóþùèõ ìîäåëåé ñ íåëèíåéíîé êðîññ-äè��óçèåéïîêàçàëè [9℄, ÷òî îáðàçîâàíèå ñòðóêòóð Òüþðèí�ãà (Turing patterns) ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ïðè îò�ëè÷íîì îò ñòàíäàðòíîãî çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ äèà�ãîíàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè, ïîëàãàâøèõ�ñÿ ïîñòîÿííûìè. Äàííûé ý��åêò èìååò ìåñòî [10℄òàêæå è ïðè íåëèíåéíûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòàõâ îòñóòñòâèå êðîññ-äè��óçèè. Äàëüíåéøåìó èçó÷å�íèþ è îáñóæäåíèþ ýòîãî ÿâëåíèÿ è ïîñâÿùåíà íà�ñòîÿùàÿ ðàáîòà. Â ïðåäñòàâëåííîì çäåñü èññëåäîâà�íèè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõêîìïîíåíòíàÿ ðåàêöèîí�íî-äè��óçèîííàÿ ñèñòåìà ñ íåëèíåéíîé äè��óçèåéèëè áîëåå òî÷íî � ñ äèàãîíàëüíîé äè��óçèîííîéìàòðèöåé, ñîäåðæàùåé ëèíåéíî çàâèñÿùèå îò êîí�öåíòðàöèè êîý��èöèåíòû äè��óçèè. Ñèñòåìà îïè�878



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013 Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà â ðåàêöèîííî-äè��óçèîííûõ ñèñòåìàõ : : :ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:�u�t = F1(u; v) +D11 ��r �u�u�r� ; (2a)�v�t = F2(u; v) +D22 ��r �v �v�r� ; (2b)ãäå êîý��èöèåíòû Dii, i = 1; 2, ïîëàãàþòñÿ ïî�ñòîÿííûìè. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèåóñëîâèé âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèí�ãà íà îñíîâå ëèíåéíîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè èðåçóëüòàòîâ ñëàáî íåëèíåéíîãî àíàëèçà (àìïëèòóä�íûõ óðàâíåíèé) ñ ïðîâåäåíèåì ïàðàìåòðè÷åñêîãîàíàëèçà íà ïðèìåðå ìîäåëåé, îòíîñÿùèõñÿ ê äâóìîñíîâíûì âèäàì ñèñòåì àêòèâàòîð�èíãèáèòîð:áðþññåëÿòîðà è äâóõêîìïîíåíòíîãî îðåãîíàòîðà.Âûáîð ýòèõ ìîäåëåé ïðîäèêòîâàí ñîîáðàæåíèÿìèïðîñòîòû è íàãëÿäíîñòè: áðþññåëÿòîð ÿâëÿåòñÿîäíîé èç íàèáîëåå ÷àñòî èññëåäóåìûõ ïðîñòåéøèõìîäåëåé â ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèè, à îðåãîíàòîðÿâëÿåòñÿ óïðîùåííîé ìîäåëüþ ðåàëüíîé õèìè�÷åñêîé ñèñòåìû [11℄, îïèñûâàþùåé äèíàìèêóðåàêöèè Áåëîóñîâà �Æàáîòèíñêîãî [12℄. Äëÿ ðåàëü�íûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ íàáëþäàëîñü îáðàçîâàíèåñòðóêòóð Òüþðèíãà, òàêèõ êàê ðåàêöèÿ õëî�ðèí-äèîêñèä-èîäèí-ìàëîíîâîé êèñëîòû (CDIMA),íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå èìáîëåå ñëîæíûå ìîäåëè, â äàííîì ïðèìåðå äëÿðåàêöèè CDIMA � ìîäåëü Ëåíäüåëà �Ýïøòåéíà(Lengyel�Epstein) [13℄. Ïðèâåäåííûå çäåñü ðåçóëü�òàòû äëÿ áðþññåëÿòîðà è îðåãîíàòîðà îòðàæàþòëèøü êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå èçó÷àåìîãî �åíîìåíàè ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðîì ïðèëîæåíèÿ àíàëèçà ñèñòåìûðåàêöèÿ�äè��óçèÿ îáùåãî âèäà, âûïîëíåííîãîíåäàâíî â ðàáîòå [14℄.2. ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈÅ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈËèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè äâóõêîìïî�íåíòíîé ñèñòåìû (2) äàåò ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ,ïðè êîòîðûõ îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî âîòñóòñòâèå äè��óçèè: ÿêîáèàí J â òî÷êå (u0; v0),ÿâëÿþùåéñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ (ðàâíîâåñ�íûì îäíîðîäíûì ñîñòîÿíèåì, steady state), òàêèì÷òî F1(u0; v0) = F2(u0; v0) = 0, äîëæåí èìåòü,âî-ïåðâûõ, îòðèöàòåëüíûé ñëåä, tr J < 0, è,âî-âòîðûõ, ïîëîæèòåëüíûé äåòåðìèíàíò, det J > 0.Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè íåîäíîðîäíûõ âîçìóùå�íèÿõ â ïîëíîé ðåàêöèîííî-äè��óçèîííîé ñèñòåìåïðîèñõîäèò ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõíåðàâåíñòâ [15℄:

D̂11J22 + D̂22J11 > 0; (3a)(D̂11J22 + D̂22J11)2 � 4 det D̂ det J � 0; (3b)ãäå Jii, i = 1; 2 � äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ÿêîáèàíà,à D̂ii, i = 1; 2 � äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ý��åêòèâ�íîé äè��óçèîííîé ìàòðèöû (ìàòðèöû, ëèíåàðèçî�âàííîé îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû)D̂ =  D11u0 00 D22v0! : (4)Íåðàâåíñòâî (3a) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íåäî�ñòàòî÷íûì óñëîâèåì âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòèÒüþðèíãà, à èç óðàâíåíèÿ, ïî �îðìå ïðåäñòàâëÿþ�ùåãî ñîáîé (3b) ñî çíàêîì ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþòñÿêðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïðèíàñòóïëåíèè ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè. Íåðàâåíñòâà (3a)è (3b) îïðåäåëÿþò îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò�ðîâ ìîäåëè, îòâå÷àþùèå âîçíèêíîâåíèþ íåóñòîé÷è�âîñòè Òüþðèíãà è íàçûâàåìûå ïîýòîìó òüþðèíãîâ�ñêèìè îáëàñòÿìè.Îïðåäåëèâ êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìîäåëüíûõ ïà�ðàìåòðîâ, ìîæíî íàéòè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå kâîëíîâîãî ÷èñëà k, ïðè êîòîðîì âîçíèêàåò íåóñòîé�÷èâîñòü Òüþðèíãàk2 =r det Jdet D̂ =r det Ju0v0D11D22 ; (5)ãäå ÿêîáèàí è îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå áåðóòñÿ ïðèêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Âå�ëè÷èíà k äàåò ãðóáóþ îöåíêó äëÿ ðàçìåðà âîçíèêà�þùèõ ñòðóêòóð. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà áè�óðêàöèèÒüþðèíãà íåîáõîäèìî ïðîâåñòè íåëèíåéíûé àíàëèçñèñòåìû (2). Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ïîëó÷àåòñÿ îïè�ñûâàþùåå äèíàìèêó ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè êðèòè�÷åñêîé òî÷êè àìïëèòóäíîå óðàâíåíèå�W�t = �W + gjW j2W +D�2W�r2 ; (6)â êîòîðîì �óíêöèÿ W = W (t; r) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñ�íîé àìïëèòóäîé, à �; g èD ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîý���èöèåíòû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Çíàêêîý��èöèåíòà g êàê ðàç è îïðåäåëÿåò òèï áè�óðêà�öèè: ñâåðõêðèòè÷åñêîé ïðè g < 0 è ïîäêðèòè÷åñêîéïðè g > 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå êóáè÷åñêîå àìïëèòóä�íîå óðàâíåíèå âïîëíå àäåêâàòíî îïèñûâàåò äèíàìè�êó ñèñòåìû, â òî âðåìÿ êàê âî âòîðîì ñëó÷àå íåîáõî�äèìî èñïîëüçîâàòü êàê ìèíèìóì àìïëèòóäíîå óðàâ�íåíèå ïÿòîãî ïîðÿäêà.�àññìîòðèì âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷èâîñòè Òüþ�ðèíãà áîëåå ïîäðîáíî äëÿ äâóõ îñíîâíûõ âèäîâ ñè�ñòåì òèïà àêòèâàòîð�èíãèáèòîð: áðþññåëÿòîðà èäâóõêîìïîíåíòíîãî îðåãîíàòîðà.879



Å. Ï. Çåìñêîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 20132.1. ÁðþññåëÿòîðÁðþññåëÿòîð îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ðåàêöè�îííûìè �óíêöèÿìè:F1(u; v) = A�(B+1)u+u2v; F2(u; v) = Bu�u2v;â êîòîðûõ A è B � ïîñòîÿííûå, òàêèå ÷òî ñîñòî�ÿíèå ðàâíîâåñèÿ (u0; v0) = (A;B=A) è, ñëåäîâàòåëü�íî, ÿêîáèàí è ý��åêòèâíàÿ äè��óçèîííàÿ ìàòðèöàçàïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êàêJ =  B � 1 A2�B �A2! ;D̂ =  D11A 00 D22B=A! : (7)Äåòåðìèíàíò ÿêîáèàíà äëÿ áðþññåëÿòîðà, A2, âñå�ãäà ïîëîæèòåëåí, è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì ñòàáèëü�íîñòè îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëü�íîñòü ñëåäà, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò çíà÷åíèÿ ïàðà�ìåòðà B ñëåäóþùèì îáðàçîì:B < 1 +A2 � BH :Çäåñü BH � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïðè äîñòèæåíèèêîòîðîãî â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ Õîï�à(Hopf) è âîçíèêàþò îñöèëëÿöèè.Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ J è D̂ èç (7) íåðàâåí�ñòâà (3) ïðèíèìàþò âèä�A3D11 + BA (B � 1)D22 > 0; (8a)��A3D11+BA (B�1)D22�2�4A2BD11D22 � 0: (8b)Îïðåäåëÿåìûå íåðàâåíñòâàìè (8a) è (8b) òüþðèíãîâ�ñêèå îáëàñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå êî�ý��èöèåíòîâ äè��óçèè (D11; D22) èçîáðàæåíû íàðèñ. 1 ïðè îáû÷íûõ äëÿ áðþññåëÿòîðà çíà÷åíèÿõ Aè B (ðèñ. 1a) è â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà íàõîäèòñÿâ ñîñòîÿíèè âáëèçè áè�óðêàöèè Õîï�à, ò. å. ïðè B,íåìíîãî ìåíüøåì BH (ðèñ. 1á ). Â ïåðâîì ñëó÷àå ãðà�íèöà òüþðèíãîâñêîé îáëàñòè ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿäè��óçèîííûõ êîý��èöèåíòîâ çíà÷èòåëüíî îòêëî�íÿåòñÿ îò ãðàíèöû îáëàñòè äëÿ ñòàíäàðòíîé ñèñòå�ìû ñ îáû÷íîé ëèíåéíîé äè��óçèåé, â òî âðåìÿ êàêâî âòîðîì ñëó÷àå îíà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ íåé.Èç èëëþñòðàöèé òàêæå ñëåäóåò, ÷òî âîçíèêíîâåíèåíåóñòîé÷èâîñòè è îáðàçîâàíèå ñòðóêòóð ïðîèñõîäèòïðè áûñòðî äè��óíäèðóþùåì èíãèáèòîðå v è ìåä�ëåííî äè��óíäèðóþùåì àêòèâàòîðå u, ò. å. êîãäàD11 < D22, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíîìó çíà÷å�íèþ îòíîøåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè íåóñòîé÷èâîñòè
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�èñ. 1. Áðþññåëÿòîð. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü(D11; D22) ïðè (a) A = 4; B = 13 è (á ) A = 4,B = 15:5 (BH = 16) ñ òüþðèíãîâñêîé îáëà-ñòüþ, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâàìè (8a) è (8b), ãäåæèðíàÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ � ãðàíèöà, ñîîòâåòñòâóþ-ùàÿ (8a), à äâå òîíêèå ëèíèè � (8b). Ñåðûå ëèíèè �ãðàíèöû äëÿ ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àÿ ñèñòåìû ñ ëèíåé-íîé äè��óçèåé. T � òüþðèíãîâñêàÿ îáëàñòüÒüþðèíãà â ìîäåëè ñ îáû÷íîé ëèíåéíîé äè��óçèåé.Äåéñòâèòåëüíî, êàê ëåãêî çàìåòèòü, óñëîâèå âîçíèê�íîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïðè íåñòàíäàðòíîì çíà÷å�íèè D11=D22 > 1 (ñì. �îðìóëó (43) â ðàáîòå [10℄)880



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013 Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà â ðåàêöèîííî-äè��óçèîííûõ ñèñòåìàõ : : :äëÿ ñèñòåìû (2) äàåò íåðàâåíñòâîA2 < B � 11 + 1=pB ;êîòîðîå íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî ñ òðå�áîâàíèåì îòñóòñòâèÿ îñöèëëÿöèé èç-çà áè�óðêàöèèÕîï�à, A2 > B � 1, êîãäà B > 1. Ïîñëåäíåå óñëîâèå(ïîëîæèòåëüíîñòüB�1) íåîáõîäèìî äëÿ ñîõðàíåíèÿïðàâèëüíîé ñèãíàòóðû �++��� ÿêîáèàíà äëÿ ñèñòåì òè�ïà êðîññ-àêòèâàòîð�èíãèáèòîð, ê êîòîðûì îòíîñèò�ñÿ áðþññåëÿòîð.Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå BT , ïðè êîòîðîì âîçíèêà�åò íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà, îïðåäåëÿåòñÿ èç (8b)ñî çíàêîì ðàâåíñòâà. Äàííîå óðàâíåíèå óäîáíî ïðåä�ñòàâèòü â âèäå� = 1A4 hBT (BT + 1)� 2(BT )3=2i : (9)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå � äëÿ îòíîøåíèÿ êîý���èöèåíòîâ äè��óçèè, � � D11=D22, è ïåðåä ÷ëåíîì2(BT )3=2 âûáðàí çíàê ¾ìèíóñ¿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òðå�áîâàíèåì (8a), îòáèðàþùèì âåðõíþþ ëåâóþ ëèíèþíà ðèñ. 1 èç äâóõ ãðàíèö, îïèñûâàåìûõ (8b), äëÿ ïî�ðîãà áè�óðêàöèè. Çíàÿ BT , ëåãêî íàéòè k2 êàêk2 = ApBT D11D22 : (10)Âû÷èñëåííûå ïî (9) è (10) êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿBTè k2 , íàðÿäó ñ êîý��èöèåíòàìè D11; D22 è A, ÿâëÿ�þòñÿ îñíîâíûìè ïàðàìåòðàìè äëÿ ñëàáî íåëèíåéíî�ãî àíàëèçà ïðè ïîëó÷åíèè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèéäëÿ äàííîé ðåàêöèîííî-äè��óçèîííîé ñèñòåìû.Äëÿ âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà íåóñòîé÷èâîñòè íåîá�õîäèìî âû÷èñëèòü êîý��èöèåíò g (òî÷íåå, îïðåäå�ëèòü åãî çíàê) â àìïëèòóäíîì óðàâíåíèè (6). Äëÿýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [14℄, â êî�òîðûõ íàäî ïîëîæèòü D̂11 ! u0D11, D̂22 ! v0D22è Q11 ! D11, Q22 ! D22. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ gçàïèøåòñÿ â âèäåg = 11+�� ��2(1��)�BTA +�A��k2D11� â2 ++ �2(1��)A���k2D22� (b̂0+b̂2)+3�(1��)� ; (11)ãäå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:� = � 1A2 �BT � 1� k2AD11� ; (12a)� = 1BT �BT � 1� k2AD11� ; (12b)

b̂0 = � 2A2 �BTA + 2�A� : (13)Âûðàæåíèÿ äëÿ â2 è b̂2 ñîâïàäàþò ñ âûâåäåííûìèâ ðàáîòå [14℄ è ïðèâîäÿòñÿ çäåñü ñ öåëüþ ïîëíîòûíàáîðà �îðìóë äëÿ ðàñ÷åòà:â2 = � 1det� (G1�22 �G2�12) ; (14a)b̂2 = � 1det� (G2�11 �G1�21) : (14b)Â �îðìóëàõ (14a) è (14b) G1;2 âû÷èñëÿþòñÿ èç ñîîò�íîøåíèé G1 = BT =A+ 2�A� 2k2D11; (15a)G2 = �BT =A� 2�A� 2k2D22; (15b)à ýëåìåíòû �ij , i; j = 1; 2, îáðàçóþò ìàòðèöó âèäà� ==  BT �1�4k2AD11 A2�BT �A2�4k2(BT =A)D22! : (16)�åçóëüòàò âû÷èñëåíèé äëÿ ãðàíèöû ìåæäó ñó�ïåð- è ïîäêðèòè÷åñêîé áè�óðêàöèÿìè, îïðåäåëÿå�ìîé íóëåâûì çíà÷åíèåì g èç (11), ïðåäñòàâëåí ãðà��è÷åñêè íà ðèñ. 2 äëÿ äâóõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ, èñ�ïîëüçîâàííûõ ïðè ïîëó÷åíèè ðèñ. 1, â ñðàâíåíèè ñäàííûìè äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ñ ëèíåéíîé äè���óçèåé, êëàññè÷åñêîãî áðþññåëÿòîðà, âçÿòûìè èçäèññåðòàöèè [16℄. Ïðèâåäåííûå çäåñü èëëþñòðàöèèïîêàçûâàþò, ÷òî â èññëåäóåìîé â íàñòîÿùåé ðàáîòåñèñòåìå îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ g, ñîîòâåòñòâóþùàÿñâåðõêðèòè÷åñêîé áè�óðêàöèè, ïîêðûâàåò âñþ çîíóòüþðèíãîâñêèõ ñòðóêòóð, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìîäå�ëè ñî ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé äè��óçèåé òüþðèíãîâ�ñêèå ñòðóêòóðû ìîãóò âîçíèêàòü êàê â ñóïåðêðèòè�÷åñêîé, òàê è â ïîäêðèòè÷åñêîé îáëàñòÿõ áè�óðêà�öèè. 2.2. ÎðåãîíàòîðÄâóõêîìïîíåíòíûé îðåãîíàòîð èìååò ñëåäóþ�ùèå ðåàêöèîííûå �óíêöèè:F1(u; v) = 1" �u�u2�fvu�qu+q� ; F2(u; v) = u�vñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè q, f è ". Ïîëîæå�íèå ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîìu0 = v0 == 12 h1� q � f +p(1� q � f)2 + 4q(1 + f) i ; (17)881
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�èñ. 2. Áðþññåëÿòîð. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü(D11; D22) ïðè (a) A = 4, B = 13 è (á ) A = 4,B = 15:5 (BH = 16) ñ ãðàíèöåé g = 0 (ñåðûå ëè-íèè) ìåæäó ñóïåð- è ïîäêðèòè÷åñêîé áè�óðêàöèÿ-ìè. Æèðíîé ñåðîé ëèíèåé îòìå÷åíà ãðàíèöà, âû-÷èñëåííàÿ äëÿ èññëåäóåìîé â äàííîé ðàáîòå ìîäå-ëè, à òîíêîé ñåðîé ëèíèåé � ãðàíèöà äëÿ ñòàíäàðò-íîãî ñëó÷àÿ ñèñòåìû ñ ëèíåéíîé äè��óçèåé, âû-÷èñëåííàÿ ïî �îðìóëàì èç [16℄. Îáëàñòü îòðèöà-òåëüíûõ g, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâåðõêðèòè÷åñêîé áè-�óðêàöèè, ðàñïîëîæåíà ñëåâà è âûøå æèðíîé ñåðîéëèíèè. ×åðíûå ëèíèè � ãðàíèöû (8a), (8b) ñ òüþ-ðèíãîâñêîé îáëàñòüþ èç ðèñ. 1. T � òüþðèíãîâñêàÿîáëàñòü

à ÿêîáèàí � ìàòðèöåéJ =  "H =" �"�="1 �1 ! ; (18)â êîòîðîé èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ"� = f u0 � qu0 + q ; "H = 1� 2u0 � 2qfu0(u0 + q)2 (19)äëÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà " ïðè íà�ñòóïëåíèè íåóñòîé÷èâîñòè Õîï�à. Äëÿ îðåãîíàòîðàóñëîâèå tr J < 0 îãðàíè÷èâàåò çíà÷åíèÿ " ïîñðåä�ñòâîì íåðàâåíñòâà " > "H , à òðåáîâàíèå det J > 0äàåò îãðàíè÷åíèå "H < "� íà ïàðàìåòðû q, f è ".Ñ ó÷åòîì ý��åêòèâíîé ìàòðèöû äè��óçèè (4) èÿêîáèàíà (18) íåðàâåíñòâà (3a), (3b) çàïèñûâàþòñÿâ âèäå�D11 + "H" D22 > 0; (20a)��D11+"H" D22�2�4"D11D22 �"��"H � � 0: (20b)Òüþðèíãîâñêàÿ îáëàñòü îðåãîíàòîðà ñõîäíà ïî �îð�ìå è ðàñïîëîæåíèþ ñ îáëàñòüþ äëÿ áðþññåëÿòîðàè îòäåëüíî íå ïîêàçàíà. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ áðþñ�ñåëÿòîðà îíà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïðè âîññòàíîâëå�íèè ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé äè��óçèè, ïîñêîëüêó âñèëó u0 = v0 â ý��åêòèâíîé äè��óçèîííîé ìàòðè�öå �àêòîð u0 ïðè êîý��èöèåíòàõ äè��óçèè â (3)èñêëþ÷àåòñÿ èç íåðàâåíñòâ (20a) è (20b).Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå "T ïàðàìåòðà " äëÿíåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà íàõîäèòñÿ èç �îðìó�ëû (20b):"T = 1� �2"� � "H � 2q"�("� � "H ) � ; (21)ãäå âûáðàí çíàê ¾ìèíóñ¿ ïåðåä êâàäðàòíûì êîðíåìâ ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèåì (20a). Îïðåäåëèâ êðè�òè÷åñêîå çíà÷åíèå "T , ìîæíî âû÷èñëèòü k2 êàêk2 = 1u0pD11D22s"� � "H"T (22)è, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ñëàáî íåëèíåéíîãî àíàëèçà,íàéòè êîý��èöèåíò g, êîòîðûé â ñëó÷àå îðåãîíàòî�ðà ìîæåò áûòü çàïèñàí â �îðìåg = 11 + �� �(F uu1 + �F uv1 � k2D11)(â0 + â2) ++ (F uv1 ���k2D22)(â0+b̂2)+F uuu1 +3�F uuv12 � : (23)882



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013 Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà â ðåàêöèîííî-äè��óçèîííûõ ñèñòåìàõ : : :Çäåñü âûðàæåíèÿ äëÿ � è � ïðèíèìàþò âèä� = "H"� � k2u0D11 "T"� ; (24a)� = k2u0D11 � "H"T ; (24b)â òî âðåìÿ êàêâ0 = "T"� � "H (F uu1 + 2�F uv1 ) ; (25)è â2, b̂2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (14a), (14b), âêîòîðûõ G1 = F uu1 =2 + �F uv1 � 2k2D11; (26a)G2 = �2k2D22; (26b)à ìàòðèöà � ðàâíà� =  "H ="T � 4k2u0D11 �"�="T1 �1� 4k2u0D22! : (27)Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå âûðà�æåíèÿ äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ðåàêöèîííûõ �óíê�öèé îðåãîíàòîðà, âû÷èñëåííûå â ðàáîòå [17℄:F uu1 = ��2F1(u; v)�u2 �u0;"T == � 2"T �1� 2qfu0(u0 + q)3 � ; (28a)F uv1 = ��2F1(u; v)�u�v �u0;"T = � 2"T qf(u0 + q)2 ; (28b)F uuu1 = ��3F1(u; v)�u3 �u0;"T = � 12"T qfu0(u0 + q)4 ; (28)F uuv1 = ��3F1(u; v)�u2�v �u0;"T = 4"T qf(u0 + q)3 : (28d)Ïðè âû÷èñëåíèè ïî �îðìóëàì (23)�(28) îáíà�ðóæèâàåòñÿ, ÷òî g < 0 âî âñåé ïàðàìåòðè÷åñêîéîáëàñòè (D11; D22) ïðè òèïè÷íûõ äëÿ îðåãîíàòîðàçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ q; f è ", ò. å. òüþðèíãîâñêàÿíåóñòîé÷èâîñòü âñþäó èìååò ñóïåðêðèòè÷åñêèé õà�ðàêòåð è êóáè÷åñêîå àìïëèòóäíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåò�ñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû. Â ýòîì êàð�äèíàëüíîå îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ îòðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ âûøå äëÿ áðþññåëÿòîðà.3. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒüþðèíãîâñêèå îáëàñòè, ïîëó÷åííûå â äàííîéðàáîòå, îáëàäàþò ïðîñòîé ãåîìåòðèåé, îáóñëîâëåí�íîé �îðìîé îïðåäåëÿþùèõ èõ íåðàâåíñòâ. Áî�ëåå ñëîæíûå ïî �îðìå è ðàñïîëîæåíèþ îáëàñòè

áûëè îáíàðóæåíû íåäàâíî [18℄ â ïðîñòðàíñòâåêðîññ-äè��óçèîííûõ êîý��èöèåíòîâ (D12; D21) âðåàêöèîííî-äè��óçèîííîé ñèñòåìå ñ íåëèíåéíîéêðîññ-äè��óçèåé. Â òàêîé ñèñòåìå âû÷èñëåíèÿ äëÿáðþññåëÿòîðà è îðåãîíàòîðà äàþò ðàçíûå ðåçóëüòà�òû, ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷è�âîñòè � îáîáùåííûõ íà ýòîò ñëó÷àé íåðàâåíñòâàõ(3a), (3b) � ó÷èòûâàþòñÿ íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòûâ ÿêîáèàíàõ, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ çíàêîì. Â áîëååæå îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìû ñ íåëèíåéíûì äè��óçèîí�íûì òðàíñïîðòîì [19℄ äàæå ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé�÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåòðèâèàëüíóþ ïðîöå�äóðó.Òüþðèíãîâñêèå ñòðóêòóðû, âîçíèêàþùèå â ñè�ñòåìå â ðåçóëüòàòå ïîòåðè åå óñòîé÷èâîñòè, ìîãóòáûòü ðàçëè÷íîãî òèïà. Â äàííîé ðàáîòå áûëè ðàñ�ñìîòðåíû îäíîìåðíûå ðåàêöèîííî-äè��óçèîííûåóðàâíåíèÿ, ïîýòîìó çäåñü óìåñòíî ãîâîðèòü îá îäíî�ìåðíûõ ñòðóêòóðàõ, î ïîëîñàõ. Îäíàêî ïîëîñû ÿâëÿ�þòñÿ ïðîòÿæåííûìè ñòðóêòóðàìè, ò. å., ñòðîãî ãîâî�ðÿ, äâóìåðíûìè, è äîëæíû îïèñûâàòüñÿ àìïëèòóä�íûì óðàâíåíèåì òèïà óðàâíåíèÿ Íüþýëëà �Óàéòõå-äà �Ñåãåëà (Newell�Whitehead�Segel) [20, 21℄. Òåì íåìåíåå, ðåçóëüòàòû âûïîëíåííîãî àíàëèçà îñòàþòñÿñïðàâåäëèâûìè è â ýòîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó óðàâíå�íèå Íüþýëëà �Óàéòõåäà �Ñåãåëà ìîæåò áûòü ïîëó�÷åíî èç îäíîìåðíîãî àìïëèòóäíîãî óðàâíåíèÿ (6)ïóòåì ïðîñòîé òðàíñ�îðìàöèè ïðîñòðàíñòâåííîéïðîèçâîäíîé, à âñå êîý��èöèåíòû â íåì îñòàþòñÿïðè ýòîì íåèçìåííûìè [22℄ (â ÷àñòíîñòè, êîý��è�öèåíò g, íåîáõîäèìûé äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðàíåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà).Òüþðèíãîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü îòíîñèòñÿ ê äè���óçèîííûì íåóñòîé÷èâîñòÿì, êîòîðûå ïðèâîäÿò êîáðàçîâàíèþ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð. Äðóãîé òèïäè��óçèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè, âîëíîâàÿ íåóñòîé�÷èâîñòü [15℄, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé [23℄ êîòîðîéíàáëþäàþòñÿ ñòîÿ÷èå èëè áåãóùèå âîëíû [24, 25℄,ìîæåò ÿâëÿòüñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì èññëå�äîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè.Â çàêëþ÷åíèå àâòîð õîòåë áû èñêðåííå ïîáëàãî�äàðèòü Âåðíåðà Õîðñòõåìêå (Werner Horsthemke) çàïðåäîñòàâëåíèå ðàáîòû [10℄, êîòîðàÿ ïîñëóæèëà òå�ìîé äëÿ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. A. M. Turing, Philos. Trans. Roy. So. London, Ser.B 237, 37 (1952).883
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