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�ÅÎÌÅÒ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÀ ÒÎÍÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈÂ ÌÅÒ�ÈÊÅ �ÅÉÑÑÍÅ�À�ÍÎ�ÄÑÒ�ÅÌÀÑ. Â. ×åðíîâ *Àñòðîêîñìè÷åñêèé öåíòð, Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117997, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 8 ìàÿ 2013 ã.�àññìàòðèâàåòñÿ ãåîìåòðîäèíàìèêà òîíêîé, ïûëåâîé, ýëåêòðîíåéòðàëüíîé îáîëî÷êè â ìåòðèêå çàðÿæåí-íîé ÷åðíîé äûðû �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà òîíêîé îáîëî÷êè èñïîëüçóåòñÿ�îðìàëèçì Àðíîâèòòà�Äåçåðà �Ìèçíåðà. Âûâîäèòñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî âîëíîâîå óðàâ-íåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Íàéäåíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèåðåøåíèÿ.DOI: 10.7868/S00444510131100721. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü òîíêèõ îáîëî�÷åê, ñóòü êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â ÷å�òûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ðàññìàòðèâàåò�ñÿ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü �,êîòîðàÿ äåëèò äàííîå ìíîãîîáðàçèå íà äâå îáëàñòè,�in� è �out�. Ýòà áåñêîíå÷íî òîíêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüîáëàäàåò êîíå÷íîé ìàññîé è ýíåðãèåé, ýâîëþöèÿ êî�òîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà. Âïåð�âûå òàêóþ ìîäåëü ðàññìàòðèâàë Èçðàýëü â ðàáî�òå [1℄ (ñì. òàêæå [2℄), îêîí÷àòåëüíûé æå �îðìàëèçìòîíêèõ îáîëî÷åê áûë ñîçäàí â ðàáîòå [3℄. Â ñàìîìïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ìàëîìàññèâíàÿ îáîëî÷êàðàçäåëÿåò ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Ìèíêîâñêî�ãî, çàïîëíåííîå èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, òîíêàÿ îáî�ëî÷êà îïèñûâàåò óäàðíóþ âîëíó [4℄. Â îáùåì ñëó÷àåòîíêàÿ îáîëî÷êà ïðåäñòàâëÿåò áîëåå ñëîæíóþ êîí��èãóðàöèþ. Êëàññè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ òàêîé îáîëî÷�êè â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàññìàòðèâàëàñü âîìíîãèõ ðàáîòàõ [5�8℄.Â ýòîé ñòàòüå íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü áóäóò èíòå�ðåñîâàòü íå êëàññè÷åñêèå, à êâàíòîâûå àñïåêòû òîí�êîé îáîëî÷êè. Â òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê ñóùåñòâó�åò äâà ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ êâàíòîâûõ ñâîéñòâ.Ïåðâûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ¾èãðóøå÷íûì¿,íî â åãî îñíîâå ëåæèò âïîëíå �èçè÷åñêîå òðåáîâà�íèå, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, èçìåðÿåìàÿ íà�áëþäàòåëåì íà áåñêîíå÷íîñòè, ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíè�*E-mail: 
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àíîì. À çíàÿ ãàìèëüòîíèàí, ìîæíî âûâåñòè âîëíî�âîå óðàâíåíèå. Âîëíîâîå óðàâíåíèå â òàêîé ñèñòåìåÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêàñî ñäâèãîì âäîëü ìíèìîé îñè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿòàêîé ¾èãðóøå÷íîé¿ ìîäåëè ìîæíî äîâîëüíî ëåãêîïîëó÷èòü âïîëíå �èçè÷åñêèå âîëíîâûå �óíêöèè èñïåêòð ìàññ ÷åðíûõ äûð [9�12℄.Âòîðîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñòðîãèì è çàêëþ�÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè �îðìàëèçìà Àðíîâèòòà �Äå-çåðà �Ìèçíåðà (ÀÄÌ) ê êâàíòîâàíèþ òîíêîé îáî�ëî÷êè. Èñõîäÿ èç äåéñòâèÿ Ýéíøòåéíà ��èëüáåðòà,ñ ïîìîùüþ ÀÄÌ-�îðìàëèçìà óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ãà�ìèëüòîíèàí òîíêîé îáîëî÷êè, à çàòåì è âûïèñàòüâîëíîâîå óðàâíåíèå, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ óðàâ�íåíèåì ðàçíîñòíîãî òèïà âòîðîãî ïîðÿäêà. Â îò�ëè÷èå îò ïåðâîãî ïîäõîäà, çäåñü âîëíîâûå �óíê�öèè ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþò çàäàííîå ìíîãîîáðàçèå.Íàïðèìåð, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿØâàðöøèëüäà, òî âîëíîâûå �óíêöèè áóäóò ïîêðû�âàòü âñå ìíîãîîáðàçèå, âêëþ÷àÿ êðîòîâûå íîðû èáåëûå äûðû. Ïîýòîìó â äàííîì ïîäõîäå äîâîëüíîòðóäíî ïîëó÷èòü òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿè ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ðàçíîîáðàçíûå ïðè�áëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíå�íèÿ [13�16℄.Õîòÿ ýòè äâà ïîäõîäà äîâîëüíî ñèëüíî îòëè÷àþò�ñÿ äðóã îò äðóãà, îíè îáëàäàþò ìíîãèìè îäèíàêîâû�ìè ñâîéñòâàìè. Òàê, íàïðèìåð, âîëíîâîå óðàâíåíèåâ îáîèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðàçíîñòíîãîòèïà âòîðîãî ïîðÿäêà ñî ñäâèãîì âäîëü ìíèìîé îñè.Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïà�äàþò [12℄.951



Ñ. Â. ×åðíîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013Â ýòîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ãåîìåòðîäèíàìèêàòîíêîé îáîëî÷êè â ìåòðèêå çàðÿæåííîé ÷åðíîé äû�ðû �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà. Âûâîäèòñÿ è èññëåäóåò�ñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, âîëíî�âîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðàçíîñòíîãî òè�ïà èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, äè��åðåíöèàëüíûì óðàâ�íåíèåì áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. È åñëè â ïðåäûäóùèõðàáîòàõ âîëíîâîå óðàâíåíèå èññëåäîâàëîñü ñâåäåíè�åì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ê äè��åðåíöèàëüíîìóóðàâíåíèþ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà äî âòî�ðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó âäîëüìíèìîé îñè [13�16℄, òî çäåñü èññëåäóåòñÿ îáùåå ðàç�íîñòíîå óðàâíåíèå è ñòðîÿòñÿ íåêîòîðûå òî÷íûå àíà�ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.Â ðàáîòå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ (àíà�ëîãè÷íî [13, 16℄): îáëàñòü I : r < r̂ � ", îáëàñòü II :r > r̂ + ", îáëàñòü III : r̂ � " < r < r̂ + ". Ïðè " ! 0îáëàñòü III ! �. Âåçäå íèæå êâàäðàòíàÿ ñêîáêàîçíà÷àåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå[A℄ = lim"!0(A(r̂ + ")�A(r̂ � ")):2. �ÅÎÌÅÒ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÀ ÒÎÍÊÎÉÎÁÎËÎ×ÊÈ�àññìîòðèì ìîäåëü òîíêîé ïûëåâîé ýëåêòðî-íåéòðàëüíîé îáîëî÷êè â ìåòðèêå �åéññíåðà �Íîðä-ñòðåìà. Îáîëî÷êà çàäàåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ�, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ �åéñ-ñíåðà �Íîðäñòðåìà íà äâå îáëàñòè �in� è �out�ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäàÿ îáëàñòü áóäåò îïèñûâàòüñÿìåòðèêîé çàðÿæåííîé ÷åðíîé äûðû �åéññíå-ðà �Íîðäñòðåìàds2out;in = �fdt2 + dr2f + r2d
;ãäå f = 1� 2min;outr + Q2in;outr2è ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: min;out � ìàññà÷åðíîé äûðû âíóòðè è âíå îáîëî÷êè, Qin;out � çà�ðÿä ÷åðíîé äûðû âíóòðè è âíå îáîëî÷êè. Êàê ñêàçà�íî âûøå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðîíåéòðàëüíóþîáîëî÷êó, ñëåäîâàòåëüíî, çàðÿäû ÷åðíûõ äûð âíå èâíóòðè îáîëî÷êè ðàâíû: Qin = Qout.Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òàêîé ñèñòåìûçàïèøåì äåéñòâèå. Ïîëíîå äåéñòâèå åñòü ñóììà äåé�ñòâèé ãðàâèòàöèîííîé, ýëåêòðîìàãíèòíîé ÷àñòåé èäåéñòâèÿ îáîëî÷êè (â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçî�âàòü ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà, ïî�ñòîÿííàÿ Ïëàíêà è ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ ðàâ�íû åäèíèöå, 
 = h = G = 1) [17℄:

S = Sgr + Sem + Sshell = 116� �� ZI+II+III p�g(R� F��F��) d4x�M Z� d�; (1)ãäå � � ñîáñòâåííîå âðåìÿ íàáëþäàòåëÿ íà îáîëî÷�êå, M � ïîëíàÿ ìàññà îáîëî÷êè, R � ñêàëÿð êðè�âèçíû, F�� � òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, g �îïðåäåëèòåëü ìåòðèêè. Ê ýòîìó äåéñòâèþ íåîáõîäè�ìî äîáàâèòü ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû íà áåñêîíå÷íîñòè[18℄. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû íåèçìåíÿþò äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îíè íåîáõîäè�ìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíûõ àñèìïòîòèê. Â ðàáî�òå [19℄ èññëåäîâàëàñü ýòà ïðîáëåìà è áûëè ïîëó÷å�íû âñå íåîáõîäèìûå ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû, êîòîðûåíåîáõîäèìî äîáàâèòü â äåéñòâèå (ñì. òàêæå [16, 20℄).Ïîýòîìó ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ çäåñü ýòîé ïðîáëå�ìû. Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå ïî�âåðõíîñòíûå ÷ëåíû äîáàâëåíû â äåéñòâèå.Äëÿ êâàíòîâàíèÿ òîíêîé îáîëî÷êè ñ ïîìîùüþÀÄÌ-�îðìàëèçìà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ�îðìà ÀÄÌ-ìåòðèêè, êîòîðàÿ èìååò õîðîøîèçâåñòíûé âèä:ds2 = �N2dt2 + L2(dr +Nrdt)2 +R2d
: (2)Â ýòîé ìåòðèêå �óíêöèÿ õîäà N , ñäâèãà Nr, L è Rçàâèñÿò îò äâóõ ïåðåìåííûõ t è r è ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî âñå ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû íåïðåðûâíû íàîáîëî÷êå. Ïðîèçâîäíûå æå îò íèõ ìîãóò èìåòü ðàç�ðûâ íà îáîëî÷êå. Äëÿ ýòîé ìåòðèêè (2) ïîëíîå äåé�ñòâèå (1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå [13; 16; 19; 20℄S = ZI+II+III�PL _L+PR _R�NHgr�NrHgrr +P rAr;t��NHem �NrHemr � �(P r);r� dr dt++ Z�  �̂ _̂r � N̂ 0� R̂[R0℄L̂ +sM2 + �̂2L̂2 1A++ N̂r �L̂[PL℄ + �̂�� [AtP r℄! dt; (3)ãäå ââåäåíû ñòàíäàðòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñóïåðãà�ìèëüòîíèàíà è ñóïåðèìïóëüñà ãðàâèòàöèîííîãî èýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ [13; 16; 19℄:952



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013 �åîìåòðîäèíàìèêà òîíêîé îáîëî÷êè : : :Hgr = �LP 2L2R2 � PLPRR �++ �RR0L �0 � L2 � (R0)22L ! ;Hgrr = PRR0 � LP 0L; Hem = L(P r)22R2 ;Hemr = �Ar(P r);r; � = �At +NrAr: (4)
Øëÿïêà íàä áóêâîé îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå äàííîéâåëè÷èíû áåðåòñÿ íà îáîëî÷êå. Ñîïðÿæåííûå èì�ïóëüñû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:PN = ÆSÆ _N = 0; PNr = ÆSÆ _Nr = 0;PL = ÆSÆ _L = RN �R0Nr � _R� ; PL̂ = ÆSÆ _̂L = 0;PR = ÆSÆ _R = LN �R0Nr� _R�+RN �(LNr)0� _L� ;�̂ = ÆSÆ _̂r = ML̂2(N̂r + _̂r)qN̂2 � L̂2(N̂r + _̂r)2 ;PR̂ = ÆSÆ _̂R = 0; P r = ÆSÆ _Ar = R2Ar;t �At;rNL ; (5)
ãäå øòðèõ (a0) îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî r,à òî÷êà íàä áóêâîé ( _a) � äè��åðåíöèðîâàíèå ïî t.�àññìîòðèì äåéñòâèå (3). Â ýòîì äåéñòâèè ïåðåìåí�íûå N , Nr, N̂ , N̂ , � ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàí�æà. Çäåñü, êàê âèäíî, ïîìèìî îáû÷íûõ ìíîæèòåëåéËàãðàíæà, âõîäÿò ìíîæèòåëè, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿ�çàííûå ñ îáîëî÷êîé. Åñëè âàðüèðîâàòü äåéñòâèå ïîìíîæèòåëÿì Ëàãðàíæà, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ãà�ìèëüòîíîâû ñâÿçè:H = Hgr +Hem = 0; Hr = Hgrr +Hemr = 0;Ĥ = R̂[R0℄L̂ +sM2 + �̂2L̂2 = 0;Ĥr = L̂[PL℄ + �̂ = 0; (P r);r = 0: (6)Ýòî åñòü êàê ðàç òå èñêîìûå ñâÿçè, äåéñòâèÿ êî�òîðûõ íà âîëíîâûå �óíêöèè ðàâíû íóëþ (ò. å. ãà�ìèëüòîíèàíû). Ïåðâûå òðè ñâÿçè � ýòî îáû÷íûåÀÄÌ-ñâÿçè [19℄, à ïîñëåäíèå äâå ñâÿçè ïîÿâëÿþòñÿçäåñü áëàãîäàðÿ ïðèñóòñòâèþ îáîëî÷êè [13, 16℄. Ýòîñâÿçè íà îáîëî÷êå.Ïåðåïèøåì ïîëíîå äåéñòâèå âñåé ñèñòåìû (3), èñ�ïîëüçóÿ ãàìèëüòîíîâû ñâÿçè. Â ðåçóëüòàòå îñòàíóò�ñÿ ñëåäóþùèå ñëàãàåìûå:

S = ZI+II+III �PL _L+ PR _R+ P rAr;t� dr dt++ Z� ��̂ _̂r � [AtP r℄� dt: (7)Òàêàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ íàçûâàåòñÿ �îðìîé Ëèóâèë�ëÿ. Òî÷íî òàêîå âûðàæåíèå äëÿ ìåòðèêè Øâàðö-øèëüäà áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ [13, 16℄. Åäèí�ñòâåííîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ó íàñ äî�áàâèëèñü ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ çàðÿäîì, òàê êàêìû ðàññìàòðèâàåì çàðÿæåííóþ ÷åðíóþ äûðó. Äà�ëåå íàì íåîáõîäèìî ñäåëàòü êàíîíè÷åñêóþ çàìåíóïåðåìåííûõ, äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü ãàìèëüòîíî�âû ñâÿçè â êàíîíè÷åñêîì âèäå. Äëÿ øâàðøèëüäîâ�ñêîé ÷åðíîé äûðû êàíîíè÷åñêàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõáûëà âûïîëíåíà â ðàáîòå [19℄, à äëÿ ÷åðíîé äûðû�åéññíåðà �Íîðäñòðåìà â ðàáîòå [21℄. Îáîáùàÿ ðå�çóëüòàòû äâóõ ïðèâåäåííûõ âûøå ðàáîò è çàìåíÿÿèìïóëüñû îïåðàòîðàìè, â ðåçóëüòàòå äîëãèõ âû÷èñ�ëåíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñâÿçè (ïîäðîáíûé âûâîäîïèñàí â ðàáîòå [22℄, ñì. òàêæå [13, 16℄). Ñâÿçè â îá�ëàñòÿõ I è II ðàâíû�	�R = 0; m0	 = 0; Q0	 = 0: (8)Èç ýòèõ ñâÿçåé âèäíî, ÷òî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ íå çà�âèñèò îò ðàäèóñà R(r), ìàññà è çàðÿä ÷åðíîé äûðûíå çàâèñèò îò ðàäèóñà r, à âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñâîäèò�ñÿ ê âèäó	 = Æ(m�min;out) Æ(Q�Qin;out):Íà îáîëî÷êå äåëî îáñòîèò çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå.Ïåðâàÿ ñâÿçü äàåò óðàâíåíèå�	�r̂ = 0: (9)È, òàêèì îáðàçîì, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ çàâèñèò òîëü�êî îò ñëåäóþùèõ ïåðåìåííûõ 	(min;mout; Q; Ŝ).Âòîðàÿ ñâÿçü íà îáîëî÷êå äàåò óðàâíåíèå2�Fout + Fin � M2R̂2 �	(S) ==pFinFouth	(Ŝ + i�) + 	(Ŝ � i�)i++pFinFout �(Ŝ + i�)	(Ŝ + i�) ++pFinFout �(Ŝ � i�)	(Ŝ � i�); (10)ãäå ââåäåíû ïåðåìåííûå Ŝ = R̂2=R20 è � = 2=R20, àR0 � íîðìèðîâî÷íûé ðàäèóñ. Çâåçäî÷êà ¾�¿ îçíà÷à�åò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Â ðàáîòàõ [13, 16℄ áûëî5 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11) 953



Ñ. Â. ×åðíîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013ïðèíÿòî, ÷òî R0 = Rg . Çäåñü ìû íå áóäåì êîíêðåòè�çèðîâàòü ýòîò íîðìèðîâî÷íûé ðàäèóñ. Òàêîå óðàâ�íåíèå ìû è áóäåì èññëåäîâàòü. Îíî ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ðàçíîñòíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïî�ðÿäêà [23, 24℄ è äëÿ ìåòðèêè �åéññíåðà �Íîðäñòðåìàçàïèøåòñÿ â âèäå2�2� 2min +moutR̂ + 2Q2 �M2R̂2 �	(Ŝ) == ei�in+i�outpjFinjjFoutj�	(Ŝ+i�)+	(Ŝ�i�)�++ e�i�in�i�outpjFinjjFoutj(Ŝ + i�)	(Ŝ + i�) ++ e�i�in�i�outpjFinjjFoutj(Ŝ � i�)	(Ŝ � i�); (11)ãäå �àçû îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:pF = pjF j exp(i�), äëÿ ÷åðíûõ äûð � = 0 â îá�ëàñòè R+, � = �=2 â îáëàñòè T�, � = � â îáëàñòèR�, � = ��=2 â îáëàñòè T+ è äëÿ êðîòîâûõ íîð� = � â îáëàñòè R+, � = ��=2 â îáëàñòè T�, � = 0 âîáëàñòè R�, � = �=2 â îáëàñòè T+ [13, 16℄. Ýòî ðàç�íîñòíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñëó÷àÿ íåçàðÿæåí�íîé ÷åðíîé äûðû èññëåäîâàëîñü â ðàáîòàõ [13, 16℄ïóòåì ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè 	(Ŝ � i�) äî âòîðîãîïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó �. Â ñëåäóþ�ùåì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì òàêîå óðàâíåíèå â áîëååîáùåì âèäå, ðàññìàòðèâàÿ âîëíîâóþ �óíêöèþ ïðèáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàäèóñà îáîëî÷êè.3. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ �ÅØÅÍÈßÂÎËÍÎÂÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈßÏåðåä òåì êàê ïðèñòóïèòü ê èññëåäîâàíèþ óðàâ�íåíèÿ (11), èçó÷èì ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèåâèäà 	(S + i�) + 	(S � i�) = 2	(S): (12)Êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, ýòî óðàâíåíèå èìååò òàêèåæå ñâîéñòâà, êàê è áîëåå îáùåå âîëíîâîå óðàâíå�íèå (11). Íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî âèäåòü, ÷òî óðàâ�íåíèå (12) ïîëó÷àåòñÿ èç âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (11)ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: 1) ïîëíàÿ ìàññàîáîëî÷êè M ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâñèñòåìû, 2) ìàññîé è çàðÿäîì ÷åðíîé äûðû ìîæíîïðåíåáðå÷ü. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ îïèñûâàåò ñëó÷àé äâè�æåíèÿ ìàëîìàññèâíîé îáîëî÷êè, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåòäâà (in è out) ïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèí�êîâñêîãî R+ (�in = �out = 0 äëÿ ÷åðíûõ äûð). Õîòÿïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî ðàññìàòðèâàþò êàê îá�ëàñòü R+, �îðìàëüíî ýòî äâèæåíèå ìîæíî ðàñïðî�ñòðàíèòü è íà ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç îáëàñòåé in èëèout ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ R� (�in = � èëè �out = � äëÿ

÷åðíûõ äûð). Äëÿ ýòîãî íàäî â óðàâíåíèè (11) èçíà�÷àëüíî âûáðàòü îäíó èç îáëàñòåé R� è óñòðåìèòüïàðàìåòðû ñèñòåìû m;Q;M ê íóëþ.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(12), ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ Ŝ = �i�y, â ðå�çóëüòàòå êîòîðîé óðàâíåíèå (12) ïðèìåò âèä	(y + 1) + 	(y � 1) = 2	(y): (13)Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå	 = AC1(y) +ByC2(y); (14)ãäå A, B � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à C1(y) == C1(y + 1), C2(y) = C2(y + 1) � ïåðèîäè÷åñêèå�óíêöèè ñ ïåðèîäîì 1. �àçëîæèì ýòè ïåðèîäè÷å�ñêèå �óíêöèè â ðÿä Ôóðüå,C(y) = 1Xk=�1 
k exp(2�iky); (15)è, äåëàÿ îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, çàïèøåì îá�ùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) â âèäå	(Ŝ)+ = A 1Xk=�1 
k exp �2�k Ŝ� !++BiŜ� 1Xk=�1 
k exp �2�k Ŝ� ! : (16)Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òîýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (12).�àññìîòðèì òåïåðü äðóãîå óðàâíåíèå, à èìåííî	(S + i�) + 	(S � i�) = �2	(S): (17)Ýòî óðàâíåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó óðàâíå�íèþ (12), åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ (11) ïðèòåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ. Òåïåðü îáîëî÷êà äâèæåò�ñÿ êàê â îáëàñòè R�, òàê è R+ äëÿ ñëó÷àÿ ÷åðíîéäûðû èëè æå ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèå â äâóõ îá�ëàñòÿõ R+ äëÿ ñëó÷àÿ êðîòîâîé íîðû. Çíàê ìèíóñâîçíèêàåò èç îäíîé èç �àç �in;out. Ëåãêî ïîêàçàòü,÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (12) òîëüêî �àçîâûì ìíîæèòåëåì (�1)y,êîòîðûé ïðåäñòàâèì â âèäå (�1)y = exp(i�y). Â ðå�çóëüòàòå ÷åãî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) çàïè�øåòñÿ â âèäå	(Ŝ)� =  A 1Xk=�1 
k exp �2�k Ŝ� !++BiŜ� 1Xk=�1 
k exp �2�k Ŝ� !! exp �� Ŝ� ! == 	(Ŝ)+ exp �� Ŝ� ! : (18)954



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013 �åîìåòðîäèíàìèêà òîíêîé îáîëî÷êè : : :Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäó�þùàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáîëî÷êà êîëëàïñèðóåò. Âïåðâîì ñëó÷àå ïðè äâèæåíèè â äâóõ îáëàñòÿõ R+îáîëî÷êà êîëëàïñèðîâàëà íà ìàëîìàññèâíóþ ÷åð�íóþ äûðó, à âî âòîðîì ñëó÷àå îáîëî÷êà äâèãàëàñüâ îáëàñòÿõ R+, R� è êîëëàïñèðîâàëà íà êðîòîâóþíîðó. Äëÿ íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà áåñêîíå÷�íîñòè, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îáîëî÷êè ïðè äâèæåíèèíà ÷åðíóþ äûðó áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøå, ÷åìïðè äâèæåíèè íà êðîòîâóþ íîðó è ñîîòâåòñòâåííîâåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáîëî÷êà ñêîëëàïñèðóåò íà÷åðíóþ äûðó áóäåò áîëüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü êîë�ëàïñà íà êðîòîâóþ íîðó. Áîëåå òî÷íî, âåðîÿòíîñòüðåàëèçàöèè ìíîãîîáðàçèÿ ñ ÷åðíîé äûðîé ýêñïîíåí�öèàëüíî áîëüøå, ÷åì ñ êðîòîâîé íîðîé.Òåïåðü èññëåäóåì óðàâíåíèå (11) â îáùåì âèäå.Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ F ìîæåò áûòüêàê äåéñòâèòåëüíîé, òàê è êîìïëåêñíîé (â òî÷êàõŜ�i�), íî òàê êàê ïîä êîðíåìpjF j ñòîèò ìîäóëü, òîýòî âûðàæåíèå âñåãäà áóäåò äåéñòâèòåëüíûì. Ïóñòüñíà÷àëà îáîëî÷êà äâèæåòñÿ â äâóõ îáëàñòÿõ R+, ò. å.

çíà÷åíèÿ �àçû ðàâíû íóëþ, �in = �out = 0, äëÿ÷åðíîé äûðû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáîëî÷êàíàõîäèòñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ÷åðíîé äûðû(Ŝ � R0). Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè óðàâíåíèå (11)ïðèìåò âèä	(S + i�) + 	(S � i�) == �2 + (mout �min)2 �M2R20S �	(S): (19)Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü ýòî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå,ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ Ŝ = �i�y. Â ðåçóëüòàòåóðàâíåíèå (19) ïðèìåò âèä	(y + 1) + 	(y � 1) == �2 + i (mout �min)2 �M2R20�y �	(y): (20)�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãèïåð�ãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ	(y) = A1C1(y)yF �1 + y; 2; i (mout �min)2 �M2�R20 �+A2C2(y)yF �1 + y; 2; i (mout �min)2 �M2�R20 ��� y�1Xk2=0 k2�1Yk1=12664�2 + i (mout �min)2 �M2�R20 + 2k1�F �2 + k1; 2; i (mout �min)2 �M2�R20 �(2 + k1)F �3 + k1; 2; i (mout �min)2 �M2�R20 � � 13775 : (21)Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè âåðõíåå çíà÷åíèå èí�äåêñà ñóììèðîâàíèÿ ìåíüøå íèæíåãî çíà÷åíèÿ, òîòàêàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ. Åñëè âåðõíåå çíà÷åíèå èí�äåêñà ïðîèçâåäåíèÿ ìåíüøå íèæíåãî çíà÷åíèÿ, òîòàêîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî åäèíèöå [24℄. Ôóíêöèè C1è C2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè �óíêöèÿìèñ ïåðèîäîì, ðàâíûì åäèíèöå. È ýòè �óíêöèè òàêæåìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â ðÿä Ôóðüå. Êðàòêî îïèøåìíàõîæäåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîä�ñòàíîâêîé, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî äëÿ âûðîæäåííîéãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè [25℄(
� a)�(a� 1; 
; x) + (2a� 
+ x)�(a; 
; x) == a�(a+ 1; 
; x); (22)ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå yF (: : : ) óäî�âëåòâîðÿåò èñêîìîìó óðàâíåíèþ. Çíàÿ îäíî ÷àñòíîåðåøåíèå, ìîæíî ïîíèçèòü íà åäèíèöó ïîðÿäîê ðàç�íîñòíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà âîñ�ïîëüçóåìñÿ àíàëîãîì �îðìóëû Àáåëÿ äëÿ ðàçíîñò�íîãî óðàâíåíèÿ (ìåòîä îïèñàí â � 5 ó÷åáíîãî ïîñî�

áèÿ [24℄). Äàëåå ïîëó÷èì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåð�âîãî ïîðÿäêà, îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ëåãêî íàéòè(ðåøåíèå ïðèâåäåíî â � 2 ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [24℄). Äëÿîêîí÷àòåëüíîé çàïèñè ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ñäåëàòüîáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ y = iŜ=�. Òàêæå ëåãêîïîêàçàòü, ÷òî ïðè(mout �min)2 = M2ðåøåíèå (21) ïåðåõîäèò â ðåøåíèå (14).Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà îáîëî÷êà äâè�æåòñÿ â îáëàñòÿõ R�, R+ äëÿ ñëó÷àÿ ÷åðíîé äûðû.�àçíîñòíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå	(S + i�) + 	(S � i�) == � �2 + (mout �min)2 �M2R20S �	(S): (23)Êàê óæå ãîâîðèëîñü, äëÿ ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ â ïëîñ�êîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò îò�ëè÷àòüñÿ îò ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ òîëüêî ìíîæè�955 5*
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