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Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈ Â ÇÀÄÀ×ÅÎ Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÊÎÌÏÎÇÈÒÎÂÁ. ß. Áàëàãóðîâ *Èíñòèòóò áèîõèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Ì. Ýìàíóýëÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19 àïðåëÿ 2013 ã.Ïðåäëîæåíî ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïëîòíîñòè òîêà è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, êîòîðîåîñòàâëÿåò áåç èçìåíåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîñòîÿííîãî òîêà. Ïîäáîðîì êîý��èöèåíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíóèç êîìïîíåíò êîìïîçèòà ìîæíî ñäåëàòü èçîòðîïíîé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè îáîáùåíèå ñòàíäàðòíîéòåîðèè ý��åêòèâíîé ñðåäû íà ñëó÷àé àíèçîòðîïíîãî êîìïîçèòà ñ âêëþ÷åíèÿìè ïðîèçâîëüíîé �îðìû.DOI: 10.7868/S004445101311014X1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÒåîðåòè÷åñêîå èçó÷åíèå ïðîâîäèìîñòè ñðàâíè�òåëüíî ìàëî èññëåäîâàííûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ àíè�çîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ íàòàëêèâàåòñÿ íà òå æå òðóä�íîñòè ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà, ÷òî è â èçîòðîï�íîì ñëó÷àå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà ý��åêòèâ�íîé ïðîâîäèìîñòè �̂e òàêîé ñðåäû íåîáõîäèìî ðå�øèòü óðàâíåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà â ðÿäå îáëàñòåéïðîèçâîëüíîé �îðìû ñ ïîñëåäóþùèì óäîâëåòâîðå�íèåì ñòàíäàðòíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíî�ñòè ðàçäåëà êîìïîíåíò. ßñíî, ÷òî ðåøèòü â ïîëíîìîáúåìå ïîäîáíóþ çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìèíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì äàæå â èçîòðîïíîìñëó÷àå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðè èññëåäîâàíèè ïðîâîäè�ìîñòè êîìïîçèòîâ èñïîëüçóþòñÿ ïðåæäå âñåãî ÷èñ�ëåííûå ìåòîäû � äîâîëüíî ãðîìîçäêèå êîìïüþòåð�íûå ýêñïåðèìåíòû. Ïðè ýòîì ïåðåõîä îò èçîòðîïíûõñèñòåì ê àíèçîòðîïíûì ñîïðîâîæäàåòñÿ ñóùåñòâåí�íûì óñëîæíåíèåì ðàñ÷åòîâ èç-çà óâåëè÷åíèÿ ÷èñ�ëà ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â çàäà÷ó. Òàê, åñëè â èçî�òðîïíîì ñëó÷àå áåçðàçìåðíàÿ ý��åêòèâíàÿ ïðîâî�äèìîñòü ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé äâóõ àðãóìåíòîâ (êîí�öåíòðàöèè è îòíîøåíèÿ ïðîâîäèìîñòåé êîìïîíåíò),òî â àíèçîòðîïíîì � øåñòè. Ïîýòîìó â çàäà÷å î ïðî�âîäèìîñòè àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ æåëàòåëåí ïî�èñê ñïîñîáîâ óïðîùåíèÿ êàê àíàëèòè÷åñêèõ, òàê è÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíî ïðåîáðàçîâàíèå*E-mail:balagurov�deom.
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êîîðäèíàò, ïëîòíîñòè òîêà è íàïðÿæåííîñòè ýëåêò-ðè÷åñêîãî ïîëÿ äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà, ñîõðàíÿþ�ùåå óðàâíåíèÿ ïîñòîÿííîãî òîêà. Â ïðåîáðàçîâàí�íîé òàêèì îáðàçîì ñèñòåìå ìåíÿþòñÿ êàê ïðîâî�äèìîñòè êîìïîíåíò, òàê è èõ ãåîìåòðèÿ. Ïîäáîðîìêîý��èöèåíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî â øèðîêîìäèàïàçîíå èçìåíÿòü ëîêàëüíûé òåíçîð ïðîâîäèìî�ñòè �̂(r). Â ÷àñòíîñòè, èñõîäíóþ àíèçîòðîïíóþ çà�äà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ¾ïîëóàíèçîòðîïíîé¿, â êîòî�ðîé îäíà èç êîìïîíåíò ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé. Ïå�ðåõîä ê òàêîé ñèñòåìå îñîáåííî óäîáåí äëÿ êîìïîçè�òà ñ äèýëåêòðè÷åñêèìè èëè èäåàëüíî ïðîâîäÿùèìèâêëþ÷åíèÿìè, êîãäà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ âíåøíåéçàäà÷åé. Â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå ïðèõîäèì ê çà�äà÷å îá ýëåêòðîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ñ èçîòðîïíîéìàòðèöåé è âêëþ÷åíèÿìè òîé æå (èñõîäíîé) ïðîâî�äèìîñòè, íî ñ èçìåíåííîé �îðìîé. Òåì ñàìûì èñ�õîäíî àíèçîòðîïíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîé èçî�òðîïíîé.Â �èçèêå ãåòåðîãåííûõ ñèñòåì äëÿ ïðèáëèæåííî�ãî êîëè÷åñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíîé ïðî�âîäèìîñòè èçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ øèðîêî èñïîëü�çóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ òåîðèÿ ý��åêòèâíîé ñðå�äû � ìåòîä ÅÌÀ (effe
tive medium approximation)[1℄. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [2℄ íà ïðèìåðå ðåøåòî÷�íûõ ìîäåëåé, ýòîò ìåòîä óäîâëåòâîðèòåëüíî îïè�ñûâàåò ïðîâîäèìîñòü íåóïîðÿäî÷åííûõ èçîòðîïíûõñèñòåì â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðà�öèè, çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòè ïîðîãà ïðîòåêà�íèÿ � òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà ìåòàëë�äèýëåêòðèê.Àíàëîãè÷íûé âûâîä ñäåëàí â ðàáîòå [3℄, ãäå èññëå�äîâàëàñü ïðîâîäèìîñòü íåóïîðÿäî÷åííîé àíèçîòðîï�1036



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013 Ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè â çàäà÷å î ïðîâîäèìîñòè : : :íîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè, êîòîðàÿ â îïðåäåëåííîéñòåïåíè ìîäåëèðóåò ñïëîøíóþ ñðåäó ñ âêëþ÷åíèÿìèâ âèäå ñ�åð. Â ðàìêàõ æå ñïëîøíîé ñðåäû ïðîâîäè�ìîñòü àíèçîòðîïíîãî êîìïîçèòà ñ âêëþ÷åíèÿìè ñ�å�ðè÷åñêîé �îðìû ìåòîäîì ÅÌÀ ðàññìàòðèâàëàñü âðàáîòå [4℄. Â òî æå âðåìÿ ïîäõîä ê ýòîé ïðîáëåìå âñëó÷àå âêëþ÷åíèé ïðîèçâîëüíîé �îðìû äî ñèõ ïîðîòñóòñòâîâàë.Ââåäåííîå â ðàáîòå ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèèïîçâîëÿåò ïðîâåñòè òàêîå îáîáùåíèå ìåòîäà ÅÌÀ. Ñïîìîùüþ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæàþùàÿ âûäå�ëåííîå âêëþ÷åíèå àíèçîòðîïíàÿ ¾ý��åêòèâíàÿ ñðå�äà¿ ïåðåõîäèò â èçîòðîïíóþ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòüïîñòàâèòü è, â ïðèíöèïå, ðåøèòü çàäà÷ó î íàõîæäå�íèè òåíçîðà äèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè ê� ïðåîáðà�çîâàííîãî âêëþ÷åíèÿ, îòëè÷àþùåãîñÿ îò èñõîäíî�ãî êàê ãåîìåòðèåé, òàê è ïðîâîäèìîñòüþ. Â ñâîþî÷åðåäü, èíòåãðàë îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêî�ãî ïîëÿ ïî îáúåìó âêëþ÷åíèÿ, âõîäÿùèé â óðàâíå�íèå ìåòîäà ÅÌÀ, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåíçîð ê�. Ýòîïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèéòåîðèè ý��åêòèâíîé ñðåäû äëÿ àíèçîòðîïíûõ êîì�ïîçèòîâ.Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäàâ ðàáîòå ðàññìîòðåíà äâóìåðíàÿ ìîäåëü àíèçîòðîï�íîãî êîìïîçèòà ñ ñèñòåìîé áåñêîíå÷íî òîíêèõ öàðà�ïèí. Öàðàïèíû õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàíû, à èõ öåí�òðû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíû â ïëîñêîñòèxy. Ïðèâåäåíà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåòî�äà ÅÌÀ äëÿ ýòîé ìîäåëè. Ý��åêòèâíàÿ ïðîâîäè�ìîñòü òàêîãî êîìïîçèòà íàéäåíà â ÿâíîì âèäå â ðÿ�äå ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ. Îòìå÷åíî, ÷òî ïðè ïðèáëè�æåíèè ê ïîðîãó ïðîòåêàíèÿ äàæå ïðè ñèëüíî àíèçî�òðîïíîé ìàòðèöå ïîäîáíûé êîìïîçèò ïðàêòè÷åñêèïîëíîñòüþ èçîòðîïèçóåòñÿ. Ýòîò âûâîä ñîãëàñóåòñÿñ ñîîáðàæåíèÿìè êà÷åñòâåííîãî ïîðÿäêà, âûñêàçàí�íûìè â ðàáîòàõ [5; 6℄.2. Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈ�àññìîòðèì çàäà÷ó îá ýëåêòðîïðîâîäíîñòè àíè�çîòðîïíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû ñ ëîêàëüíûì òåíçî�ðîì ïðîâîäèìîñòè �̂(r). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãëàâíûåîñè òåíçîðà �̂(r) ñîâïàäàþò ñ îñÿìè äåêàðòîâîé ñè�ñòåìû êîîðäèíàò. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà ý��åê�òèâíîé ïðîâîäèìîñòè �̂e òàêîãî êîìïîçèòà íóæíîðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ïîñòîÿííîãî òîêàdiv j = 0; rotE = 0; j = �̂(r)E: (1)

Çäåñü j(r) � ïëîòíîñòü òîêà, E(r) � íàïðÿæåííîñòüýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñðåäå. Ïîòåíöèàë, îïðåäåëåí�íûé ñîãëàñíî E = �r', óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ��xn�x(r) �'�xo+ ��yn�y(r) �'�y o++ ��zn�z(r) �'�z o = 0: (2)Òåíçîð �̂e îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿhji = �̂e hEi ; (3)ãäå h: : : i� ñðåäíåå ïî îáúåìó îáðàçöà V ïðè V !1.Ïðîâåäåì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò,ïëîòíîñòè òîêà è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ: x = �x ex; y = �y ey; z = �z ez ;jx = �x ejx; jy = �y ejy; jz = �z ejz ; (4)Ex = 1�x eEx; Ey = 1�y eEy; Ez = 1�z eEz ;ãäå �� , � = x; y; z � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ïðè òà�êîì ïðåîáðàçîâàíèè óðàâíåíèÿ ïîñòîÿííîãî òîêà ñî�õðàíÿþò âèä (1) ñ òåíçîðîì ïðîâîäèìîñòè ê�(r). Äëÿãëàâíûõ çíà÷åíèé ýòîãî òåíçîðà èìååìe��(r) = ��(r)�2� ; � = x; y; z: (5)Óñðåäíÿÿ j� è E� èç �îðìóë (4), íàéäåì àíàëîãè÷�íóþ ïî âèäó ñâÿçü ý��åêòèâíûõ òåíçîðîâ èñõîäíîé�̂e è ïðåîáðàçîâàííîé ê�e ñèñòåì:�e� = �2� e�e� : (6)Ïðèäàâàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíòàì �� , áóäåìïîëó÷àòü íàáîð ñèñòåì, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðó�ãà êàê ãåîìåòðèåé (ñòðóêòóðîé), òàê è ïðîâîäèìî�ñòÿìè êîìïîíåíò. Ýòè ñèñòåìû èçîìîð�íû, òàê êàêïðåîáðàçîâàíèå (4)�(6) óñòàíàâëèâàåò ìåæäó íèìèâçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.Äëÿ áèíàðíîãî êîìïîçèòà òåíçîð ïðîâîäèìîñòè�̂(r) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ �̂1 è �̂2 ñîîò�âåòñòâåííî â ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíòàõ. Â êàæ�äîé èç êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë '(r),îïðåäåëåííûé ñîãëàñíî E = �r', ïîä÷èíÿåòñÿóðàâíåíèþ�ix �2'i�x2 + �iy �2'i�y2 + �iz �2'i�z2 = 0; i = 1; 2: (7)Íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà êîìïîíåíò äîëæíû âûïîë�íÿòüñÿ ñòàíäàðòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ � íåïðåðûâ�íîñòü ïîòåíöèàëà è íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïëîò�íîñòè òîêà. Òåíçîð ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �̂e,1037



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013îïðåäåëåííûé ïî ñîîòíîøåíèþ (3), ÿâëÿåòñÿ ìíîãî�ïàðàìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé�e� = �e�(p;�1x; �1y ; �1z;�2x; �2y; �2z); (8)ãäå p � êîíöåíòðàöèÿ (äîëÿ çàíèìàåìîãî îáúåìà)ïåðâîé êîìïîíåíòû. Åñëè âûäåëèòü â (8) ïðè � = x âêà÷åñòâå ðàçìåðíîãî ìíîæèòåëÿ �1x, òî ñîîòâåòñòâó�þùàÿ áåçðàçìåðíàÿ ý��åêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü áó�äåò �óíêöèåé øåñòè àðãóìåíòîâ:�ex = �1x fx�p; �1y�1x ; �1z�1x ; �2x�1x ; �2y�1x ; �2z�1x�: (9)Àíàëîãè÷íûé âèä ïðèíèìàþò ïðîâîäèìîñòè �ey è�ez ïîñëå âûäåëåíèÿ ìíîæèòåëåé �1y è �1z .Ïîêàæåì, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à î ïðîâîäèìîñòèáèíàðíîãî êîìïîçèòà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ¾÷àñòè÷�íî àíèçîòðîïíîé¿, â êîòîðîé îäíà èç êîìïîíåíò èçî�òðîïíà. Âûáåðåì â ïðåîáðàçîâàíèè (4) êîíñòàíòû ��ñëåäóþùèì îáðàçîì:�� =r�1��0 ; � = x; y; z; (10)ãäå �0 � âñïîìîãàòåëüíàÿ âåëè÷èíà ðàçìåðíîñòèïðîâîäèìîñòè. Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðâàÿêîìïîíåíòà ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé ñ çàêîíîì Îìàej1 = �0 eE1; (11)à óðàâíåíèå (7) ïðè i = 1 ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå Ëà�ïëàñà. Âòîðàÿ êîìïîíåíòà îñòàåòñÿ àíèçîòðîïíîé ñòåíçîðîì ïðîâîäèìîñòè ê�2, ãëàâíûå çíà÷åíèÿ êîòî�ðîãî èìåþò âèä e�2� = �2��2� = �0 �2��1� : (12)Ñòðóêòóðà ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ èçèñõîäíîé ðàñòÿæåíèåì (èëè ñæàòèåì) ïî âñåì òðåìîñÿì x; y; z ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîý��èöèåíòàìè.Åñëè âêëþ÷åíèÿ âòîðîé êîìïîíåíòû äèýëåêòðè�÷åñêèå èëè èäåàëüíî ïðîâîäÿùèå, òî â ïðåîáðàçî�âàííîé ñèñòåìå èõ ïðîâîäèìîñòü îñòàåòñÿ òîé æåè ìåíÿåòñÿ òîëüêî �îðìà. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîìñëó÷àå èñõîäíàÿ çàäà÷à î ïðîâîäèìîñòè êîìïîçèòà ñåñòåñòâåííîé àíèçîòðîïèåé ñòàíîâèòñÿ äëÿ ïåðâîéêîìïîíåíòû èçîòðîïíîé. Ïðè ýòîì ìàêðîñêîïè÷å�ñêè ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãî�âîðÿ, ñòðóêòóðíî àíèçîòðîïíîé è åå ïðîâîäèìîñòüîïèñûâàåòñÿ òåíçîðîì �̂e. �ëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçî�ðîâ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè èñõîäíîé è ïðåîá�ðàçîâàííîé ñèñòåì ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (6).Äëÿ îäíîîñíûõ (�x = �y 6= �z) êðèñòàëëè÷åñêèõêîìïîçèòîâ ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè óäîáíî âû�áðàòü â âèäå x = ex; y = ey; z = � ez ;

jx = ejx; jy = ejy; jz = �ejz ; (13)Ex = � eEx; Ey = � eEy; Ez = eEz :Â ýòîì ñëó÷àå â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìåe�x = ��x; e�z = 1� �z (14)è �ex = 1� e�ex; �ez = � e�ez : (15)Äëÿ áèíàðíîãî êîìïîçèòà ïðè� =r�1z�1x (16)ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé ñ çàêîíîìÎìà ej1 = p�1x �1z eE1: (17)Äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè ê�1 âòîðîéêîìïîíåíòû èìååìe�2x = ��2x; e�2z = 1� �2z : (18)Ñòðóêòóðà ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ èçèñõîäíîé ðàñòÿæåíèåì (ñæàòèåì) âäîëü îñè z ñ êî�ý��èöèåíòîì �.3. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÉÑ�ÅÄÛÄëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ïðîâîäèìîñòè àíè�çîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ â øèðîêîé îáëàñòè èçìåíå�íèÿ êîíöåíòðàöèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ âçàäà÷ó, âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåíèåì ý��åêòèâíîéñðåäû � ìåòîäîì ÅÌÀ, îáîáùåííûì íà àíèçîòðîï�íûé ñëó÷àé è âêëþ÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé �îðìû. Äëÿâûâîäà îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìåòîäà ÅÌÀ â çàäà÷å îïðîâîäèìîñòè n-êîìïîíåíòíîãî àíèçîòðîïíîãî êîì�ïîçèòà óñðåäíèì âåêòîð J = j��̂eE ïî îáúåìó îáðàç�öà V (ïðè V !1). Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðà ý��åê�òèâíîé ïðîâîäèìîñòè èìååì hji = �̂e hEi, ïîýòîìóñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà J ðàâíî íóëþ. Ñ äðóãîéñòîðîíû,hj� �̂eEi = � nXi=1��̂e � �̂i� 1V ZVi E dV; (19)ãäå �̂i � òåíçîð ïðîâîäèìîñòè i-é êîìïîíåíòû, à èí�òåãðàë â (19) áåðåòñÿ ïî åå îáúåìó Vi. Ñ ó÷åòîì ðà�âåíñòâà íóëþ ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâî (19) ïðèíèìàåòâèä nXi=1 Ni ��̂e � �̂i�(Zv E dV �i = 0: (20)1038



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013 Ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè â çàäà÷å î ïðîâîäèìîñòè : : :Çäåñü Ni � ðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ (÷èñëî âêëþ÷å�íèé â åäèíèöå îáúåìà) i-é êîìïîíåíòû; èíòåãðèðîâà�íèå â �îðìóëå (20) ïðîâîäèòñÿ ïî îáúåìàì îòäåëü�íûõ âêëþ÷åíèé ýòîé êîìïîíåíòû. Ïîä f: : : gi ïîíè�ìàåòñÿ óñðåäíåíèå ïî âñåì âêëþ÷åíèÿì i-é êîìïî�íåíòû.Ïðèáëèæåíèå ìåòîäà ÅÌÀ ñîñòîèò â çàìåíå âå�ëè÷èíû f: : : gi â ðàâåíñòâå (20) íà èíòåãðàë îò íà�ïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè íåêîòîðî�ãî ñðåäíåãî i-ãî âêëþ÷åíèÿ, ïîìåùåííîãî â ìàòðèöó(¾ý��åêòèâíóþ ñðåäó¿) ñ òåíçîðîì ïðîâîäèìîñòè�̂e. Â ðåçóëüòàòå èç òîæäåñòâà (20) ñëåäóåò èñõîäíîåóðàâíåíèå ìåòîäà ÅÌÀ:nXi=1 
i ��̂e � �̂i� hEii = 0; (21)ãäå 
i = �viNi � áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ (äîëÿçàíèìàåìîãî îáúåìà) i-é êîìïîíåíòû èhEii = 1�vi Z�vi E dV: (22)Çäåñü ÷åðåç �vi îáîçíà÷åí îáúåì óñðåäíåííîãî âêëþ�÷åíèÿ i-é êîìïîíåíòû.�àññìîòðèì áèíàðíûé êîìïîçèò, ñîñòîÿùèé èçìàòðèöû ñ òåíçîðîì ïðîâîäèìîñòè �̂1 è îäèíàêîâûõâêëþ÷åíèé (ñ òåíçîðîì ïðîâîäèìîñòè �̂2) �èêñèðî�âàííîé �îðìû. Â ýòîì ñëó÷àå ¾âêëþ÷åíèÿ¿ ïåðâîéêîìïîíåíòû (ìàòðèöû) ìîãóò èìåòü ñàìûé ðàçíîîá�ðàçíûé âèä. Ôîðìà ñðåäíåãî âêëþ÷åíèÿ ýòîé êîì�ïîíåíòû çàäàåòñÿ ãåîìåòðèåé êîìïîçèòà. Äëÿ ñòðóê�òóðíî èçîòðîïíîé ñèñòåìû â êà÷åñòâå òàêîãî âêëþ�÷åíèÿ ñëåäóåò âûáðàòü íàèáîëåå ñèììåòðè÷íóþ �è�ãóðó � ñ�åðó. Åñëè æå ãåîìåòðèÿ ñðåäû îáðàçîâà�íà ðàñòÿæåíèåì â îäíîì èç íàïðàâëåíèé èçíà÷àëü�íî èçîòðîïíîé ñåòêè, òî óñðåäíåííîå âêëþ÷åíèå àï�ïðîêñèìèðóåòñÿ ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ ñ ñîîòâåò�ñòâóþùèì îòíîøåíèåì ïîëóîñåé. Íàêîíåö, äëÿ âû�òÿíóòîé âî âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèÿõ êîîðäèíàòíûõîñåé ñèñòåìû â êà÷åñòâå ñðåäíåãî âêëþ÷åíèÿ ïåð�âîé êîìïîíåíòû âûáèðàåòñÿ òðåõîñíûé ýëëèïñîèä.Òàêîé âûáîð ïðîäèêòîâàí òàêæå è òåì, ÷òî â ýòèõñëó÷àÿõ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíó�òðè âêëþ÷åíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà â àíàëèòè÷å�ñêîì âèäå.Ñ÷èòàåì, ÷òî ãëàâíûå îñè òåíçîðîâ �̂e è �̂i(i = 1; 2) ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ñèììåòðèè âêëþ÷åíèÿâ âèäå ýëëèïñîèäà (ñ òåíçîðîì ïðîâîäèìîñòè �̂1)è îáðàçóþò äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò. Â ýòîìñëó÷àå äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè�

÷åñêîãî ïîëÿ E1 âíóòðè ýëëèïñîèäà èìååì (ñì., íà�ïðèìåð, [7℄)E1� = �e��e� � (�e� � �1�) en(�) E0� ; � = x; y; z: (23)Çäåñü �e� è �1� � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçîðîâ �̂e è�̂1, E0 � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âäàëèîò âêëþ÷åíèÿ, en(�) � êîý��èöèåíòû äåïîëÿðèçàöèèýëëèïñîèäà ñ ïîëóîñÿìèea� = a� r �0�e� ; � = x; y; z; (24)�0 � âñïîìîãàòåëüíàÿ âåëè÷èíà, àíàëîãè÷íàÿ ââå�äåííîé â (10). Â �îðìóëå (24) a� � ïîëóîñè èñõîä�íîãî ýëëèïñîèäà, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ (òî÷íåå, èõ îòíî�øåíèÿ) çàäàþòñÿ ñòðóêòóðîé êîìïîçèòà. Ïîëå, îïðå�äåëÿåìîå �îðìóëîé (23), îäíîðîäíî è ïîýòîìó èí�òåãðèðîâàíèå íàïðÿæåííîñòè E1 ñâîäèòñÿ ïðîñòî êóìíîæåíèþ åå íà ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåì. Èç (21) ñó÷åòîì âûðàæåíèÿ (23) ñëåäóåò (� = x; y; z)p �e� (�e� � �1�)�e� � (�e� � �1�) en(�) E0� ++ 
 (�e� � �2�) hE�i2 = 0: (25)Çäåñü p = 
1 è 
 = 
2 (ïðè÷åì 
 = 1 � p) � áåçðàç�ìåðíûå êîíöåíòðàöèè ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíò.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò E2 ïî îáúåìóâêëþ÷åíèÿ âòîðîé êîìïîíåíòû âîñïîëüçóåìñÿ ïðè�åìîì, àíàëîãè÷íûì ïðèìåíåííîìó â ïðåäûäóùåìðàçäåëå. Îòëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî ïðè ïðå�îáðàçîâàíèè ñèììåòðèè (4) â êà÷åñòâå êîý��èöèåí�òîâ �� ñëåäóåò âçÿòü âåëè÷èíû�� =r�e��0 ; � = x; y; z; (26)ñ òîé æå, ÷òî è â �îðìóëå (24), âñïîìîãàòåëüíîéâåëè÷èíîé �0. Â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå îêðóæàþ�ùàÿ âêëþ÷åíèå àíèçîòðîïíàÿ ¾ý��åêòèâíàÿ ñðåäà¿ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé ñî ñêàëÿðíîé ïðîâîäèìîñòüþ�0. Ñàìî âêëþ÷åíèå îñòàåòñÿ àíèçîòðîïíûì ñ ñîñòàâ�ëÿþùèìè òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè ê�2:e�2� = �2��2� = �0 �2��e� : (27)Ïðè ýòîì, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìåíÿåòñÿ è �îðìàâêëþ÷åíèÿ.�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î ìàêðîñêîïè÷åñêîìòåëå ñ àíèçîòðîïíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî�ñòüþ "̂, ïîìåùåííîì âî âíåøíåå îäíîðîäíîå ýëåêòðè�÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòè E0. Äèïîëüíûé ìîìåíòòåëà p îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì:p = Zv P dV = 14� Zv (D�E) dV = "̂�1̂4� Zv E dV; (28)1039



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013ãäå P � âåêòîð ïîëÿðèçàöèè,D � âåêòîð ýëåêòðè÷å�ñêîé èíäóêöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåëè÷èíà p ñâÿ�çàíà ñ íàïðÿæåííîñòüþ E0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:p = �̂E0; (29)ãäå �̂ � òåíçîð äèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè òåëà. Èç(28), (29) íàõîäèìZv E dV = 4�("̂� 1̂)�1 p = 4�("̂� 1̂)�1 �̂E0: (30)Ïîýòîìó â çàäà÷å î ïðîâîäèìîñòè äëÿ ïðåîáðàçîâàí�íîé ñèñòåìû ïîñëå çàìåíû "̂! ê�2=�0 áóäåì èìåòüZev eE deV = 4��ê�2�0 � 1̂��1 ê� eE0: (31)Çäåñü ê� � òåíçîð äèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè ïðåîá�ðàçîâàííîãî âêëþ÷åíèÿ.�àâåíñòâî (31) ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, óñðåäíèòüïî âñåì âêëþ÷åíèÿì. Ñ÷èòàåì, ÷òî ó óñðåäíåííîãîòàêèì îáðàçîì òåíçîðà ê� ãëàâíûå îñè ñîâïàäàþò ñîñÿìè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àåZev eE� deV = 4� �0e�2� � �0 e�� eE0� : (32)Ïîñêîëüêó Zv E� dV = �x�y�z�� Zev eE� deV ;ñ ó÷åòîì �îðìóë (27) è (32) ïîëó÷àåìhE�i2 = 1v Zv E� dV == �4� �x�y�zv �e��e� � �2� e�� E0� : (33)Ïîëîæèâ ê� = ev ê�, ïðèâåäåì ðàâåíñòâî (33) ê âèäóhE�i2 = �4� �e��e� � �2� e�� E0� ; (34)ãäå e�� � áåçðàçìåðíàÿ äèïîëüíàÿ ïîëÿðèçóåìîñòüïðåîáðàçîâàííîãî âêëþ÷åíèÿ è v = �x�y�z ev � èñ�òèííûé îáúåì èñõîäíîãî âêëþ÷åíèÿ.Ïîäñòàíîâêà (33) â (25) äàåòp �e� � �1��e� � ��e� � �1�� en(�) � 4�
 �x�y�zv e�� = 0 (35)

èëè ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíîãî òåíçîðà äèïîëü�íîé ïîëÿðèçóåìîñòè �p �e� � �1��e� � ��e� � �1�� en(�) � 4�
 e�� = 0;� = x; y; z: (36)�àâåíñòâàìè (35) è (36) äàþòñÿ îñíîâíûå óðàâíåíèÿìåòîäà ÅÌÀ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî áèíàðíîãî àíè�çîòðîïíîãî êîìïîçèòà.Ñäåëàâ çàìåíû �y = �x �1 è �z = �x �2, íåòðóä�íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà ý��åêòèâ�íîé ïðîâîäèìîñòè �̂e çàâèñÿò îò êîý��èöèåíòîâ ��òîëüêî â âèäå îòíîøåíèé �y=�x è �z=�x. Äàëåå çàìå�òèì, ÷òî â êàæäîå èç óðàâíåíèé (35) èëè (36) âõîäÿòâñå òðè èñêîìûå âåëè÷èíû �ex; �ey ; �ez . Ïðè ðåøå�íèè ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿñëåäóþùèì ïðèåìîì. Â óðàâíåíèè äëÿ �ex ïîëîæèì�ey = �ex��y�x�2; �ez = �ex��z�x�2: (37)Â ðåçóëüòàòå ýòî óðàâíåíèå �îðìàëüíî áóäåò ñîäåð�æàòü îäíî íåèçâåñòíîå �ex, à åãî ðåøåíèå áóäåò çà�âèñåòü îò äâóõ ïàðàìåòðîâ �y=�x è �z=�x. Àíàëîãè÷�íûì îáðàçîì èùåì �îðìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ �ey è�ez , òàê ÷òî�e� = �e���y=�x; �z=�x�; � = x; y; z: (38)Åñëè ðåøåíèÿ (38) íàéäåíû, òî ïîëîæèâ��y�x�2 = �ey��y=�x; �z=�x��ex��y=�x; �z=�x� ;��z�x�2 = �ez��y=�x; �z=�x��ex��y=�x; �z=�x� ; (39)ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåò�ðîâ �y=�x è �z=�x. �àâåíñòâà (35) (èëè (36)) è (39)ñîñòàâëÿþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåòîäàÅÌÀ äëÿ çàäà÷è î ïðîâîäèìîñòè áèíàðíûõ àíèçî�òðîïíûõ êîìïîçèòîâ.Ïðè 
 � 1 â ëèíåéíîì ïî êîíöåíòðàöèè 
 ïðè�áëèæåíèè èç (36) ñëåäóåò âûðàæåíèå�e� = �1��1 + 4�
 e���; (40)ñîâïàäàþùåå ñ ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [7℄.Äëÿ ñòðóêòóðíî èçîòðîïíîé ñðåäû â êà÷åñòâå¾âêëþ÷åíèÿ¿ ïåðâîé êîìïîíåíòû ñëåäóåò âçÿòü, êàêîòìå÷àëîñü âûøå, ñ�åðó. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå(36) íå ìåíÿåò âèä, îäíàêî êîý��èöèåíòû äåïîëÿðè�çàöèè îòíîñÿòñÿ òåïåðü ê ýëëèïñîèäó ñ ïîëóîñÿìèa� = R=p�e� ; (41)1040



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013 Ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè â çàäà÷å î ïðîâîäèìîñòè : : :ãäå R � ðàäèóñ ñ�åðû, âåëè÷èíà êîòîðîãî íåñóùå�ñòâåííà äëÿ äàëüíåéøåãî.Äëÿ ñëàáîíåîäíîðîäíîé �j�1���2� j � �1�� ñòðóê�òóðíî èçîòðîïíîé ñðåäû ïîëîæèì�e� = �1� + �(1)e� + �(2)e� + : : : ; (42)ãäå �(n)e� ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð j�1� � �2� j=�1�â n-é ñòåïåíè. Ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïîýòîìó ïàðàìåòðó âêëþ÷èòåëüíî èìååì�e� � �1��e� � ��e� � �1��n(�) == 1�1� ��(1)e� + �(2)e� � 1� n(�)�1� ��(1)e� �2 + : : :�: (43)Çäåñü êîý��èöèåíòû äåïîëÿðèçàöèè îòâå÷àþò ýë�ëèïñîèäó ñ ïîëóîñÿìè (41). Äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ ñ ðà�áîòîé [8℄ ó âåëè÷èíû n(�) îïóùåí çíà÷îê ¾òèëüäà¿.Äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà äèïîëüíîé ïîëÿðèçó�åìîñòè èìååì àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèåe�� = e�(1)� + e�(2)� + : : : (44)Âåëè÷èíû e�(1)� è e�(2)� äëÿ ¾ñëàáîíåîäíîðîäíîãî¿âêëþ÷åíèÿ äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè âðàáîòå [7℄, ñ çàìåíîé �1� ! �e� :e�(1)� = � 14� �e� � �2��e� ;e�(2)� = �n(�)4� ��e� � �2��e� �2; (45)ãäå â êà÷åñòâå �e� ñëåäóåò âçÿòü ðàçëîæåíèå (42).Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå, èç (45) íàéäåì ñëåäóþ�ùèå âûðàæåíèÿ, ñïðàâåäëèâûå äî âòîðîãî ïîðÿäêàïî ìàëîìó ïàðàìåòðó:e�(1)� = � 14��1���1� � �2� + �(1)e� + �(2)e� �� ��1� � �2� + �(1)e� � �(1)e��1� + : : :�; (46)e�(2)� = �n(�)4� ��1� � �2� + �(1)e��1� �2 + : : : (47)Ïîäñòàâëÿÿ (43), (46) è (47) â óðàâíåíèå (36), íàé�äåì âåëè÷èíû �(1)e� è �(2)e� , òàê ÷òî â êâàäðàòè÷íîìïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì âûðàæåíèå�e� = �1��1� 
 �1� � �2��1� �� n(�) 
(1� 
)��1� � �2��1� �2 + : : :�; (48)

ñîâïàäàþùåå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé �îðìóëîé èç ðàáî�òû [8℄.Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ÅÌÀ ïðàâèëüíî îïèñûâà�åò ïðîâîäèìîñòü áèíàðíûõ àíèçîòðîïíûõ êîìïîçè�òîâ êàê â ëèíåéíîì ïî êîíöåíòðàöèè ïðèáëèæåíèè,òàê è äëÿ ñëàáîíåîäíîðîäíîé ñðåäû.Â ñëó÷àå êîìïîçèòîâ ñ îäíîîñíîé àíèçîòðîïèåé(�x = �y 6= �z) ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèèâ âèäå (13) ñ ïàðàìåòðîì� =r�ez�ex : (49)Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ñðåäà, îêðóæàþùàÿâêëþ÷åíèå, ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé ñ çàêîíîì Îìàej(e) = p�ex�ez eE(e); (50)à âêëþ÷åíèå îñòàåòñÿ àíèçîòðîïíûì ñ òåíçîðîì ïðî�âîäèìîñòè ê�2 = fe�2x; e�2zg, ãäå e�2x = ��2x, e�2z == ��1�2z . Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìåòîäà ÅÌÀ â ýòîìñëó÷àå èìåþò âèä (� = x; z)p �e� � �1��e� � ��e� � �1�� en(�) � 4�
 �v e�� = 0 (51)èëè p �e� � �1��e� � ��e� � �1�� en(�) � 4�
 e�� = 0: (52)Çäåñü, êàê è â (35), (36), ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñëåóñðåäíåíèÿ ïî âñåì âêëþ÷åíèÿì ãëàâíûå îñè òåí�çîðà äèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè ñîâïàäàþò ñ îñÿìèäåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.Â äàííîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (51), (52)çàâèñÿò îò îäíîãî ïàðàìåòðà: �e� = �e�(�). Ïîýòîìóñèñòåìó (51) èëè (52) ñëåäóåò äîïîëíèòü óðàâíåíèåì�2 = �ez(�)�ex(�) : (53)Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà �, îïðåäåëåííàÿ ñîãëàñíî ðà�âåíñòâó (49), ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçó�þùèì àíèçîòðîïèþ ñèñòåìû êàê öåëîãî.4. ÄÂÓÌÅ�ÍÀß ÌÎÄÅËÜÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎ�Î ÊÎÌÏÎÇÈÒÀÂ êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðåäëîæåííîãî îáîá�ùåíèÿ ìåòîäà ÅÌÀ ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ìî�äåëü êîìïîçèòà, èìèòèðóþùóþ òîíêóþ ïðîâîäÿ�ùóþ ïëåíêó ñ ñèñòåìîé ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûõè õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûõ öàðàïèí (ñì. ðèñó�íîê).1041
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Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè çàïè�øåì â âèäåx = ex; y = �ey; jx = ejx; jy = �ejy;Ex = � eEx; Ey = eEy; (54)ãäå � =r�ey�ex : (55)Óðàâíåíèÿ ìåòîäà ÅÌÀ èìåþò âèä, àíàëîãè÷íûé(51), (52):p �e� � �1��e� � ��e� � �1�� en(�) � 4�
 �s e�� = 0;� = x; y; (56)p �e� � �1��e� � ��e� � �1�� en(�) � 4�
 e�� = 0: (57)Çäåñü s = � es � ïëîùàäü âêëþ÷åíèÿ, en(�) � êîý���èöèåíòû äåïîëÿðèçàöèè ýëëèïñà (ýëëèïòè÷åñêîãîöèëèíäðà) ñ ïîëóîñÿìèea� = a�p�e� ; � = x; y; (58)ãäå a� � ïîëóîñè ýëëèïñà, àïïðîêñèìèðóþùåãî èñ�õîäíîå ¾âêëþ÷åíèå¿ ïåðâîé êîìïîíåíòû (ìàòðèöû).Êîý��èöèåíòû en(�) èìåþò âèäen(x) = eayeax + eay = ay� ax + ay ; (59)en(y) = eaxeax + eay = � ax� ax + ay (60)
 �, îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé (55).

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè âêëþ÷åíèÿ èìåþò íó�ëåâóþ ïëîùàäü, òàê ÷òî p = 1 è óðàâíåíèÿ (56) ïðè�íèìàþò âèä�e� � �1��e� � ��e� � �1�� en(�) � 4��N e�� = 0;� = x; y: (61)Çäåñü N � ðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âêëþ÷åíèé(÷èñëî öàðàïèí íà åäèíèöå ïëîùàäè); ÷åðòà íàä e��îçíà÷àåò â äàííîì ñëó÷àå óñðåäíåíèå ïî îðèåíòàöè�ÿì öàðàïèí. �àñïðåäåëåíèå öàðàïèí â öåëîì èçî�òðîïíî, òàê ÷òî â êà÷åñòâå ¾âêëþ÷åíèÿ¿ ïåðâîé êîì�ïîíåíòû ñëåäóåò âçÿòü êðóã, ò. å. ïîëîæèòü â �îðìó�ëàõ (58)�(60) ax = ay = R. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êîý���èöèåíòîâ äåïîëÿðèçàöèè èìååìn(x) = 11 + �; n(y) = �1 + � (62)
 �, îïðåäåëÿåìîé (55).Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ¾áåñòåëåñíûõ¿, íóëåâîéïëîùàäè, âêëþ÷åíèé äèïîëüíàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü îò�ëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî äëÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ (èëè èäå�àëüíî ïðîâîäÿùèõ) öàðàïèí; ïðè ýòîì òåíçîð �̂ çà�âèñèò òîëüêî îò ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òà�êèõ âêëþ÷åíèé. Äëÿ íåïðîâîäÿùåé (èíäåêñ ¾d¿) öà�ðàïèíû äëèíû 2a, ñîñòàâëÿþùåé óãîë ' ñ îñüþ x,òåíçîð äèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè èìååò âèä (ñì.,íàïðèìåð, Ïðèëîæåíèå ê ðàáîòå [9℄, ãäå ñëåäóåò ïî�ëîæèòü � = �=2� ')�̂d = �a24  sin2 ' �(1=2) sin 2'�(1=2) sin 2' 
os2 ' ! : (63)Òàêîé æå âèä èìååò òåíçîð ê�d ïðè çàìåíàõ a! ea è' ! e'. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (54) öàðàïèíà ìåíÿåòêàê äëèíó, òàê è óãîë íàêëîíà:ea = a�qsin2 '+ �2 
os2 '; tg e' = 1� tg'; (64)è òåíçîð çàïèñûâàåòñÿ êàêê�d = � a24�2 �� sin2 ' �(1=2)� sin 2'�(1=2)� sin 2' �2 
os2 ' ! : (65)Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî óãëàì ïîëó÷àåìê�d = � a28�2  1 00 �2 ! : (66)1042



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013 Ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè â çàäà÷å î ïðîâîäèìîñòè : : :Äëÿ èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ (èíäåêñ ¾s¿) ¾öàðàïèí¿äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà ê�s èìååì e�xs = �e�yd èe�ys = �e�xd [9℄.Èç óðàâíåíèé (61) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîñòàâëÿþ�ùèõ òåíçîðà ïîëÿðèçóåìîñòè (66) äëÿ áåçðàçìåðíûõý��åêòèâíûõ ïðîâîäèìîñòåé f�d = �(d)e� =�1� íàõî�äèìfxd = 1� g ��1 n(x)1 + g ��1 n(y) ; fyd = 1� g �n(y)1 + g �n(x) ; (67)ãäå g = �a2N=2: (68)Ñèñòåìà (67) äîëæíà áûòü äîïîëíåíà óðàâíåíèåìäëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà �:�2 = 
2 1� g �n(y)1 + g �n(x) 1 + g ��1 n(y)1� g ��1 n(x) : (69)Çäåñü 
 =r�1y�1x (70)� ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé àíèçîòðîïèþ ìàòðè�öû. Âåëè÷èíà æå �, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (55), ÿâ�ëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì àíèçîòðîïèè êîìïîçèòà êàê öå�ëîãî. Ôîðìóëû (67) âìåñòå ñ óðàâíåíèåì (69) è âû�ðàæåíèÿìè (62) äëÿ êîý��èöèåíòîâ äåïîëÿðèçàöèèäàþò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ðàìêàõ ïðè�áëèæåíèÿ ìåòîäà ÅÌÀ. Â ñëó÷àå èäåàëüíî ïðîâîäÿ�ùèõ ¾öàðàïèí¿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áåçðàçìåðíûõïðîâîäèìîñòåé èìååì fxs = 1=fyd è fys = 1=fxd ñ fxdè fyd èç �îðìóë (67).Àíàëèç ñèñòåìû óðàâíåíèé (67)�(69) ïðè ïðîèç�âîëüíûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èí a;N è 
 òðåáóåò ïðè�âëå÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿðàññìîòðåíèåì íåêîòîðûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ.1) Ïðè èçîòðîïíîé (
 = 1) ìàòðèöå ñèñòåìà â öå�ëîì òàêæå èçîòðîïíà, � = 1 è n(x) = n(y) = 1=2, òàê÷òî äëÿ áåçðàçìåðíîé ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòèfd ïîëó÷àåì âûðàæåíèåfd = 1� �a2N=41 + �a2N=4 : (71)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ðàìêàõ ìåòîäà ÅÌÀ ý��åê�òèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé èçîòðîïíîéìîäåëè îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè êðèòè÷åñêîé êîíöåí�òðàöèè (ïîðîãå ïðîòåêàíèÿ)NEMA
 = 4�a2 : (72)Â òî æå âðåìÿ êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò [10℄ äàåòäëÿ ýòîé ìîäåëè ðåçóëüòàòN
 � 4:43�a2 ; (73)áëèçêèé ê çíà÷åíèþ (72).

2) Â ïðåäåëå ìàëûõ êîíöåíòðàöèé (N ! 0) èìå�åì � � 
, òàê ÷òî èç (67) ñëåäóþò âûðàæåíèÿfxd � 1� 12
 �a2N; fyd � 1� 
2 �a2N: (74)Ôîðìóëû (74) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíîå ïî êîí�öåíòðàöèè N ïðèáëèæåíèå è ìîãóò áûòü ïîëó÷åíûòàêæå èç ðàâåíñòâ òèïà (40), çàïèñàííûõ â ýêâèâà�ëåíòíîì âèäå:f� = 1 + 4��N e�� ; � = x; y: (75)Îòñþäà ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðà äèïîëüíîéïîëÿðèçóåìîñòè (66) ñëåäóþò �îðìóëû (74).Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñèëüíîé àíèçîòðîïèè ìàòðèöû(
 � 1, �1y � �1x) ëèíåéíàÿ ïî N ïîïðàâêà â ïðîâî�äèìîñòè fyd âåëèêà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè òå�÷åíèè òîêà âäîëü îñè y çà íåïðîâîäÿùèì âêëþ÷åíè�åì ñ ïîïåðå÷íûì ðàçìåðîì ïîðÿäêà a îáðàçóåòñÿ îá�ëàñòü âîçìóùåííîãî ïîòîêà äëèíîé ïðèáëèçèòåëüíîðàâíîé 
a, à íå a, êàê â èçîòðîïíîì ñëó÷àå. Âñÿ ýòàîáëàñòü èãðàåò ðîëü íåïðîâîäÿùåãî âêëþ÷åíèÿ, òàê÷òî åå âêëàä â ñîïðîòèâëåíèå â 
 ðàç áîëüøå, ÷åìâ èçîòðîïíîé ñðåäå. Ïîýòîìó ëèíåéíîå ïî N ïðè�áëèæåíèå äëÿ ïðîâîäèìîñòè fyd ïðèìåíèìî òîëüêîïðè óëüòðàìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ: Na2 � 
�1 � 1.Â òî æå âðåìÿ ïðè îáòåêàíèè òàêîãî ïðåïÿòñòâèÿâäîëü îñè x íàëè÷èå áîëüøîé ïðîâîäèìîñòè ìàòðè�öû â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ïðèâîäèò ê êðàéíåìàëîé îáëàñòè âîçìóùåííîãî ïîòîêà (� a=
 � a).Ïîýòîìó ëèíåéíàÿ ïî N ïîïðàâêà â âåëè÷èíå fxdìàëà è fxd � 1 ïðè âñåõ Na2 � 1 è 
 � 1.3) Â ñëó÷àå ìàëîé êîíöåíòðàöèè (Na2 � 1) öà�ðàïèí è ñèëüíîé àíèçîòðîïèè (
 � 1) ìàòðèöû ñî�ãëàñíî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ fxd � 1. Ïðè ýòîì, êàêáóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, àíèçîòðîïèÿ ñèñòåìûâ öåëîì âåëèêà (� � 1), òàê ÷òî n(x) � 1=� � 1,n(y) � 1. Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ fyd èç (67) ïðèíè�ìàåò âèä fyd = 1� g �: (76)Ïîñêîëüêó � � 
pfyd, ðàâåíñòâî (76) ÿâëÿåòñÿ êâà�äðàòíûì óðàâíåíèåì äëÿ pfyd, îòêóäà íàõîäèìfyd = 24s1 +��
Na24 �2 � �
Na24 352 : (77)Ïðè Na2 � 1=
 â ëèíåéíîì ïî N ïðèáëèæåíèè èç(77) äëÿ fyd ñëåäóåò âûðàæåíèå èç (74). Â ïðîòèâî�ïîëîæíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå (ïðè ïðîìåæóòî÷íûõêîíöåíòðàöèÿõ)
�1 � Na2 � 1 : fyd � 4�2 1�
Na2�2 : (78)1043



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013Â ýòîì ïðåäåëå áåçðàçìåðíàÿ ïðîâîäèìîñòü fyd ìà�ëà, à àíèçîòðîïèÿ ñèñòåìû â öåëîì âåëèêà:� � 
pfyd � 1Na2 � 1:4) Ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïðåäåëåíèè öåíòðîâ öàðà�ïèí è èõ õàîòè÷åñêîé îðèåíòàöèè âîçíèêàþùèé ïðèêðèòè÷åñêîé êîíöåíòðàöèè N
 áåñêîíå÷íûé êëàñòåðèçîòðîïåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè N = N
 ïðåêðàùà�åòñÿ ïðîòåêàíèå âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ, òàê ÷òî fxdè fyd îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî. Ïîëîæèâfxd = 0 è fyd = 0 â (67), ïîëó÷èì äâà ðàâåíñòâàg ��1 n(x) = 1; g � n(y) = 1: (79)Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ðàçðåøàåì îòíîñèòåëüíîâåëè÷èíû g. Ïîñêîëüêó ïîðîã ïðîòåêàíèÿ îäèí, ýòèâûðàæåíèÿ äëÿ g äîëæíû ñîâïàäàòü, ÷òî äàåò óðàâ�íåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà � â òî÷êå �àçî�âîãî ïåðåõîäà ìåòàëë�äèýëåêòðèê. �åøåíèåì ýòîãîóðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ (N = N
)�
 = 1; (80)òàê ÷òî �ex=�ey ! 1 ïðè N ! N
. Ïîäñòàíîâêà (80)â (79) ïîçâîëÿåò íàéòè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå âåëè�÷èíû g: g
 = 2; (81)îòêóäà äëÿ ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ, êàê è â èçîòðîïíîìñëó÷àå, ñëåäóåò âûðàæåíèå (72). Ýòîò âûâîä âïîëíåîæèäàåì, òàê êàê âåëè÷èíà ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ îïðå�äåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì íåïðîâîäÿùèõ âêëþ÷åíèéè íå äîëæíà çàâèñåòü îò òèïà ïðîâîäèìîñòè ìàòðè�öû � èçîòðîïíîé èëè àíèçîòðîïíîé.Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ïîâåäåíèå ïðîâîäèìîñòåéfxd è fyd ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïîðîãó ïðîòåêàíèÿ, ïî�ëîæèì â óðàâíåíèè (69)� = 1 + Æ�; g = 2 + Æg; (82)ãäå Æg = �2 N
 �NN
 (83)è Æ�! 0 ïðè N ! N
�0. Â ðåçóëüòàòå èç �îðìóëû(69) íàõîäèì Æ� = 13 1� 
21 + 
2 Æg: (84)Ïîäñòàíîâêà (82) è (84) â (67) äàåòfxd = 
21 + 
2 N
 �NN
 ; fyd = 11 + 
2 N
 �NN
 ; (85)ãäå 
2 = �1y=�1x. Èç (85) íàõîäèìN ! N
 � 0 : �(d)ex = �(d)ey == �1x�1y�1x + �1y N
 �NN
 : (86)

Â ñëó÷àå �1y � �1x èìååì�(d)ex = �(d)ey = �1x N
 �NN
 : (87)Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (86), (87), â ìåòîäå ÅÌÀäàæå èñõîäíî ñèëüíî àíèçîòðîïíàÿ ñðåäà ïðè ïðè�áëèæåíèè ê òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà ìåòàëë�äè-ýëåêòðèê ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ èçîòðîïèçóåòñÿ.Ïðè ýòîì ïðîâîäèìîñòü ñèñòåìû â öåëîì îïðåäåëÿ�åòñÿ íàèìåíüøåé èç ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà �̂1.Çàìåòèì, ÷òî âûâîä îá èçîòðîïèçàöèè ý��åêòèâ�íîé ïðîâîäèìîñòè âûõîäèò çà ðàìêè ðàññìîòðåííîéñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà äâóìåðíîé ìî�äåëè è ñïðàâåäëèâ, ïî-âèäèìîìó, äëÿ âñåõ êîìïî�çèòîâ ñ åñòåñòâåííîé àíèçîòðîïèåé ïðè ãåîìåòðè÷å�ñêè (ñòðóêòóðíî) èçîòðîïíîì ðàñïðåäåëåíèè êîìïî�íåíò [5; 6℄.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ìåòîäå ÅÌÀ ïðîâîäè�ìîñòü êîìïîçèòà ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïîðîãó ïðîòå�êàíèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïî ëèíåéíîìó çàêîíó �ex �� �ey _ �N
�N�. Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòà çà�âèñèìîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíà. Ñëåäóåò îæè�äàòü, ÷òî, êàê è â èçîòðîïíîì ñëó÷àå, âåëè÷èíû �exè �ey ïðè N ! N
�0 óáûâàþò ñòåïåííûì îáðàçîì:�(d)ex � �(d)ey _ �N
 �N�t (88)ñ êðèòè÷åñêèì èíäåêñîì t. Çàâèñèìîñòü æå ïðîâîäè�ìîñòè îò êîíöåíòðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ, ïðåæäå âñåãî,÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèì �àêòîðîì � òîïîëîãèåé áåñ�êîíå÷íîãî êëàñòåðà [11℄. Ïîýòîìó âåëè÷èíà ýòîãî èí�äåêñà, ïî-âèäèìîìó, òàêàÿ æå, êàê è äëÿ èçîòðîïíûõêîìïîçèòîâ òîé æå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà [5; 6℄.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. R. Landauer, J. Appl. Phys. 23, 779 (1952).2. S. Kirkpatri
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