
ÆÝÒÔ, 2014, òîì 145, âûï. 2, ñòð. 356�368  2014
Ê ÒÅÎ�ÈÈ �ÀËÜÂÀÍÎÌÀ�ÍÈÒÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂ ÊÎÌÏÎÇÈÒÎÂÁ. ß. Áàëàãóðîâ *Èíñòèòóò áèîõèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Ì. Ýìàíóýëÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23 àâãóñòà 2013 ã.�àññìîòðåíà ïðîâîäèìîñòü êîìïîçèòîâ â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðÿæåííîñòè H. Äëÿ ñëàáî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû ãàëüâàíîìàãíèòíûå õàðàêòåðèñòèêè íàéäåíû â ÿâíîì âèäå â êâàäðàòè÷íîì ïî îò-êëîíåíèÿì òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè �̂(r) îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ h�̂i ïðèáëèæåíèè. Äëÿ êîìïîçèòà ñ ìàëîéêîíöåíòðàöèåé  âêëþ÷åíèé ëèíåéíûé ïî  âêëàä â òåíçîð ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �̂e âûðàæåí ÷å-ðåç äèïîëüíóþ ïîëÿðèçóåìîñòü îòäåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, îïðåäåëåííóþ â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå, ãäåîíî îêðóæåíî èçîòðîïíîé ìàòðèöåé ñî ñêàëÿðíîé ïðîâîäèìîñòüþ. Ïåðåõîä ê ýòîé ñèñòåìå îñóùåñòâëÿ-åòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûìè óðàâíåíèÿ ïîñòîÿííîãî òîêà.Äëÿ îïèñàíèÿ ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîéñòâ êîìïîçèòîâ â øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ âõîäÿùèõ â çàäà÷óïàðàìåòðîâ ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé ïîäõîä, îáîáùàþùèé ñòàíäàðòíóþ òåîðèþ ý��åêòèâíîé ñðåäûíà ñëó÷àé àíèçîòðîïíûõ ñèñòåì ñ âêëþ÷åíèÿìè ïðîèçâîëüíîé �îðìû è H 6= 0.DOI: 10.7868/S00444510140201631. ÂÂÅÄÅÍÈÅÊ ãàëüâàíîìàãíèòíûì ÿâëåíèÿì � ñîâîêóïíîñòèý��åêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ âëèÿíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿíà ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîâîäíèêîâ, � îòíîñÿò�ñÿ, ïðåæäå âñåãî, ý��åêò Õîëëà è ìàãíèòîñîïðîòèâ�ëåíèå. Èçìåðåíèå ýòèõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èçîñíîâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ìåòàëëîâ èïîëóïðîâîäíèêîâ. Ïîäîáíûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ýêñ�ïåðèìåíòû èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ îïðåäåëå�íèÿ êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé òîêà, èõ ïîäâèæíîñòèè äðóãèõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îäíîðîä�íûõ ïî ñîñòàâó ïðîâîäíèêîâ [1℄.Â òî æå âðåìÿ äëÿ êîìïîçèòîâ èíòåðïðåòàöèÿðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèÿ èõ ãàëüâàíîìàãíèòíûõ õà�ðàêòåðèñòèê ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè,÷òî ñâÿçàíî ñ îòñóòñòâèåì îáùåé òåîðèè ýòèõ ÿâ�ëåíèé äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñðåä. Òåîðåòè÷åñêîå èçó�÷åíèå ýòîé ïðîáëåìû äîëæíî, â èäåàëå, âûÿñíèòü,êàê çàâèñÿò ãàëüâàíîìàãíèòíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû âöåëîì îò åå ñòðóêòóðû, êîíöåíòðàöèè è õàðàêòåðè�ñòèê îòäåëüíûõ êîìïîíåíò. Çíàíèå òàêèõ çàâèñèìî�ñòåé ïîçâîëèò ïîíÿòü, êàêóþ èí�îðìàöèþ ìîæíîïîëó÷àòü èç ýêñïåðèìåíòîâ ïî èññëåäîâàíèþ ïðîâî�*E-mail: balagurov�deom.hph.ras.ru,byabalagurov�mail.ru

äèìîñòè êîìïîçèòîâ êàê �óíêöèè íàïðÿæåííîñòèìàãíèòíîãî ïîëÿ H.Îäíàêî ðåøåíèå ïîäîáíîé çàäà÷è ïðè òàêîé îá�ùåé ïîñòàíîâêå âðÿä ëè âîçìîæíî â ïîëíîì îáú�åìå. Äåëî â òîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ê îáû÷íûìòðóäíîñòÿì ïðèíöèïèàëüíîãî ïîðÿäêà, îáóñëîâëåí�íûì íåóïîðÿäî÷åííîñòüþ ñòðóêòóðû êîìïîçèòà, äî�áàâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå â çàäà÷å äîïîëíèòåëüíûõ (ïîñðàâíåíèþ ñ èçîòðîïíîé ñðåäîé ïðè H = 0) ïàðàìåò�ðîâ. Âî-ïåðâûõ, äàæå èçíà÷àëüíî èçîòðîïíàÿ ñðåäàïðè íàëîæåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàíîâèòñÿ îäíî�îñíî-àíèçîòðîïíîé. Ê íàâåäåííîé îìè÷åñêîé àíèçî�òðîïèè äîáàâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íàÿ õîëëîâñêàÿñîñòàâëÿþùàÿ òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè. Ýòî îáñòîÿ�òåëüñòâî äåëàåò çàäà÷ó î ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîé�ñòâàõ êîìïîçèòîâ åùå áîëåå ñëîæíîé, ÷åì è áåç òîãîäîâîëüíî òðóäíàÿ çàäà÷à î ïðîâîäèìîñòè êîìïîçè�òîâ ñ åñòåñòâåííîé àíèçîòðîïèåé. Òåì íå ìåíåå ïðèíåêîòîðûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à îãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîéñòâàõ êîìïîçèòîâ ðåøàëàñüâ ðÿäå ðàáîò [2�7℄ ïðèáëèæåííûìè, êàê ïðàâèëî, ìå�òîäàìè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâà ïðåäåëü�íûõ ñëó÷àÿ, êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è î ãàëüâàíîìàã�íèòíûõ ñâîéñòâàõ êîìïîçèòîâ ìîæåò áûòü íàéäåíîâ äîñòàòî÷íî îáùåì âèäå. Äëÿ ñëàáîíåîäíîðîäíîéñðåäû äàíà ïîñëåäîâàòåëüíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèéïî ñòåïåíÿì îòêëîíåíèÿ Æ�̂(r) ëîêàëüíîãî òåíçîðà356



ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 2, 2014 Ê òåîðèè ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîéñòâ êîìïîçèòîâïðîâîäèìîñòè �̂(r) îò ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ h�̂i.Â êâàäðàòè÷íîì ïî Æ�̂ ïðèáëèæåíèè ñîñòàâëÿþùèåòåíçîðà �̂e íàéäåíû â äîñòàòî÷íî îáùåì âèäå â ñëó�÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíê�öèÿ èçîòðîïíà. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî êîý��èöè�åíòû â êâàäðàòè÷íûõ ïî Æ�̂ ïîïðàâêàõ âûðàæàþòñÿ÷åðåç âåëè÷èíû, àíàëîãè÷íûå êîý��èöèåíòàì äåïî�ëÿðèçàöèè ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðèH ! 1 èñõîäíî ìàëûé (ïðè H = 0) ïàðàìåòð ðàç�ëîæåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò.Ïîýòîìó îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè êâàäðàòè÷íîãî ïðè�áëèæåíèÿ îãðàíè÷åíà ñî ñòîðîíû áîëüøèõ ìàãíèò�íûõ ïîëåé.Äëÿ êîìïîçèòîâ ñ ìàëîé êîíöåíòðàöèåé  âêëþ�÷åíèé (ïðîèçâîëüíîé, â îòëè÷èå îò [4℄, �îðìû) ïðåä�ëîæåí ñòðîãèé ïîäõîä â ëèíåéíîì ïî  ïðèáëèæå�íèè. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ñèììåòðèè, îñòàâ�ëÿþùèõ íåèçìåííûìè óðàâíåíèÿ ïîñòîÿííîãî òîêà,èñõîäíàÿ çàäà÷à ïðèâîäèòñÿ ê çàäà÷å î âêëþ÷åíèè,ïîìåùåííîì â èçîòðîïíóþ ñðåäó áåç ìàãíèòíîãî ïî�ëÿ. Â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå (èçîìîð�íîé èñõîä�íîé) ó âêëþ÷åíèÿ ìåíÿþòñÿ êàê ðàçìåð è �îðìà,òàê è ïðîâîäèìîñòü. Òåì íå ìåíåå, â ýòîé ñèñòåìåìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà è, â ïðèíöèïå, ðåøåíà çàäà�÷à î âû÷èñëåíèè òåíçîðà äèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòèê� ïðåîáðàçîâàííîãî âêëþ÷åíèÿ. Èñêîìàÿ ëèíåéíàÿïî êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé ïîïðàâêà â �̂e âûðàæà�åòñÿ ÷åðåç òåíçîð ê�.Äëÿ îïèñàíèÿ ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîéñòâ êîì�ïîçèòîâ ïðè ïðîèçâîëüíûõ H è â øèðîêîé îáëàñòèèçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ â ðà�áîòå ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé ïîäõîä � àíàëîã òàêíàçûâàåìîé òåîðèè ý��åêòèâíîé ñðåäû (èëè ìåòîäÅÌÀ � Effetive Medium Approximation) [8℄. Ïðåä�ëîæåííûé ïîäõîä îáîáùàåò ìåòîä ÅÌÀ, èñïîëüçóå�ìûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãàëüâàíîìàãíèòíûõ õàðàêòåðè�ñòèê ñðåä ñ âêëþ÷åíèÿìè â âèäå ñ�åð [2; 3; 7℄, íà ñëó�÷àé êîìïîçèòîâ ñ âêëþ÷åíèÿìè ïðîèçâîëüíîé �îð�ìû. Îòìå÷åíî, ÷òî ýòîò ìåòîä âîñïðîèçâîäèò ñîîò�âåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû êàê äëÿ ñëàáîíåîäíîðîä�íîé ñðåäû, òàê è â ëèíåéíîì ïî êîíöåíòðàöèè ïðè�áëèæåíèè.Â Ïðèëîæåíèè äàí âûâîä (íåñêîëüêî îòëè÷àþ�ùèéñÿ îò âûâîäà â ðàáîòå [2℄) âûðàæåíèÿ äëÿ íà�ïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè âêëþ÷å�íèÿ ñ�åðè÷åñêîé �îðìû ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãîïîëÿ. Òàì æå íàéäåí òåíçîð äèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìî�ñòè äëÿ ýòîãî âêëþ÷åíèÿ â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòå�ìå, ÷òî ïîçâîëÿåò íà ýòîì òî÷íî ðåøàåìîì ïðèìåðåóáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîäõîäîâ, ïðåäëîæåí�íûõ â [2; 3; 7℄ è â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

2. ÒÅÍÇÎ� ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÉÏ�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈÎáñóäèì ñíà÷àëà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ââåäåìíåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ.Çàäà÷à î ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîéñòâàõ íåîäíî�ðîäíîé ñðåäû ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ âû�÷èñëåíèÿ ïðîâîäèìîñòè òàêîé ñðåäû íåîáõîäèìî ðå�øèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ïîñòîÿííîãî òîêàrotE = 0; div j = 0: (1)Â ëèíåéíîé çàäà÷å ïëîòíîñòü òîêà j ñâÿçàíà ñ íàïðÿ�æåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E çàêîíîì Îìàj = �̂(r)E; (2)ãäå òåíçîð �̂(r) îïèñûâàåò çàâèñÿùóþ îò êîîðäèíàòïðîâîäèìîñòü ñðåäû. Òåíçîð ý��åêòèâíîé ïðîâîäè�ìîñòè �̂e îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿhji = �̂ehEi: (3)Çäåñü h: : : i îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî îáúåìó V îáðàç�öà ïðè V !1.Ïðîâîäèìîñòü èñõîäíî èçîòðîïíîé ñðåäû, ïîìå�ùåííîé â ìàãíèòíîå ïîëå íàïðÿæåííîñòè H, îïèñû�âàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì�̂ = 0B� �x �a 0��a �x 00 0 �z 1CA : (4)Çäåñü ïðèíÿòî, ÷òî âåêòîð H íàïðàâëåí ïî îñè z. Âöåëÿõ óïðîùåíèÿ ïîñëåäóþùèõ �îðìóë â (4) ââåäå�íû îáîçíà÷åíèÿ �x = �xx = �yy, �z = �zz è �a == �xy = ��yx ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîïåðå÷íîé, ïðî�äîëüíîé è õîëëîâñêîé ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà ïðîâî�äèìîñòè. Â èíâàðèàíòíîé çàïèñè òåíçîð ���(�H) == ���(H) èìååò âèä��� = �xÆ�� + (�z � �x)n�n� + �ae��n ; (5)ãäå n = H=H è e�� � åäèíè÷íûé àíòèñèììåòðè÷�íûé ïñåâäîòåíçîð.Â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå (H ! 0) âåëè÷èíà �aëèíåéíà ïî H , �a / H; (6)à ïîïðàâêè ê �x è �z � êâàäðàòè÷íû:�x = � + x; �z = � + z;� / H2 (� = x; z): (7)Çäåñü � � ïðîâîäèìîñòü ñðåäû ïðè H = 0.357



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 2, 2014Â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ïîâåäåíèå ñîñòàâëÿ�þùèõ òåíçîðà �̂ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò�îðìû ïîâåðõíîñòè �åðìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðî�âîäíèêà [1℄. Â äàëüíåéøåì äëÿ ðàçëè÷íûõ îöåíîêáóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ìîäåëüíûå �îðìó�ëû [1℄:�x = �1 + �2 ; �a = ��1 + �2 ; �z = �; � / H; (8)ãäå � = ne2�m ; � = !H�; !H = eHm : (9)Çäåñü n � êîíöåíòðàöèÿ íîñèòåëåé òîêà, e � èõ çà�ðÿä, m � ìàññà íîñèòåëåé,  � ñêîðîñòü ñâåòà, � �âðåìÿ ðåëàêñàöèè, !H � ÷àñòîòà ëàðìîðîâñêîé ïðå�öåññèè. Èç (8) íàõîäèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèåïðè H !1 ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà �̂:�x � ��2 / 1H2 ; �a � �� / 1H ;�z = � / H0: (10)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñîãëàñíî (10) ïðîäîëüíàÿ (âäîëüíàïðàâëåíèÿ H) ïðîâîäèìîñòü îòäåëüíûõ êîìïî�íåíò íå çàâèñèò îò H .Äëÿ áèíàðíûõ êîìïîçèòîâ òåíçîð ïðîâîäèìîñòè�̂(r) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ �̂1 è �̂2 ñî�îòâåòñòâåííî â ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíòàõ. Òåí�çîð ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �̂e, îïðåäåëåííûéñîãëàñíî (3), â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèò îò ñëåäóþùèõàðãóìåíòîâ: �̂e = �̂e (p; �̂1; �̂2) : (11)Çäåñü p � áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ (äîëÿ çàíè�ìàåìîãî îáúåìà) ïåðâîé êîìïîíåíòû. Ñ ó÷åòîì (4)èìååì �̂e = �̂e (p;�1x; �1a; �1z;�2x; �2a; �2z) ; (12)òàê ÷òî �̂e ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ñåìè àðãóìåíòîâ.Âû÷èñëåíèå òðåõ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ �óíê�öèé �ex, �ea, �ez âèäà (12) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé çà�äà÷åé òåîðèè ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîéñòâ áèíàðíûõêîìïîçèòîâ. Îäíàêî, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, çà�äà÷à îïðåäåëåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí âî âñåé îáëàñòè èç�ìåíåíèÿ èõ àðãóìåíòîâ àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìèêðàéíå ñëîæíà è âðÿä ëè ðàçðåøèìà â ïîëíîì îáú�åìå. �àññìîòðèì ïîýòîìó äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ,êîãäà ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà â äîñòàòî÷íîîáùåì âèäå.3. ÑËÀÁÎÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÀß Ñ�ÅÄÀÅñëè îòêëîíåíèå Æ�̂(r) ëîêàëüíîãî òåíçîðà ïðîâî�äèìîñòè �̂(r) îò åãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ h�̂i ìàë�î, òî

äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìî�ñòè �̂e òàêîé ñðåäû ìîæåò áûòü ðàçâèòà òåîðèÿ âîç�ìóùåíèé � ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì Æ�̂. Ïðè ýòîìáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòêëîíåíèå îò ñðåäíåãî çíà÷å�íèÿ êàæäîé èç ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà �̂(r) ìàë�î, âòî âðåìÿ êàê îòëè÷èÿ èõ äðóã îò äðóãà ñêîëü óãîä�íî âåëèêè, ò. å. âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãîïîëÿ H ïðîèçâîëüíà.Ïîëîæèâ�̂(r) = h�̂i+ Æ�̂(r); E(r) = hEi � r'(r); (13)ãäå hÆ�̂i = 0 è hr'i = 0, ïðèâåäåì ñèñòåìó (1), (2) êóðàâíåíèþ äëÿ ïîòåíöèàëà '(r):h���i�2'(r)�x�x� = �Æ���(r)�x� hE�i �� ��x� �Æ���(r)�'(r)�x� � : (14)Ïðè ýòîì hji = h�̂ihEi � hÆ�̂r'i: (15)Çäåñü è âûøå h: : : i � òî æå, ÷òî è â ñîîòíîøåíèè (3).Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà'(r) ïî ñòåïåíÿì Æ�̂, íóæíî ïåðåéòè îò äè��åðåíöè�àëüíîãî óðàâíåíèÿ (14) ê èíòåãðàëüíîìó. Âîñïîëüçó�åìñÿ äëÿ ýòîãî �óíêöèåé �ðèíà G0(r � r0), îïðåäå�ëåííîé ñîãëàñíîh���i�2G0(r� r0)�x��x� = Æ(r � r0): (16)�åøàÿ óðàâíåíèå (16) ñ ïîìîùüþ �óðüå-ïðåîáðàçî-âàíèÿ, íàéäåìG0(r� r0) = � Z exp [ik � (r� r0)℄k � h�̂i � k dk(2�)3 : (17)Çàìåòèì, ÷òî õîëëîâñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èç âûðàæå�íèÿ (17) âûïàäàåò, òàê ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà G0(r�r0)èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å áåçìàãíèòíîãî ïîëÿ [9℄.Ñ ïîìîùüþ �óíêöèè G0(r�r0) îáû÷íûì îáðàçîìïåðåõîäèì îò äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14) êèíòåãðàëüíîìó, êîòîðîå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à�ñòÿì ïðèíèìàåò âèä'(r) = hE�i ��x� Z G0(r� r0)Æ���(r0) dr0 �� ��x� Z G0(r� r0)Æ���(r0)�'(r0)�x0� dr0: (18)Óðàâíåíèå (18) ðåøàåì èòåðàöèÿìè � ðàçëîæåíèåìïî ñòåïåíÿì Æ�̂:'(r) = '(1)(r) + '(2)(r) + : : : ; (19)ãäå '(n)(r) ñîäåðæèò n-þ ñòåïåíü Æ�̂.358



ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 2, 2014 Ê òåîðèè ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîéñòâ êîìïîçèòîâÂ ëèíåéíîì ïî Æ�̂ ïðèáëèæåíèè èç (18) íàõîäèì'(1)(r) = hE�i ��xÆ Z G0(r� r0)Æ�Æ�(r0) dr0: (20)Â êâàäðàòè÷íîì ïî Æ�̂ ïðèáëèæåíèè èç (15) èìååìhj�i = h���ihE�i ��Æ�� �'(1)�x �+ : : : (21)Îòñþäà ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ (20) äëÿ '(1)íàõîäèì ïîïðàâêó âòîðîãî ïîðÿäêà ê �̂e:��̂(2)e ��� = � 1V Z dr0 Z dr00Æ��(r0)�� �2G0(r0 � r00)�x0�x0Æ Æ�Æ�(r00): (22)Ïîëîæèâ r00 = r0 + r, ïðèâåäåì âûðàæåíèå (22) êâèäó ��̂(2)e ��� = � Z K�;Æ�(r)�2G0(r)�x�xÆ dr: (23)ÇäåñüK�;Æ�(r) = 1V Z Æ��(r0)Æ�Æ�(r0 + r) dr0 (24)� êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ (V !1).Ïðîäîëæàÿ ðåøàòü óðàâíåíèå (18) èòåðàöèÿìè,íåòðóäíî íàéòè è âûñøèå ïî Æ�̂ ïîïðàâêè ê '(r) è�̂e. Ïðè ýòîì â êóáè÷íóþ ïîïðàâêó ê �̂e âõîäèò êîð�ðåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà è ò. ä.Ïåðåõîäÿ â �îðìóëå (23) ê �óðüå-ïðåäñòàâëåíèþäëÿ êîððåëÿöèîííîé è ãðèíîâñêîé �óíêöèé, ïîëó�÷èì��̂(2)e ��� = � Z K�;Æ�(�k) kkÆk � h�̂i � k dk(2�)3 : (25)Ôîðìóëà (25), êàê è ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [10℄ àíàëî�ãè÷íîå âûðàæåíèå, ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîéñëàáîíåîäíîðîäíîé ñðåäû. Îäíàêî â òàêîì îáùåìâèäå îíà, êàê è âûðàæåíèå (23), ìàëî ïðèãîäíà äëÿïðàêòè÷åñêèõ öåëåé. Â òî æå âðåìÿ �îðìóëå (25) ìî�æåò áûòü ïðèäàí äîñòàòî÷íî ïðîñòîé è óäîáíûé äëÿïðèìåíåíèÿ âèä â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå èçîòðîï�íîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè, êîãäà K̂(r) çàâèñèòòîëüêî îò r = jrj. Ïðè ýòîì, êàê íåòðóäíî âèäåòü,îò k = jkj çàâèñèò è �óðüå-îáðàç K̂(k) = K̂(k). Ýòîîáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò îòäåëèòü â �îðìóëå (25)èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëàì��̂(2)e ��� = �QÆ Z K�;Æ�(k) dk(2�)3 ; (26)

ãäå QÆ = Z mmÆm � h�̂i �m do4� : (27)Çäåñü m = k=k, do � ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà. Èíòå�ãðàë â (26) îò K̂(k) ðàâåí K̂(r) ïðè r = 0. Ïîýòîìóñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (24) èìååìZ K�;Æ�(k) dk(2�)3 = hÆ��Æ�Æ�i: (28)Â èòîãå â êâàäðàòè÷íîì ïî Æ�̂ ïðèáëèæåíèè ïîëó÷à�åì (�̂e)�� = h�̂��i �QÆhÆ�� Æ�Æ�i+ : : : (29)ñ ìàòðèöåé Q̂ èç �îðìóëû (27).Èç âûðàæåíèÿ (27) õîëëîâñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿòåíçîðà h�̂i âûïàäàåò, òàê ÷òî âåëè÷èíà Q̂ ñîâïàäà�åò ñ ìàòðèöåé, ââåäåííîé â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å îïðîâîäèìîñòè êîìïîçèòîâ ñ åñòåñòâåííîé àíèçîòðî�ïèåé [9℄. Â ãëàâíûõ îñÿõ òåíçîðà h�̂i ìàòðèöà Q̂ äèà�ãîíàëüíà ñ ýëåìåíòàìè [9℄Q� = n(�)h��i (� = x; y; z); (30)ãäå n(�) � êîý��èöèåíòû äåïîëÿðèçàöèè ýëëèïñîè�äà ñ ïîëóîñÿìè a� = 1ph��i : (31)Â äàííîì ñëó÷àå h�xi = h�yi 6= h�zi, òàê ÷òî èìååìax = ay 6= az, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò ýëëèïñîèä âðàùå�íèÿ (ñ�åðîèä).Èç (29) ñ ó÷åòîì (30) ñëåäóåò�ex = h�xi8<:1�n(x)�D(Æ�x)2E(h�xi)2 �D(Æ�a)2E(h�xi)2 �9=; ; (32)�ea = h�ai�1� 2n(x) hÆ�xÆ�aih�xih�ai� ; (33)�ez = h�zi8<:1� n(z)D(Æ�z)2E(h�zi)2 9=; : (34)Âûðàæåíèÿ (32)�(34) ñïðàâåäëèâû äëÿ ñëàáîíåîäíî�ðîäíîé ñðåäû ñ èçîòðîïíîé êîððåëÿöèîííîé �óíê�öèåé.Åñëè h�xi = h�yi < h�zi, òàê ÷òî ax = ay > az, òîêîý��èöèåíòû äåïîëÿðèçàöèè n(�) îòâå÷àþò ñïëþñ�íóòîìó ñ�åðîèäó, äëÿ êîòîðîãî [11℄n(z) = 1 + �2�3 (�� artg �) ; � =s h�zih�xi � 1; (35)359



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 2, 2014n(x) = n(y) = 12 �1� n(z)� : (36)Ïðè h�xi=h�zi � 1 èìååìn(z) � 1� �2s h�xih�zi ; n(x) = n(y) � �4s h�xih�zi : (37)Ïóñòü ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà �̂(r) èìåþò âèä (8),ïðè÷åì äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð� íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò. Òîãäà ïðè � � 1 âåëè�÷èíà �ex èç (32) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (37) äëÿ n(x)ïðèìåò âèä �ex � h�i�2 �1 + �Æ2� ; (38)ãäå Æ2 = �4 D(Æ�)2E(h�i)2 � 1: (39)Èç (38) â ñîãëàñèè ñ [12℄ ñëåäóåò, ÷òî ïðè �Æ2 > 1 ïî�ïðàâêà ê âåëè÷èíå �ex âåëèêà (ó ñîñòàâëÿþùèõ �eaè �ez òåíçîðà �̂e òàêèõ àíîìàëèé íåò). Â ýòîì ñëó�÷àå íåîáõîäèìî ñóììèðîâàòü âåñü ðÿä òåîðèè âîçìó�ùåíèé, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòð ðàçëîæå�íèÿ �Æ2 íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïðè � ! 1. Àíàëèçðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé, ïðîâåäåííûé â ðàáîòå [12℄,ïðèâåë ê ðåçóëüòàòó �ex / ��4=3. Â ðàçä. 5 ýòà çà�äà÷à áóäåò ðàññìîòðåíà â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ý���åêòèâíîé ñðåäû.4. ËÈÍÅÉÍÎÅ ÏÎ ÊÎÍÖÅÍÒ�ÀÖÈÈÏ�ÈÁËÈÆÅÍÈÅÇàäà÷à î ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîéñòâàõ êîìïîçè�òîâ ìîæåò áûòü ðåøåíà â äîñòàòî÷íî îáùåì âèäåòàêæå ïðè ìàëîé êîíöåíòðàöèè N âêëþ÷åíèé, êî�ãäà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëèíåéíûì ïî N ïðèáëèæå�íèåì.�àññìîòðèì áèíàðíûé êîìïîçèò, ñîñòîÿùèé èçìàòðèöû ñ òåíçîðîì ïðîâîäèìîñòè �̂1 è ìàëîé êîí�öåíòðàöèè âêëþ÷åíèé âòîðîé êîìïîíåíòû (ñ òåíçî�ðîì ïðîâîäèìîñòè �̂2) ïðîèçâîëüíîé �îðìû. Äëÿâû÷èñëåíèÿ òåíçîðà ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �̂eòàêîé ñèñòåìû óñðåäíèì, êàê è â [11℄, âåêòîð j� �̂1Eïî îáúåìó V îáðàçöà (ïðè V ! 1). Â ðåçóëüòàòåïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ(�̂e � �̂1) hEi = �N (�̂1 � �̂2) Zv E dV; (40)ãäå N � ðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âêëþ÷åíèé (èõ÷èñëî â åäèíèöå îáúåìà). Èíòåãðèðîâàíèå â (40)

ïðîâîäèòñÿ ïî îáúåìó âêëþ÷åíèÿ, ïðè÷åì ïðè õà�îòè÷åñêîé îðèåíòàöèè âêëþ÷åíèé íóæíî ïðîâåñòèóñðåäíåíèå ïî óãëàì. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [13℄, âñõîäíîé çàäà÷å î ïðîâîäèìîñòè êîìïîçèòîâ ñ åñòå�ñòâåííîé àíèçîòðîïèåé ïîäîáíûé èíòåãðàë ìîæåòáûòü âûðàæåí ÷åðåç äèïîëüíóþ ïîëÿðèçóåìîñòüíåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàííîãî âêëþ÷åíèÿ. Àíàëîãè÷�íàÿ îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà è â ðàññìàò�ðèâàåìîé çàäà÷å.Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî [14℄ óðàâíå�íèÿ ïîñòîÿííîãî òîêà (1) ñîõðàíÿþò ñâîé âèä ïðèïðåîáðàçîâàíèèr = r0; j = j0 + ĈE0; E = E0; (41)ãäå Ĉ � íåçàâèñÿùèé îò êîîðäèíàò ïðîèçâîëüíûéàíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð: C�� = �C��. Ïðè ýòîìòåíçîð ïðîâîäèìîñòè ¾øòðèõîâàííîé¿ ñèñòåìû ïðè�íèìàåò âèä �̂0(r0) = �̂(r)� Ĉ: (42)Àíàëîãè÷íûì ñîîòíîøåíèåì ñâÿçàíû òåíçîðû ý���åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè èñõîäíîé è øòðèõîâàííîéñèñòåì, �̂e = �̂0e + Ĉ: (43)Ïîëîæèì Ĉ = �̂1a, ãäå �̂1a � àíòèñèììåòðè÷íàÿ(õîëëîâñêàÿ) ÷àñòü òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè ïåðâîéêîìïîíåíòû (ìàòðèöû) �̂1. Â ýòîì ñëó÷àå â òåíçîðå�̂01 õîëëîâñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îòñóòñòâóåò è ìàòðè�öà øòðèõîâàííîé ñèñòåìû àíàëîãè÷íà ñðåäå ñ îäíî�îñíîé åñòåñòâåííîé àíèçîòðîïèåé. Â òî æå âðåìÿ óòåíçîðà �̂02 àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü èìååò âèä�̂02a = �̂2a � �̂1a: (44)Ïðîâåäåì òåïåðü, êàê è â ðàáîòå [13℄, ñëåäóþùèåïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, ïëîòíîñòè òîêà è íàïðÿ�æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ øòðèõîâàííîé ñèñòå�ìû: x0 = ex; y0 = ey; z0 = �ez;j0x = ejx; j0y = ejy; j0z = �ejz ;E0x = � eEx; E0y = � eEy; E0z = eEz : (45)Ïðè ïàðàìåòðå � =r�1z�1x (46)ìàòðèöà â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå ñòàíîâèòñÿ èçî�òðîïíîé ñ çàêîíîì Îìàej1 = p�1x�1z eE1; (47)òàê ÷òî ïîòåíöèàë e'1 â ïåðâîé êîìïîíåíòå óäîâ-ëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ360



ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 2, 2014 Ê òåîðèè ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîéñòâ êîìïîçèòîâòåíçîðà ïðîâîäèìîñòè ê�2 ïðåîáðàçîâàííîãî âêëþ÷å�íèÿ ïîëó÷àåìe�2x = ��2x; e�2a = � (�2a � �1a) ;e�2z = 1��2z : (48)Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (45) ìåíÿþòñÿ òàêæå ãåîìåòðè�÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âêëþ÷åíèÿ.Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ñ èçîòðîïíîé ìàòðèöåé ìî�æåò áûòü ïîñòàâëåíà è, â ïðèíöèïå, ðåøåíà çàäà÷àî âû÷èñëåíèè òåíçîðà äèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè ê�ïðåîáðàçîâàííîãî âêëþ÷åíèÿ, îïðåäåëåííîãî ïî ñî�îòíîøåíèþ ep = ê� eE0: (49)Çäåñü ep � äèïîëüíûé ìîìåíò ïðåîáðàçîâàííîãîâêëþ÷åíèÿ, eE0 � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ âäàëè îò âêëþ÷åíèÿ.Ñâÿçü èíòåãðàëà, âõîäÿùåãî â ðàâåíñòâî (40), ñòåíçîðîì äèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè âêëþ÷åíèÿ ìî�æåò áûòü óñòàíîâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîò�ðèì çàäà÷ó î ìàêðîñêîïè÷åñêîì òåëå ñ òåíçîðíîé äè�ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ "̂, íàõîäÿùåìñÿ â âà�êóóìå è ïîìåùåííîì â îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïî�ëå íàïðÿæåííîñòè E0. Äëÿ òàêîãî òåëà (ïðîèçâîëü�íîé �îðìû è îáúåìà v) îáû÷íûì îáðàçîì ìîæåòáûòü îïðåäåëåí äèïîëüíûé ìîìåíò p = �̂E0:p = 14� Zv (D�E) dV = "̂� 1̂4� Zv E dV; (50)îòêóäàZv E dV = 4� �"̂� 1̂��1 p = 4� �"̂� 1̂��1 �̂E0: (51)Âîçâðàùàÿñü ê çàäà÷å î ïðîâîäèìîñòè, äëÿ ïðåîáðà�çîâàííîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì çàìåíû "̂! ê�2=p�1x�1zèìååì Zev eE deV = 4�� ê�2p�1x �1z � 1̂��1 ê�eE0: (52)Â âûðàæåíèÿõ (50)�(52) 1̂ � åäèíè÷íûé äèàãîíàëü�íûé òåíçîð: (1̂)�� = Æ�� . Ïðè õàîòè÷åñêè îðèåíòèðî�âàííûõ âêëþ÷åíèÿõ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (52) íóæíîóñðåäíèòü ïî óãëàì.Ïîñëå óñðåäíåíèÿ òåíçîð ê� èìååò òàêîé æå âèä,êàê è äëÿ ñ�åðè÷åñêîãî âêëþ÷åíèÿ (ñð. ñ âûðàæå�íèåì (A.55) â Ïðèëîæåíèè) ñ ñîñòàâëÿþùèìè e�x,e�a, e�z. Â ýòîì ñëó÷àå èç ðàâåíñòâà (52) ñ ó÷åòîì(45)�(48) íàõîäèì

Zv Ex dV = �4���1xD �� nh(�1x � �2x) e�x + (�1a � �2a) e�ai E0x ++ h(�1x � �2x) e�a � (�1a � �2a) e�xi E0yo ; (53)Zv Ey dV = �4���1xD �� nh(�1a � �2a) e�x � (�1x � �2x) e�ai E0x ++ h(�1x � �2x) e�x + (�1a � �2a) e�ai E0yo ; (54)ãäå D = (�1x � �2x)2 + (�1a � �2a)2 ; (55)è Zv Ez dV = �4�� �1z�1z � �2z e�z: (56)Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè âåëè÷èíó E0 â(53), (54) è (56) ñëåäóåò îòîæäåñòâèòü ñî ñðåäíèìïî îáúåìó îáðàçöà çíà÷åíèåì íàïðÿæåííîñòè ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ hEi.Ïîäñòàíîâêà (53)�(56) â ðàâåíñòâî (40) ïðèâîäèòê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì:�ex = �1x �1 + 4��N e�x� ; (57)�ea = �1a �1 + 4��N �1x�1a e�a� ; (58)�ez = �1z �1 + 4��N e�z� : (59)Âûðàæåíèÿ (57)�(59) åùå áîëåå óïðîùàþòñÿ ïîñëåââåäåíèÿ áåçðàçìåðíîãî òåíçîðà äèïîëüíîé ïîëÿðè�çóåìîñòè ê� ñîãëàñíî ê� = ev ê�; (60)ãäå ev � îáúåì ïðåîáðàçîâàííîãî âêëþ÷åíèÿ. Â ýòîìñëó÷àå èç (57)�(59) ïîëó÷àåì�ex = �1x �1 + 4�e�x� ; (61)�ea = �1a �1 + 4��1x�1a e�a� ; (62)�ez = �1z �1 + 4�e�z� ; (63)ãäå  = vN � áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ (äîëÿ çà�íèìàåìîãî îáúåìà) âêëþ÷åíèé, v = �ev � èñõîäíûéîáúåì âêëþ÷åíèÿ.361



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 2, 2014Ôîðìóëû (57)�(59) èëè (61)�(63) äàþò èñêîìûåòî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà ý���åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �̂e â ëèíåéíîì ïî êîíöåí�òðàöèè âêëþ÷åíèé ïðèáëèæåíèè. Åñëè �îðìà èñõîä�íîãî âêëþ÷åíèÿ îòëè÷íà îò ñ�åðè÷åñêîé, òî òåíçîðäèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè ïðåîáðàçîâàííîãî âêëþ�÷åíèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí, íàïðèìåð, ÷èñëåííû�ìè ìåòîäàìè.Åñëè íå îãðàíè÷èâàòüñÿ ëèíåéíûì ïî  ïðèáëè�æåíèåì, òî ñëåäóåò îòìåòèòü ñëåäóþùåå. Äëÿ áè�íàðíîãî êîìïîçèòà ïðåîáðàçîâàíèå (45), (46) ïåð�âóþ êîìïîíåíòó ïðåâðàùàåò â îìè÷åñêè èçîòðîï�íóþ (e�1x = e�1y = e�1z), íî ñ íåíóëåâîé õîëëîâñêîéñîñòàâëÿþùåé òåíçîðà ê�1a. Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë e'1óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Åñëè âêëþ÷åíèÿâòîðîé êîìïîíåíòû äèýëåêòðè÷åñêèå, òî îíè îñòàþò�ñÿ òàêîâûìè è â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå. Â ýòîìñëó÷àå äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ âíåøíåé çàäà÷åé ñãðàíè÷íûì óñëîâèåì ejn = 0 íà ïîâåðõíîñòè ïðåîáðà�çîâàííûõ âêëþ÷åíèé. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à îòëè÷àåòñÿîò ñòàíäàðòíîé èçîòðîïíîé ïðè H = 0 òîëüêî òåì,÷òî â ãðàíè÷íîå óñëîâèå âõîäèò õîëëîâñêàÿ ñîñòàâ�ëÿþùàÿ e�1a.Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñëó÷àå èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ âêëþ÷åíèé ïåðåõîä êøòðèõîâàííîé ñèñòåìå (41) íå ìåíÿåò èõ ñâîéñòâ èïî-ïðåæíåìó �̂02 = 1. Ïîýòîìó â ýòîé ñèñòåìå ïî�ëó÷àåì çàäà÷ó, àíàëîãè÷íóþ çàäà÷å î ïðîâîäèìîñòèêîìïîçèòà ñ åñòåñòâåííîé îäíîîñíîé àíèçîòðîïèåé,êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê èçîòðîïíîé [15℄. Ïðèýòîì óñðåäíåíèå ðàâåíñòâ (41) ïî îáúåìó îáðàçöàïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî äëÿ êîìïîçèòà ñ èäåàëüíîïðîâîäÿùèìè âêëþ÷åíèÿìè �ea = �1a [14℄.5. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÉÑ�ÅÄÛÄëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ãàëüâàíîìàãíèòíûõõàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòîâ â øèðîêîé îáëàñòè èçìå�íåíèÿ êîíöåíòðàöèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ âîñïîëü�çóåìñÿ ìåòîäîì ÅÌÀ, îáîáùåííûì íà ñëó÷àé âêëþ�÷åíèé ïðîèçâîëüíîé �îðìû è H 6= 0. Äëÿ âûâîäàîñíîâíûõ óðàâíåíèé ýòîãî ìåòîäà â çàäà÷å î ãàëüâà�íîìàãíèòíûõ ñâîéñòâàõ n-êîìïîíåíòíîãî êîìïîçèòàóñðåäíèì âåêòîð J = j � �̂eE ïî îáúåìó V îáðàçöà(ïðè V !1). Ñ îäíîé ñòîðîíû,hj� �̂eEi = � nXi=1 (�̂e � �̂i) 1V ZVi E dV; (64)ãäå �̂i � òåíçîð ïðîâîäèìîñòè i-é êîìïîíåíòû; èíòå�ãðèðîâàíèå â (64) ïðîâîäèòñÿ ïî åå îáúåìó Vi. Ïî�

ñêîëüêó, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñðåäíåå îò j� �̂eE ðàâíîíóëþ, òîæäåñòâî (64) ïðèíèìàåò âèänXi=1Ni (�̂e � �̂i)8<:Zv E dV9=;i = 0: (65)Çäåñü Ni � ðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ i-é êîìïîíåí�òû; èíòåãðèðîâàíèå â (65) ïðîâîäèòñÿ ïî îáúåìàìîòäåëüíûõ âêëþ÷åíèé ýòîé êîìïîíåíòû, Ïîä f: : : giïîíèìàåòñÿ óñðåäíåíèå ïî âñåì âêëþ÷åíèÿì i-é êîì�ïîíåíòû.Ïðèáëèæåíèå ìåòîäà ÅÌÀ ñîñòîèò â çàìåíå âå�ëè÷èíû f: : : gi â �îðìóëå (65) íà èíòåãðàë îò íà�ïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè íåêîòîðî�ãî ñðåäíåãî i-ãî âêëþ÷åíèÿ, ïîìåùåííîãî â ìàòðè�öó (¾ý��åêòèâíóþ ñðåäó¿) ñ òåíçîðîì ïðîâîäèìî�ñòè �̂e. Â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû èç (65) ïîëó÷àåìèñõîäíîå óðàâíåíèå ìåòîäà ÅÌÀ:nXi=1 i (�̂e � �̂i) hEii = 0; (66)ãäå i = viNi � áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ i-é êîì�ïîíåíòû è hEii = 1vi Zvi E dV: (67)Çäåñü ÷åðåç vi îáîçíà÷åí îáúåì ñðåäíåãî âêëþ÷åíèÿi-é êîìïîíåíòû.�àññìîòðèì òàêîé æå áèíàðíûé êîìïîçèò, êàêè â ðàçä. 4, ïðè íåìàëîé êîíöåíòðàöèè. Â ýòîìñëó÷àå ¾âêëþ÷åíèÿ¿ ïåðâîé êîìïîíåíòû (ìàòðè�öû) ìîãóò èìåòü ñàìûé ðàçíîîáðàçíûé âèä. Ôîð�ìà ñðåäíåãî âêëþ÷åíèÿ ýòîé êîìïîíåíòû çàäàåò�ñÿ ãåîìåòðèåé (ñòðóêòóðîé) êîìïîçèòà. Äëÿ ñòðóê�òóðíî-èçîòðîïíîé ñèñòåìû, ðàññìîòðåíèåì êîòîðîéîãðàíè÷èìñÿ, â êà÷åñòâå òàêîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóåòâûáðàòü íàèáîëåå ñèììåòðè÷íóþ �èãóðó � ñ�åðó.Òàêîé âûáîð ïðîäèêòîâàí òàêæå è òåì, ÷òî â ýòîìñëó÷àå íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðèòàêîãî âêëþ÷åíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà â àíàëèòè÷å�ñêîì âèäå (ñì. Ïðèëîæåíèå).Ñîãëàñíî �îðìóëå (A.48) èç Ïðèëîæåíèÿ, ýëåê�òðè÷åñêîå ïîëå âíóòðè ñ�åðè÷åñêîãî âêëþ÷åíèÿ îä�íîðîäíî è äëÿ åãî íàïðÿæåííîñòè èìååìE1 = Ŵ (1)E0; (68)ãäå E0 � íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî îäíîðîäíîãîýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷èòåíçîð �̂(e) â �îðìóëàõ (A.50)�(A.53) ñëåäóåò çàìå�íèòü íà �̂e, à �̂(i) � íà �̂1, òàê ÷òîW (1)x = �ex h�ex � (�ex � �1x)n(x)i��11 ; (69)362



ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 2, 2014 Ê òåîðèè ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîéñòâ êîìïîçèòîâW (1)a = �exn(x) (�ea � �1a)��11 ; (70)W (1)z = �ez�ez � (�ez � �1z)n(z) : (71)Â âûðàæåíèÿõ (69) è (70)�1 = h�ex � (�ex � �1x)n(x)i2 ++ h(�ea � �1a)n(x)i2 : (72)Ïðè �1x = �1y < �1z êîý��èöèåíòû äåïîëÿðèçàöèèn(�) èìåþò âèä (35), (36) ñ çàìåíîé âåëè÷èíû � íà� =r�ez�ex � 1: (73)Âåëè÷èíó hEi2 âûðàçèì, êàê è â ðàçä. 4, ÷åðåçòåíçîð äèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè ê� ïðåîáðàçîâàí�íîãî âêëþ÷åíèÿ. Ïåðåõîä ê òàêîìó âêëþ÷åíèþ ïðî�èñõîäèò ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé (41) è (45) ñ ïà�ðàìåòðîì � =r�ez�ex : (74)Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû îò E ïîîáúåìó âêëþ÷åíèÿ äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (53)�(56)ñ çàìåíàìè �1x ! �ex, �1a ! �ea, �1z ! �ez . Ïîä�ñòàâëÿÿ ýòè èíòåãðàëû è âåëè÷èíó (68) â âåêòîðíîåóðàâíåíèå (66), ïîëó÷èì èñêîìóþ ñèñòåìó óðàâíå�íèé îáîáùåííîãî ìåòîäà ÅÌÀ:p h(�ex � �1x) W (1)x � (�ea � �1a) W (1)a i�� 4��exe�x = 0; (75)p h(�ex � �1x) W (1)a + (�ea � �1a) W (1)x i�� 4��exe�a = 0; (76)p (�ez � �1z) W (1)z � 4��eze�z = 0 (77)ñW (1)x , W (1)a ,W (1)z èç (69)�(72). Óðàâíåíèÿ (75)�(77)ñïðàâåäëèâû äëÿ áèíàðíîãî êîìïîçèòà ñ âêëþ÷åíè�ÿìè ïðîèçâîëüíîé �îðìû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âëèíåéíîì ïî êîíöåíòðàöèè  ïðèáëèæåíèè èç íèõñëåäóþò âûðàæåíèÿ (61)�(63).Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (75)�(77) ìîãóò áûòüïðåäñòàâëåíû òàêæå â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîìâèäå: p�W (1)x � 1�� 4�n(x) e�x = 0; (78)pW (1)a � 4�n(x) e�a = 0; (79)p�W (1)z � 1�� 4�n(z) e�z = 0: (80)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñ�åðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé, ðàññìîò�ðåííîì â ðàáîòàõ [2; 3; 7℄, ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíå�íèÿ ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì ìàòðè÷íîìâèäå: Xi i Ŵ (i) = 1̂; (81)ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû Ŵ (i) ïîëó÷àþòñÿ èç (69)�(72)çàìåíîé èíäåêñà 1 íà i.Äëÿ ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû ñ èçîòðîïíîéñòðóêòóðîé â êà÷åñòâå ñðåäíåãî ¾âêëþ÷åíèÿ¿ êàæ�äîé èç êîìïîíåíò ñëåäóåò âûáðàòü ñ�åðû. Ïîýòîìóâ ïðèáëèæåíèè ìåòîäà ÅÌÀ äëÿ òàêîé ñðåäû òàê�æå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (81), ãäå ÷èñëî êîìïîíåíòìîæåò áûòü íå îãðàíè÷åíî. Íàêîíåö, äëÿ ñðåäû ñíåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòüþ ãàëüâàíîìàãíèòíûõ õà�ðàêòåðèñòèê îò êîîðäèíàò âìåñòî (81) èìååìDŴE = 1̂; (82)èëè hWxi = 1; hWai = 0; hWzi = 1: (83)Óñðåäíåíèå â (82), (83) âåäåòñÿ ïî îáúåìó èëè ïî àí�ñàìáëþ. Âåëè÷èíû Wx(r), Wa(r), Wz(r) ïîëó÷àþò�ñÿ èç (69)�(72) çàìåíàìè �1x ! �x(r), �1a ! �a(r),�1z ! �z(r). Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ñëàáîíåîä�íîðîäíîé ñðåäû â êâàäðàòè÷íîì ïî îòêëîíåíèÿì îòñðåäíèõ çíà÷åíèé ïðèáëèæåíèè èç óðàâíåíèé (83)ñëåäóþò âûðàæåíèÿ (32)�(34).Îäíàêî, êàê îòìå÷åíî â ðàçä. 3, ýòî ïðèáëèæå�íèå ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì â äîñòàòî÷íî áîëü�øèõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ. Ýòî êàñàåòñÿ òîëüêî âåëè÷è�íû �ex, ïîïðàâêà ê êîòîðîé íåîãðàíè÷åííî ðàñòåòïðè H ! 1. Â òî æå âðåìÿ ïîïðàâêè ê �ea è �ezïðè H !1 èñ÷åçàþò, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü�ea = h�ai è �ez = h�zi. Â ýòîì ñëó÷àå èç ïåðâîãîóðàâíåíèÿ (83) ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ ïîëó÷àåì ñëå�äóþùåå ðàçëîæåíèå:(�ex)2 � h�xi�ex � D(�ea � �a)2En(x) = 0: (84)Çäåñü â êà÷åñòâå n(x) âìåñòî (37) ñëåäóåò âçÿòü âû�ðàæåíèå n(x) = �4 r �exh�zi (85)è ïîëîæèòü �ea = h�ai. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (84)ïðèíèìàåò âèäph�zi�3ex �ph�zi�exh�xi � �4 D(Æ�a)2E = 0: (86)363



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 2, 2014Òàê êàê äëÿ ìîäåëüíûõ �îðìóë (8)h�zi = h�i; h�xi = h�i�2 ;D(Æ�a)2E = D(Æ�)2E�2 ; (87)òî, ââåäÿ �óíêöèþ � ñîãëàñíî�ex = h�i�2 �2; (88)ïîëó÷èì óðàâíåíèå�3 � �� �Æ2 = 0; Æ2 = �4 D(Æ�)2 E(h�i)2 : (89)Çäåñü Æ2 � òî æå, ÷òî è â (39). Ôîðìóëû (88) è (89)âûâåäåíû ïðè Æ2 � 1 è � � 1; ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî � íåçàâèñèò îò êîîðäèíàò.Ïðè ìàëîì ïàðàìåòðå �Æ2 � 1 èìååì� = 1 + �Æ2=2 + : : : ; (90)òàê ÷òî äëÿ �ex ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò (38). Íàïðîòèâ,ïðè áîëüøîé âåëè÷èíå �Æ2 � 1 èç óðàâíåíèÿ (89)íàõîäèì � = ��Æ2�1=3 : (91)Â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå äëÿ �ex ïîëó÷àåì âûðà�æåíèå [16℄ �ex = h�i� Æ��4=3 ; (92)÷òî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé, äàí�íîé äëÿ âåëè÷èíû �ex â ðàìêàõ ìåòîäà ÅÌÀ [2℄ è ñïîìîùüþ àíàëèçà ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé [12℄.Äëÿ âêëþ÷åíèé, îáëàäàþùèõ îòëè÷íîé îò ñ�å�ðè÷åñêîé �îðìîé, îïðåäåëåíèå òåíçîðà ïîëÿðèçóå�ìîñòè ê� â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿ�åò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëüíóþ çàäà÷ó. Âåëè÷èíà ê� çàâè�ñèò êàê îò �îðìû âêëþ÷åíèÿ, òàê è îò ñîñòàâëÿþ�ùèõ òåíçîðîâ ïðîâîäèìîñòè âíåøíåé è âíóòðåííåéîáëàñòåé. Ñòîëü ñëîæíàÿ çàäà÷à äîëæíà ðåøàòüñÿ,âîîáùå ãîâîðÿ, ÷èñëåííûìè (êîìïüþòåðíûìè) ìåòî�äàìè. Ïðè ýòîì ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáî�òå ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî óäîáíûì ïðè èçó÷å�íèè êîìïîçèòîâ ñ äèýëåêòðè÷åñêèìè âêëþ÷åíèÿìè.Â ýòîì ñëó÷àå ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà ê� çíà�÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, òàê êàê ïðè åå ðåøåíèè ìîæ�íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì âíåøíåé çàäà÷è.

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÑ�åðè÷åñêîå âêëþ÷åíèå â ìàãíèòíîì ïîëå1. �àññìîòðèì âêëþ÷åíèå ñ�åðè÷åñêîé �îðìûïðîâîäèìîñòè �(i), íàõîäÿùååñÿ â ñðåäå (ìàòðèöå)ïðîâîäèìîñòè �(e). Åñëè íà ýòó ñèñòåìó íàëîæå�íî ìàãíèòíîå ïîëå íàïðÿæåííîñòè H, íàïðàâëåí�íîå âäîëü îñè z, òî â ýòîì ñëó÷àå ïðîâîäèìîñòèîáåèõ êîìïîíåíò îïèñûâàåòñÿ òåíçîðàìè �̂(e) è �̂(i)âèäà (4). �àññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïîìåùàåòñÿ âîâíåøíåå îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåí�íîñòè E0. Òðåáóåòñÿ íàéòè íàïðÿæåííîñòü E(i) âíó�òðè âêëþ÷åíèÿ.Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íóæíî ïðåä�âàðèòåëüíî ïåðåéòè ê ñèñòåìå, â êîòîðîé âêëþ÷åíèåîêðóæåíî ìàòðèöåé ñ èçîòðîïíîé (ñêàëÿðíîé) ïðî�âîäèìîñòüþ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïåðåéäåì ê ¾øòðè�õîâàííîé¿ ñèñòåìå ñîãëàñíî (41), ãäå ïîëîæèì Ĉ == �̂(e)a . Çäåñü �̂(e)a � àíòèñèììåòðè÷íàÿ (õîëëîâñêàÿ)÷àñòü òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè ìàòðèöû �̂(e).Çàòåì ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïëîò�íîñòè òîêà è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿâèäà (45) ñ ïàðàìåòðîì� =s�(e)z�(e)x : (A:1)Ìàòðèöà â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå ñòàíîâèòñÿ èçî�òðîïíîé ñ çàêîíîì Îìàej(e) = �0 eE(e); �0 =q�(e)x �(e)z : (A:2)Ïðè ýòîì òåíçîð ïðîâîäèìîñòè ê�(i) âêëþ÷åíèÿ ñî�õðàíÿåò âèä (4) ñ ñîñòàâëÿþùèìèe�(i)x = ��(i)x ; e�(i)a = ���(i)a � �(e)a � ;e�(i)z = ��1�(i)z : (A.3)Êðîìå ïðîâîäèìîñòè ìåíÿåòñÿ è �îðìà âêëþ÷å�íèÿ: èñõîäíàÿ ñ�åðà ðàäèóñà R ïðåâðàùàåòñÿ â ñ�å�ðîèä � ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ (ax = ay 6= az), çàäàâà�åìûé óðàâíåíèåìF(ex; ey; ez) = ex2 + ey2a2x + ez2a2z � 1 = 0 (A:4)ñ ïîëóîñÿìè ax = ay = R; az = R=�: (A:5)Ïðè ïàðàìåòðå � > 1 (�(e)z > �(e)x ) âêëþ÷åíèå ïðèîá�ðåòàåò �îðìó ñïëþùåííîãî ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ.364



ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 2, 2014 Ê òåîðèè ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîéñòâ êîìïîçèòîâ2. Â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå ïîñòàâëåííàÿ çà�äà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà (ïðè � > 1) â ñïëþñíóòûõñ�åðîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ��; �; �	, ñâÿçàííûõ ñäåêàðòîâûìè ñëåäóþùèì îáðàçîì [17℄:x = a0p(�2 + 1) (1� �2) os�;y = a0p(�2 + 1) (1� �2) sin�;z = a0��: (A.6)Çäåñü è äàëåå çíà÷îê ¾òèëüäà¿ ó âåëè÷èí, îòíîñÿ�ùèõñÿ ê ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå, îïóñêàåì. Êîîð�äèíàòû ��; �; �	 ìåíÿþòñÿ â äèàïàçîíàõ 0 � � � 1,�1 � � � 1, 0 � � < 2�. Ïðè ýòîì çíà÷åíèþ � = 1îòâå÷àåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîñü z, à � = �1 � îò�ðèöàòåëüíàÿ.Ïîâåðõíîñòè ñïëþñíóòîãî ñ�åðîèäà (ax = ay >> az) ñîîòâåòñòâóåò � = �0 = onst, òàê ÷òîax = ay = a0q�20 + 1; az = a0�0; (A:7)îòêóäà íàõîäèì�0 = azpa2x � a2z ; a0 =pa2x � a2z: (A:8)Âíóòðåííåé è âíåøíåé îáëàñòÿì òàêîãî ñ�åðîèäà îò�âå÷àþò ñîîòâåòñòâåííî � < �0 è � > �0. Íîðìàëüíàÿïðîèçâîäíàÿ îò ïîòåíöèàëà ' íà ïîâåðõíîñòè S ñ�å�ðîèäà äàåòñÿ âûðàæåíèåì�'�n ����S = 1h� �'�� �����=�0 ; h� = a0s�2 + �2�2 + 1 ; (A:9)ãäå h� � êîý��èöèåíò Ëàìå.Óðàâíåíèå Ëàïëàñà äëÿ ïîòåíöèàëà ' â ñïëþñíó�òûõ ñ�åðîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ äîïóñêàåò ðàçäåëå�íèå ïåðåìåííûõ:'(�; �; �) = X(�)H(�)�(�): (A:10)Ïåðèîäè÷åñêèìè ïî óãëó � ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿäëÿ �(�) ÿâëÿþòñÿ osm� è sinm�, ãäå m � 0 �öåëîå. Êîíå÷íûå ïðè � = �1 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿäëÿ H(�) äàþòñÿ ïðèñîåäèíåííûìè �óíêöèÿìè Ëå�æàíäðà Pmn (�) ñ òàêæå öåëûì n. Íàêîíåö, ðåøå�íèÿìè óðàâíåíèÿ äëÿ X(�) ÿâëÿþòñÿ ïðèñîåäèíåí�íûå �óíêöèè Ëåæàíäðà ìíèìîãî àðãóìåíòà Pmn (i�)è Qmn (i�).Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ïîòåíöè�àëà èìååò âèä' = 1Xn=0 nXm=0�Amn osm�+Bmn sinm�	�� Pmn (�)�Cmn Pmn (i�) +DmnQmn (i�)	: (A.11)

Èç (A.6) ñëåäóåò, ÷òî � � r=a0 ïðè r ! 1, ãäå r ==px2 + y2 + z2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè � !1 èìå�åì Pmn (i�) � �n è Qmn (i�) � 1=�n+1. Ïîýòîìó â óáû�âàþùåì ïðè r ! 1 ðåøåíèè ñëàãàåìîå ñ Pmn (i�) â(A.11) ñëåäóåò îïóñòèòü.3. Ïîòåíöèàë âíåøíåãî îäíîðîäíîãî ýëåêòðè÷å�ñêîãî ïîëÿ '0(r) = � (xE0x + y E0y + z E0z) â ñïëþñ�íóòûõ ñ�åðîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò âèä'0 = �a0�(E0x os�+E0y sin�) P 11 (�)P 11 (i�)�� i E0z P 01 (�)P 01 (i�)	; (A.12)ãäå P 01 (�) = �; P 01 (i�) = i�;P 11 (�) =p1� �2; P 11 (i�) =p1 + �2: (A.13)Âíå âêëþ÷åíèÿ (� > �0) ê '0 ñëåäóåò äîáàâèòü ðåøå�íèå, óáûâàþùåå ïðè r !1:'(e) = '0�a0�(B1 os�+B2 sin�) P 11 (�)Q11(i�)++B3P 01 (�)Q01(i�)	: (A.14)Çäåñü Q01(i�) = � artg 1� � 1;Q11(i�) = �p�2 + 1 �p�2 + 1 artg 1� : (A.15)Âíóòðè âêëþ÷åíèÿ (� < �0) ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îêà�çûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, òàê ÷òî ïîòåíöèàë '(i) èùåìâ âèäå '(i)(r) = � (A1 x+A2 y +A3 z) (A:16)èëè'(i) = �a0�(A1 os�+A2 sin�) P 11 (�)P 11 (i�)�� iA3P 01 (�)P 01 (i�)	: (A.17)Íà ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèÿ (� = �0) äîëæíû âû�ïîëíÿòüñÿ ñòàíäàðòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Èç ïåð�âîãî � ðàâåíñòâà ïîòåíöèàëîâ � íàõîäèìB1 = (A1 �E0x) P 11 (i�0)Q11(i�0) ;B2 = (A2 �E0y) P 11 (i�0)Q11(i�0) ;B3 = (A3 �E0z) P 01 (i�0)Q01(i�0) : (A.18)Âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå � ðàâåíñòâî íîðìàëüíûõñîñòàâëÿþùèõ ïëîòíîñòè òîêà � èìååò âèä� = �0 : ��0 1h� �'(e)�� = j(i)n ; (A:19)365



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 2, 2014ãäå h� � êîý��èöèåíò Ëàìå èç (A.9) èj(i)n = nx ��xE(i)x + �aE(i)y �++ ny ���aE(i)x + �xE(i)y �+ nz�zE(i)z : (A.20)Çäåñü �x, �a, �z � ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà ïðîâîäè�ìîñòè âêëþ÷åíèÿ; nx, ny, nz � ñîñòàâëÿþùèå îðòàíîðìàëè n ê ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèÿ n = rF=jrFjñ F èç (A.4) (áåç çíà÷êà ¾òèëüäà¿):nx = aza0s 1� �2�20 + �2 os�;ny = aza0s 1� �2�20 + �2 sin�;nz = axa0 �p�20 + �2 : (A.21)
Äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ E(i) âíóòðè âêëþ÷åíèÿ èç (A.16) ïîëó÷àåìE(i)x = A1; E(i)y = A2; E(i)z = A3: (A:22)Ïîäñòàíîâêà (A.14), (A.21) è (A.22) â (A.19) äà�åò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîý��èöèåíòîâ A3è B3: �0 �E0z +B3 dQ01(i�0)d�0 � = �zA3: (A:23)Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé (A.15) äëÿ Q01(i�) è (A.8) äëÿ�0, a0 èìååìQ01(i�0) = � �21 + �2 n(z);dQ01(i�0)d�0 = �31 + �2 �1� n(z)� ; (A.24)ãäån(z) = 1 + �2�3 (�� artg �) ; � = pa2x � a2zaz : (A:25)Â (A.24) è (A.25) n(z) � êîý��èöèåíò äåïîëÿðèçà�öèè ñïëþñíóòîãî ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ. Èç ñîîòíî�øåíèÿ (A.18) äëÿ A3, B3 è ðàâåíñòâà (A.23) ñ ó÷åòîì(A.24) íàõîäèìA3 = �0�0 � (�0 � �z)n(z) E0z ; (A:26)B3 = �a2xaza30 �0 � �z�0 � (�0 � �z)n(z) E0z: (A:27)

Äëÿ êîý��èöèåíòîâ A1, A2 è B1, B2 èç (A.19) ñó÷åòîì (A.20)�(A.22) ñëåäóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé�0 axaz �E0x dP 11 (i�0)d�0 +B1 dQ11(i�0)d�0 � == �xA1 + �a A2; (A.28)�0 axaz �E0y dP 11 (i�0)d�0 +B2 dQ11(i�0)d�0 � == ��aA1 + �xA2: (A.29)Àíàëîãè÷íî (A.24) èìååìP 11 (i�0) = axa0 = ax� az ; dP 11 (i�0)d�0 = azax ; (A:30)Q11(i�0) = � 2�2p1 + �2 n(x);dQ11(i�0)d�0 = 2�2(1 + �2)3=2 �1� n(x)� : (A.31)Çäåñü n(x) = (1=2) �1� n(z)� � âòîðîé êîý��èöèåíòäåïîëÿðèçàöèè ñïëþñíóòîãî ñ�åðîèäà.Èç (A.28)�(A.31) íàõîäèìA1 = �0� �� nh�0 � (�0 � �x)n(x)i E0x � �an(x)E0yo; (A.32)A2 = �0� �� n�an(x)E0x + h�0 � (�0 � �x)n(x)i E0yo; (A.33)� = h�0 � (�0 � �x)n(x)i2 + h�an(x)i2 : (A:34)Ñ ó÷åòîì (A.22), (A.26) è (A.32)�(A.34) äëÿ íàïðÿ�æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè âêëþ÷åíèÿïîëó÷àåì E(i) = ŴE0; (A:35)ãäå Ŵ = 0B� Wx Wa 0�Wa Wx 00 0 Wz 1CA (A:36)è Wx = �0 ��0 � (�0 � �x)n(x)�� ; (A:37)Wa = ��0�an(x)� ; (A:38)366



ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 2, 2014 Ê òåîðèè ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ñâîéñòâ êîìïîçèòîâWz = �0�0 � (�0 � �z)n(z) (A:39)ñ � èç (A.34).Äëÿ êîý��èöèåíòîâ B1 è B2 èç (A.18) ñ ó÷åòîì(A.32), (A.33) íàõîäèìB1 = �a2xaz2a30 ��( (�0 � �x) ��0 � (�0 � �x)n(x)�� �2an(x)� �� E0x � �0 �a� E0y) ; (A.40)B2 = �a2xaz2a20 (�0�a� E0x ++ (�0��x) ��0� (�0��x)n(x)���2an(x)� E0y) : (A.41)Òàê êàê ïðè r !1Q01(i�) � � 13�2 � � a203r2 ;Q11(i�) � � 23�2 � �2a203r2 ; (A.42)èç (A.14) äëÿ àñèìïòîòèêè ïîòåíöèàëà '(e)(r) ïîëó�÷àåì ñòàíäàðòíîå âûðàæåíèå'(e)(r) � �E0r+ prr3 + : : : ; (A:43)ãäå px = 2a30B1=3; py = 2a30B2=3;pz = a30B3=3: (A.44)Ïîýòîìó áåçðàçìåðíûé òåíçîð äèïîëüíîé ïîëÿðèçó�åìîñòè �̂ èìååò òàêîé æå âèä, êàê è (A.36), ñ ñîñòàâ�ëÿþùèìè�x = � 14� �� (�0 � �x) ��0 � (�0 � �x)n(x)�� �2an(x)� ; (A.45)�a = 14� �0�a� ; (A.46)�z = � 14� �0 � �z�0 � (�0 � �z)n(z) : (A.47)Ïðè ïàðàìåòðå � < 1 (�(e)x = �(e)y > �(e)z ) ïðå�îáðàçîâàííîå âêëþ÷åíèå èìååò �îðìó âûòÿíóòîãî

(ax = ay < az) ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ. Â ýòîì ñëó�÷àå ïîñòàâëåííàÿ â ïóíêòå 1 çàäà÷à ðåøàåòñÿ ââûòÿíóòûõ ñ�åðîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ [17℄. Â ðå�çóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿ�æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè âêëþ÷åíèÿè äëÿ äèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè òàêæå èìåþò âèä(A.35)�(A.39) è (A.44)�(A.47), ãäå êîý��èöèåíòû äå�ïîëÿðèçàöèè îòíîñÿòñÿ òåïåðü ê âûòÿíóòîìó ýëëèï�ñîèäó âðàùåíèÿ.4. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé çàäà÷å, çàìåòèì,÷òî ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû (A.35)�(A.39) è(A.45)�(A.47) �àêòè÷åñêè îòíîñÿòñÿ ê ïðåîáðàçî�âàííîé (¾òèëüäîâàííîé¿) ñèñòåìå. Äëÿ âîçâðàòà êèñõîäíîé ñèñòåìå ñíà÷àëà ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíûE ! eE è �̂(i) ! ê�(i). Òàê êàê ñîãëàñíî (41) è (45)eEx = ��1Ex, eEy = ��1Ey, eEz = Ez , äëÿ íàïðÿæåííî�ñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè ñ�åðè÷åñêîãî âêëþ�÷åíèÿ ïîëó÷àåì âûðàæåíèå âèäà (A.35)E(i) = Ŵ (i)E0 (A:48)ñ òåíçîðîì Ŵ (i), ñîâïàäàþùèì ïî �îðìå ñ (A.36):Ŵ (i) = 0BB� W (i)x W (i)a 0�W (i)a W (i)x 00 0 W (i)z 1CCA : (A:49)Ïðîâåäåì â (A.37)�(A.39) çàìåíó ñîñòàâëÿþùèõ òåí�çîðà �̂(i) íà ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà ê�(i). Çàòåì ïîä�ñòàâèì ñþäà âåëè÷èíû �0 èç (A.2) è e�(i)x , e�(i)a , e�(i)z èç(A.3). Â ðåçóëüòàòå äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà Ŵ (i)èç (A.49) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:W (i)x = �(e)x h�(e)x � ��(e)x � �(i)x �n(x)i� ; (A:50)W (i)a = �(e)x ��(e)a � �(i)a �n(x)� ; (A:51)� = h�(e)x � ��(e)x � �(i)x �n(x)i2 ++ h��(e)a � �(i)a �n(x)i2 ; (A.52)W (i)z = �(e)z�(e)z � ��(e)z � �(i)z �n(z) : (A:53)Çäåñü n(x) è n(z) � êîý��èöèåíòû äåïîëÿðèçàöèèýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ ñ ïîëóîñÿìèax = ay = R; az = R� = Rs�(e)x�(e)z : (A:54)Ôîðìóëû (A.48)�(A.53) áûëè ïðèâåäåíû áåç âûâîäàâ ðàáîòå [16℄.367
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