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Î ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÅÑËÀÁÎ ÏÅ�ÅÒÎ�ÌÎÆÅÍÍÛÕ ÎÑÖÈËËßÒÎ�ÎÂÞ. Â. Áðåæíåâ a, Ñ. Â. Ñàçîíîâ b*aÒîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò634050, Òîìñê, �îññèÿbÍàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿123182, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 26 èþíÿ 2014 ã.�àññìîòðåíî äâèæåíèå íåëèíåéíûõ ñëàáî ïåðåòîðìîæåííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Ñëàáàÿ ïåðåòîðìîæåííîñòüîïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàëîå ïðåâûøåíèå äåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà. Ïðèîïðåäåëåííîé ñâÿçè ìåæäó äåêðåìåíòîì è ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé íàéäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ è ïðîâå-äåí àíàëèç êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ. Óñòàíîâëåíû ïîðîãîâûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ñìåíàì ðåæèìîâ, èññëåäîâàíû îäíîêîìïîíåíòíûå ìîäåëè ñ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíüþ íåëèíåéíîñòèè äåòàëüíî ðàññìîòðåíû êâàäðàòè÷íàÿ è êóáè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòè. Åñëè â ìíîãîêîìïîíåíòíîé ìîäåëèíåëèíåéíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåé, òî ïðåîáðàçîâàíèåì òèïà Êóììåðà �Ëèóâèëëÿ ïðèóñòàíîâëåííîé ñâÿçè ìåæäó äåêðåìåíòîì è ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé çàäà÷ó óäàåòñÿ ñâåñòè ê àâòîíîìíîéñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðîàíàëèçèðîâàíû íåêîòîðûå èíòåãðèðóåìûåìíîãîêîìïîíåíòíûå ìîäåëè ñ êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòÿìè.DOI: 10.7868/S00444510141101941. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍåëèíåéíûå îñöèëëÿòîðû âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷�íûõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé �èçèêè, õèìèè, áèî�èçè�êè, ýëåêòðîòåõíèêè, ýëåêòðîíèêè è äð. �àçðàáîòàíøèðîêèé êðóã àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ èññëåäî�âàíèÿ äèíàìèêè îñöèëëÿòîðîâ êàê ñî ñëàáîé, òàê è ññèëüíîé íåëèíåéíîñòüþ [1℄. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâïîìèìî íåëèíåéíîñòè âàæíóþ ðîëü èãðàåò äèññèïà�öèÿ (èëè âÿçêîå òðåíèå).×àñòî íåëèíåéíîñòü è äèññèïàöèÿ ïðîÿâëÿþò ñå�áÿ â çàäà÷àõ âèäà�P + 2
 _P + !2P + f(P ) = 0; (1)P (t = 0) � P (0); _P (t = 0) � _P (0);ãäå P � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ (ñäâèã èëè êîîðäè�íàòà îñöèëëÿòîðà), êîý��èöèåíòû 
 è ! îïðåäåëÿ�þò ñîîòâåòñòâåííî âÿçêîñòü è ëèíåéíóþ ÷àñòü óïðó�ãîñòè îñöèëëÿòîðà, f(P ) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, õà�ðàêòåðèçóþùàÿ íåëèíåéíîñòü óïðóãîé âîçâðàùàþ�ùåé ñèëû, òî÷êè íàä P îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî*E-mail: sazonov.sergey�gmail.
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âðåìåíè. Çäåñü è íèæå íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèîòíåñåí ê t = 0.Â ïðåíåáðåæåíèè íåëèíåéíîñòüþ (f(P ) = 0)óðàâíåíèþ (1) ñîîòâåòñòâóþò äâà õàðàêòåðèñòè÷å�ñêèõ êîðíÿ �� = �
 � p
2 � !2. Åñëè 
 < !,èìååì äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ �� == �
 � ip!2 � 
2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ âðåæèìå çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àåîáà êîðíÿ âåùåñòâåííû è ëèíåéíàÿ äèíàìèêà èìå�åò ìåñòî â ñóãóáî ðåëàêñàöèîííîì àïåðèîäè÷åñêîìäâèæåíèè. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî îñöèëëÿòîð ïåðåòîð�ìîæåí [2℄.Â îòñóòñòâèå äèññèïàöèè (
 = 0) óðàâíåíèå (1)èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ. Òî æå ñàìîå ñïðàâåä�ëèâî â ñèòóàöèè, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èíåðöèîí�íûì ñëàãàåìûì �P . Â îáùåì æå ñëó÷àå óðàâíåíèå (1)íå èìååò òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé.Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ èññëåäîâàíèÿ äâè�æåíèÿ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ çàòóõàíèåì õî�ðîøî ðàçðàáîòàíû ïðè 
=! � 1, ÷òî ñîîòâåò�ñòâóåò ñëàáîé äèññèïàöèè èëè îñöèëëÿòîðó ñ âû�ñîêîé äîáðîòíîñòüþ. Çäåñü õîðîøî çàðåêîìåíäîâà�ëè ñåáÿ ìåòîäû ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ (èëè ïîñëåäî�âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé), ïåðåíîðìèðîâêè, ìíîãèõ1106



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Î íåëèíåéíîé äèññèïàòèâíîé äèíàìèêå : : :ìàñøòàáîâ, à òàêæå ïîäõîäû Âàí äåð Ïîëÿ, Ëèí-øòåäòà �Ïóàíêàðå è Êðûëîâà �Áîãîëþáîâà �Ìèò-ðîïîëüñêîãî [1℄. Â äðóãîì ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå
=! � 1, ñîîòâåòñòâóþùåì ñèëüíîé ïåðåòîðìîæåí�íîñòè, íàäåæíî ïðîÿâèëè ñåáÿ ìåòîäû ïîãðàíè÷íî�ãî ñëîÿ, âêëþ÷àþùèå ïîäõîäû ìíîãèõ ìàñøòàáîâ èñðàùèâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé [1℄.Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðîìåæó�òî÷íûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì ïàðàìåòð âÿçêîñòè 
íåçíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ïàðàìåòð óïðóãîé âîçâðà�ùàþùåé ñèëû !: 
=! � 1: (2)Òàêîé òèï íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà íàõîäèòñâîè ïðèëîæåíèÿ â áèî�èçèêå [3℄, àñòðî�èçèêå, êîñ�ìîëîãèè (f(P ) � P 3) [4; 5℄ è äèíàìèêå ïàðàìåòðà ïî�ðÿäêà ñåãíåòîýëåêòðèêîâ òèïà ñìåùåíèÿ (f(P ) � P 2â ñåãíåòî�àçå èëè f(P ) � P 3 â ïàðà�àçå) [2℄. Ñëå�äóÿ ðàáîòå [3℄, áóäåì íàçûâàòü äâîéíîå íåðàâåíñòâî1 < 
! < 1:1 (3)óñëîâèåì ñëàáîé ïåðåòîðìîæåííîñòè.Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì çàäà÷è (1) íà N -êîì-ïîíåíòíûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíàÿ äèññèïàòèâ�íàÿ ñèñòåìà âèäà�Pj + 2
j _Pj + !2jP + fj(fPkg) = 0;j; k = 1; : : : ; N: (4)Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷åñêèå ðå�øåíèÿ óðàâíåíèé (1) è (4) ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà�÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïåðåòîðìîæåííîñòè 
j=!j , íåçíà�÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ åäèíèöó, è îïðåäåëåííûõóñëîâèÿõ äëÿ �óíêöèé f(fPkg). Àíàëèçó íåêîòîðûõòàêèõ ñèòóàöèé è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè òèïà Êóììåðà �Ëèóâèëëÿè â ïðåäïîëîæåíèè îá îäíîðîäíîñòè �óíêöèè f(P )óðàâíåíèå (1) ïðè íàëîæåíèè æåñòêîé ñâÿçè ìåæ�äó ïàðàìåòðàìè 
 è ! ñâîäèòñÿ ê àâòîíîìíîìóíåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, èíòåãðè�ðóåìîìó â êâàäðàòóðàõ. Çäåñü æå ïðîâîäèòñÿ îá�ùèé àíàëèç ðåøåíèé, âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç ãèïåð�ãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ, è âûäåëÿþòñÿ êà÷åñòâåí�íî ðàçëè÷íûå (â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëî�âèé) ðåæèìû ïîâåäåíèÿ âî âðåìåíè äèíàìè÷åñêîãîïàðàìåòðà P . Â ðàçä. 3 äåòàëüíî ðàññìàòðèâàþò�ñÿ ñèòóàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå êâàäðàòè÷íîé è êó�áè÷åñêîé íåëèíåéíîñòÿì. �àçäåë 4 ïîñâÿùåí àíàëè�çó N -êîìïîíåíòíûõ ñèñòåì, íåëèíåéíî ñâÿçàííûõñëàáî ïåðåòîðìîæåííûõ îñöèëëÿòîðîâ. �àññìîòðå�íû ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ñ êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷å�

ñêîé íåëèíåéíîñòÿìè, êîòîðûå äîïóñêàþò èíòåãðè�ðóåìûå ñèòóàöèè. Â Çàêëþ÷åíèè ïîäâåäåíû èòîãèðàáîòû è íàìå÷åíû îñíîâíûå ïåðñïåêòèâû â îáîçíà�÷åííîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé.2. ÂÛÄÅËÅÍÈÅ È ÀÍÀËÈÇÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÛÕ ÑËÓ×ÀÅÂ ÄËßÎÄÍÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎ�ÎÎÑÖÈËËßÒÎ�ÀÏîñêîëüêó ñèñòåìà äèññèïàòèâíà, ââåäåì ¾äèññè�ïàòèâíóþ ïåðåìåííóþ¿� = e�"t (5)è çàäàäèìñÿ öåëüþ ïðèéòè ê óðàâíåíèþ àâòîíîìíî�ãî òèïà ïî ýòîé ïåðåìåííîé. Äåëàÿ òîãäà â (1) çàìå�íó P (t) = P (�), ïîëó÷èì óðàâíåíèå"2�2R00 + "("� 2
)�R0 + !2R+ f(R) = 0;êîòîðîå, îäíàêî, íèêîãäà íå ðåäóöèðóåòñÿ ê òðåáóå�ìîìó òèïó â ñèëó íåñîèçìåðèìîñòè êîý��èöèåíòîâïðè ñòåïåíÿõ �. Ââåäåì ïîýòîìó äëÿ êîìïåíñàöèèäîïîëíèòåëüíóþ ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòüP (t) = ��R(�); (6)ãäå � è " � ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ ïîñòîÿííûå.Ñëåäóÿ [6℄, íàçîâåì (6) ïðåîáðàçîâàíèåì Êóììå�ðà �Ëèóâèëëÿ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5) è (6) â óðàâ�íåíèå (1) ïîëó÷èì"2��+2R00 + " ((2�+ 1)"� 2
) ��+1R0 ++ (�2"2 � 2
�"+ !2)��R+ f(��R) = 0:Äëÿ àâòîíîìíîñòè âîçìîæíîñòü ñîãëàñîâàòü ñòåïå�íè � èìååòñÿ, òîëüêî åñëè �óíêöèÿ f(R) îáëàäàåòñâîéñòâîì îäíîðîäíîñòè, ò. å.f(��R) = (��)nf(R); (7)ãäå n � íåêîòîðàÿ ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè.�àçóìååòñÿ, îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ îò îäíîé ïåðå�ìåííîé � ýòî ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ, íî â äàëüíåéøåì(â ðàçä. 4) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü è ìíîãîêîìïî�íåíòíûå ñèñòåìû. Èòàê, ñ ó÷åòîì (7) èìååì"2��+2R00 + " ((2�+ 1)"� 2
) ��+1R0 ++ (�2"2 � 2
�"+ !2)��R+ ��nf(R) = 0:�àâåíñòâî ñòåïåíåé � îáÿçûâàåò ïîëîæèòü ðàâíûìèíóëþ êîý��èöèåíòû ïðè R0 è R:(2�+ 1)" = 2
; �2"2 � 2
�"+ !2 = 0;1107 14*



Þ. Â. Áðåæíåâ, Ñ. Â. Ñàçîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014ïîñëå ÷åãî ñòåïåíè � ïðè R00 è f(R) äîñòàòî÷íî ïðè�ðàâíÿòü äðóã äðóãó:�+ 2 = �n:�àçðåøàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî �," è 
, íàõîäèì 
! = n+ 32p2n+ 2 ; (8)� = 2n� 1 ; " = ! n� 1p2n+ 2 : (9)Ïðè ýòîì R ñòàíåò óäîâëåòâîðÿòü äè��åðåíöè�àëüíîìó óðàâíåíèþR00 + 2n+ 2(n� 1)2!2 f(R) = 0; (10)êîòîðîå, î÷åâèäíî, èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ.Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèÿõ (7) è (8) óðàâíå�íèå (1) îêàçûâàåòñÿ òî÷íî ðåøàåìûì. Åãî ðåøåíèåâûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5), (6), ãäå � è " îïðå�äåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (9), à R(�) åñòü ðåçóëüòàò èíòå�ãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (10).Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7) ïîëîæèìf(P ) = �Pn (11)ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé �; òàêîé òèï íåëèíåéíîñòèÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì è ïîíÿòíûì ñ �èçè÷å�ñêîé òî÷êè çðåíèÿ.Èç ñîîòíîøåíèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî n > �1 � íåêî�òîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè n > 1 è,ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (2) âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà. ßñ�íî, ÷òî ñäâèãîì P ! P +� (� = 
onst) ìû ìîæåìâûéòè èç êëàññà îäíîðîäíûõ íåëèíåéíîñòåé, à ðåøà�åìîñòü óðàâíåíèÿ ïðè ýòîì íå èñ÷åçíåò.Óðàâíåíèå (1) ïðè f(P ), îïðåäåëÿåìîé ñîãëàñíî(11), ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåíèÿ èçâåñò�íîãî óðàâíåíèÿ Ýìäåíà �Ôàóëåðà [6; 7℄(�Y 00 + aY 0 + ��Y ) + ��Y n = 0ïðè n = 3. Åãî ëèíåéíàÿ ÷àñòü (âûäåëåíà ñêîáêàìè)ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ïåðåíîðìèðîâêîé �óíêöèè Yâñåãäà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê �îðìå Y 00+ p(�)Y èïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêîé �îðìîé ìîæ�íî ñ÷èòàòü óðàâíåíèå âèäàY 00 = a��Y + b��Y 3: (12)Îíî ïðèâëåêàåò ê ñåáå çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå â ñâÿ�çè ñ èññëåäîâàíèåì ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåñ�ñîâ è âîïðîñîâ èíòåãðèðóåìîñòè [6; 8℄. Ïðè ýòîì â

îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà êî�ý��èöèåíòû â óðàâíåíèè (1) ÿâíî çàâèñÿò îò íåçà�âèñèìîé ïåðåìåííîé [7; 9℄. Íàñêîëüêî íàì óäàëîñüóñòàíîâèòü, ñëó÷àé ñ ïàðàìåòðàìè (8), (11) ÿâëÿåòñÿåäèíñòâåííûì ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìûì ïðè äàí�íîì òèïå íåëèíåéíîñòè, à çàìåíû ïåðåìåííûõ òèïàY (�) ! ��Y (��) ñâîäÿò íåàâòîíîìíûå (èíòåãðèðóå�ìûå) ðàçíîâèäíîñòè óðàâíåíèÿ (12) ê àâòîíîìíîìóóðàâíåíèþ Y 00 = �2Y 3, ò. å. óðàâíåíèþ òèïà (10).Èñêëþ÷èòåëüíîñòü ñëó÷àåâ, êîòîðûå ìû áóäåì ðàñ�ñìàòðèâàòü äàëåå, ïî-âèäèìîìó, äî ñèõ ïîð íå îòìå�÷àëàñü. Ïðè ýòîì èíòåãðèðóåìîñòü â ýëëèïòè÷åñêèõ�óíêöèÿõ óðàâíåíèÿ (1) ñ ñîîòíîøåíèåì (8) ìåæäóïàðàìåòðàìè áûëà óïîìÿíóòà â ðàáîòå [9℄ (áåç ÿâíî�ãî ðåøåíèÿ è àíàëèçà òðàíñöåíäåíòíûõ êîíñòàíò).Áîëåå îáùèå óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà �Ôàóëåðà òî�æå âñòðå÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå; ñì., íàïðèìåð, [7; 8℄ èññûëêè â ýòèõ ðàáîòàõ. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àÿìè ïî�ñòîÿííûõ êîý��èöèåíòîâ â (1), îäíàêî ðàññìîòðèìêàê îäíîêîìïîíåíòíûå, òàê è ìíîãîêîìïîíåíòíûåìîäåëè.Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U , ñîîòâåòñòâóþùàÿóïðóãîé âîçâðàùàþùåé ñèëå ñ íåëèíåéíîé ÷àñòüþ,îïðåäåëåííîé (11), çàïèøåòñÿ â âèäåU = !22 P 2 + �n+ 1 Pn+1: (13)Çäåñü ñëåäóåò âûäåëèòü òðè ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþ�ùèå êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûì, àíàëèçèðóþùèìñÿ íè�æå, äâèæåíèÿì îñöèëëÿòîðà: 1) � > 0, n� íå÷åòíîå;2) � < 0, n � íå÷åòíîå; 3) � > 0, n � ÷åòíîå. Ñèòóà�öèÿ, êîãäà � < 0, n � ÷åòíîå, ïåðåõîäèò â ñëó÷àé 3)ïðè çàìåíå P ! �P .Îñòàíîâèìñÿ íà ðåøåíèè è àíàëèçå óðàâíåíèé(10), (11) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (1). Ìîìåíòó âðå�ìåíè t = 0 ñîîòâåòñòâóåò � = 1. Òîãäà, êàê âèäíî èç(5), (6) è (9),R(1) = P (0); R0(1) = � 2n� 1 �;� = P (0) +rn+ 12 _P (0)! ; (14)ãäå R(1) = R(� = 1), R0(1) = R0(� = 1).Êàê ðåçóëüòàò, êâàäðàòóðíàÿ �îðìà ðåøåíèÿïðèíèìàåò âèä2 1� �(n� 1)! = RZP (0) dupg � �un+1 ; (15)ãäå g = �Pn+1(0) + !2�2: (16)1108



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Î íåëèíåéíîé äèññèïàòèâíîé äèíàìèêå : : :Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî (15) � èíòåãðàë ãèïåð�ãåîìåòðè÷åñêîãî 2F1-òèïà, ïðè÷åì òàêîãî, ÷òî �óíê�öèÿ 2F1(a; b; 
jz) (ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå [10; 11℄)äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå íåîïðåäåëåííîãî èí�òåãðàëà [12℄: zZ0 u��1(u� 1)��du == 1�e�i�z�2F1(�; �;�+1jz);Re(�) > 0: (17)Âèä ðåøåíèÿ (15) çàâèñèò îò çíàêîâ ïàðàìåòðîâ gè �.Ïóñòü âíà÷àëå g > 0. Òîãäà (15) ñ ó÷åòîì (17)ïðåâðàùàåòñÿ â îáùåå ðåøåíèå (1), (11):2pgn� 1 sgn(�)1� �! == R 2F1�12 ; 1n+ 1; n+ 2n+ 1 ����g Rn+1��� P (0) 2F1 �12 ; 1n+ 1; n+ 2n+ 1 ����g Pn+1(0)� ; (18)ãäå 2F1(a; b; 
jz) � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ.Èç (16) âèäíî, ÷òî óñëîâèå g > 0 âáèðàåò â ñåáÿ,êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ëèíåéíûé ðåæèì. Äåéñòâèòåëü�íî, ïîëàãàÿ â (16) � = 0, áóäåì èìåòü g > 0. Â ýòîìñëó÷àå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ â (18) îáðàùà�åòñÿ â åäèíèöó è, ñ ó÷åòîì (5), (6), (9) ìû ïðèõîäèìê ðåøåíèþ â ëèíåéíîì ñëó÷àå:P = (P (0) + 2n� 1  P (0) +rn+ 12 _P (0)! ! �� �1� exp�� n� 1p2n+ 2 !t��)�� exp �r 2n+ 1 !t! ; (19)ãäå ïîä n íàäî ïîíèìàòü âûðàæåíèå n(
=!), âçÿòîåèç (8).Â òî æå âðåìÿ ðåøåíèå (18) îáíàðóæèâàåò ý���åêò ñóïåðêîìïåíñàöèè, ÿâëÿþùèéñÿ ïîðîãîâûì ïîíà÷àëüíîìó îòêëîíåíèþ è õàðàêòåðíûì òîëüêî äëÿîáùåãî ¾íåëèíåéíîãî ðåøåíèÿ¿ (18).2.1. Àíàëèç ðåøåíèéÝ��åêò ñóïåðêîìïåíñàöèè, èìåþùèé âàæíîåçíà÷åíèå, íàïðèìåð, â áèî�èçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
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t�èñ. 1. Ñóïåðêîìïåíñàöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèP (0) > P (1)th (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) â ñëó÷àå íå÷åò-íîé íåëèíåéíîñòè; åñëè P (0) < P (1)th , ïðèáëèæåíèåê ðàâíîâåñèþ ïðîèñõîäèò â ìîíîòîííîì ðåëàêñàöè-îííîì ðåæèìå (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ)
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�èñ. 2. Êâàçèêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû ðåëàêñàöèèïðè ñóïåðêîìïåíñàöèè âòîðîãî P (0) > P (2)th (øòðè-õîâàÿ êðèâàÿ) è òðåòüåãî P (0) > P (3)th (ñïëîø-íàÿ êðèâàÿ) ïîðÿäêîâ â ñëó÷àå íå÷åòíîé íåëèíåé-íîñòè[2; 13℄, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü íà÷àëüíûåóñëîâèÿ èìåþò âèäP (0) 6= 0; _P (0) = 0: (20)Â ýòîì ñëó÷àå ïðè � = 0 è óñëîâèè ïåðåòîðìî�æåííîñòè (2) ïðîèñõîäèò ìîíîòîííîå ïðèáëèæåíèåP ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ P = 0, êîòîðîå äîñòè�ãàåòñÿ ïðè t ! 1 (ñì. (19) è ðèñ. 1). Â ïðèñóò�ñòâèè æå íåëèíåéíîñòè, êîãäà � > 0, ïðîèñõîäèòäèíàìè÷åñêîå óâåëè÷åíèå æåñòêîñòè îñöèëëÿòîðà.Åñëè ê òîìó æå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå P (0) ïî àá�ñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîå ïîðîãî�âîå çíà÷åíèå P (1)th , ðåëàêñàöèÿ P ê ïîëîæåíèþ ðàâ�íîâåñèÿ ïðèîáðåòàåò êâàçèêîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð:â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè êðèâàÿ P (t) ïåðåñåêà�åò îñü àáñöèññ (ðèñ. 1; âîçíèêíîâåíèå ñóïåðêîìïåí�1109
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�èñ. 3. Âçðûâíàÿ ñóïåðêîìïåíñàöèÿ âòîðîãî ïîðÿä-êà P (0) > P (2)th â ñëó÷àå ÷åòíîé íåëèíåéíîñòèñàöèè [2; 13℄). Ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü î ïîðÿäêå k ñó�ïåðêîìïåíñàöèè, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâóïåðåñå÷åíèé êðèâîé P (t) ñ îñüþ àáñöèññ (ðèñ. 1, 2).Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ P (k)th íàéäåì,ïîëàãàÿ â (18) � = 0 (t ! 1) è R = 0. Òîãäà ïî�ñëå çàìåíû P (0) ! P (k)th ïîëó÷èì òðàíñöåíäåíòíîåóðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ P (k)th :2n� 1p�(k) + 1 = 2k� 1�(k) + 1�1=(n+1) �� 2F1�12 ; 1n+ 1; n+ 2n+ 1 ���1��� 2F1 �12 ; 1n+ 1; n+ 2n+ 1 ��� 1�(k) + 1� ; (21)ãäå �(k) = �!�2(P (k)th )n�1 > 0.Åñëè n � öåëîå íå÷åòíîå ÷èñëî, òî äèíàìè÷åñêîåóâåëè÷åíèå æåñòêîñòè îñöèëëÿòîðà ïðîèñõîäèò ïðè� > 0. Â ýòîì ñëó÷àå íåò ïðèíöèïèàëüíûõ îãðàíè�÷åíèé íà ïîðÿäîê k. Åñëè æå n � öåëîå ÷åòíîå ÷èñ�ëî, òî ïðè k = 1 èç (21) ïîëó÷àåì ïîðîã äëÿ ñóïåð�êîìïåíñàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â òî æå âðåìÿ ïðèk = 2 èç (21) èìååì ïîðîã íà âçðûâíîé õàðàêòåð ðå�øåíèÿ, êîãäà çà êîíå÷íîå âðåìÿ P ! �1 (ñì. ðèñ. 3è äåòàëüíåå ñëåäóþùèé ðàçäåë). Ýòî õîðîøî èëëþ�ñòðèðóåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé êðèâîé (13): åñëè íà÷àëü�íîå îòêëîíåíèå âïðàâî ïðåâûñèò P (2)th , òî ïðè äàëü�íåéøåì ñêàòûâàíèè ïî äàííîé êðèâîé è ïðè íàëè�÷èè âñòðå÷íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îñöèëëÿòîð ïðåîäî�ëååò ëîêàëüíûé ëåâûé ìàêñèìóì è äàëåå P äîñòèã�íåò çíà÷åíèÿ �1. Ïðè � < 0 è ÷åòíûõ n ñèòóàöèÿàíàëîãè÷íà ñëó÷àþ � > 0 ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíûPth ! �Pth. Åñëè æå n � íå÷åòíîå, òî ïðè � > 0óðàâíåíèå (21) íå èìååò êîðíåé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòäèíàìè÷åñêîìó óìåíüøåíèþ æåñòêîñòè îñöèëëÿòî�
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�èñ. 4. �åëàêñàöèîííàÿ (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ) èâçðûâíàÿ (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) äèíàìèêè â ñëó÷àå íà-÷àëüíîãî òîë÷êà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿðà è, ñëåäîâàòåëüíî, îòñóòñòâèþ ý��åêòà ñóïåðêîì�ïåíñàöèè. Óñëîâèå g > 0 ïðè íóëåâîé íà÷àëüíîéñêîðîñòè ýêâèâàëåíòíî â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâój�j!�2Pn�1(0) < 1. Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ çäåñü ñòàíî�âèòñÿ õîðîøî ïîíÿòíûì èç àíàëèçà ïîòåíöèàëüíîéêðèâîé (13): ïðè jP (0)j < j!2=�j1=(n�1) = Pm ïðîèñ�õîäèò ìîíîòîííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå Pê ðàâíîâåñíîìó íóëåâîìó çíà÷åíèþ.�àññìîòðèì òåïåðü ïðè g > 0 ñèòóàöèè, êîãäà îñ�öèëëÿòîð â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èç ðàâíîâåñ�íîãî íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ïîëó÷àåò íà÷àëüíûé òîë�÷îê, ò. å. P (0) = 0; _P (0) 6= 0: (22)Â ýòèõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíû ðàçëè÷íûå êà÷åñòâåí�íî îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà ðåøåíèÿ, â òîì ÷èñ�ëå îòìå÷åííûå âûøå ý��åêòû ñóïåðêîìïåíñàöèè(÷åòíûå/íå÷åòíûå n) è âçðûâà (÷åòíûå n), êîãäà P âòî÷êàõ ïîâîðîòà äîñòèãàåò çíà÷åíèé, ïðåâûøàþùèõíàéäåííûå èç (21). Îñòàíîâèìñÿ çäåñü íà óñëîâèÿõâîçíèêíîâåíèÿ âçðûâíûõ ðåøåíèé (ðèñ. 4) â ñëó÷à�ÿõ êàê ÷åòíûõ, òàê è íå÷åòíûõ çíà÷åíèé n. Ïîíÿò�íî, ÷òî åñëè n � íå÷åòíîå, òî � < 0 è íåâàæíî, âêàêîì íàïðàâëåíèè ïðîèñõîäèò òîë÷îê. Ïîðîãîâîåóñëîâèå íà íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü _Pth çäåñü ìîæíî ïî�ëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç (18), ïîëàãàÿ òàì � = 0,_P (0) = _Pth, P (0) = 0, R =1. Òîãäàj _Pthj = �!n+1j�j �1=(n�1)r 2n+ 1 �� �n� 12p� �� n� 12n+ 2���n+ 2n+ 1��(n+1)=(n�1) : (23)Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðèìåíèì äàííîå âûðà�æåíèå ê êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòÿì.1110
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�èñ. 5. Ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîå ðåøåíèå âçðûâ-íîãî òèïà ïðè jP (0)j > (!2=j�j)1=(n�1) è íóëåâîéíà÷àëüíîé ñêîðîñòèÎáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ g < 0. �åøåíèå èìå�åò âèä1� �! = 1p��Pn�1(0) �� 2F1�12 ; n�12n+2; 3n+12n+2 ��� g�Pn+1(0)�� 1p��Rn�1 �� 2F1 �12 ; n� 12n+ 2; 3n+ 12n+ 2 ��� g�Rn+1 � : (24)Èç �îðìóë (15) è (16) èìååì �Rn+1 < 0, à ïî àá�ñîëþòíîé âåëè÷èíå äàííûé äèíàìè÷åñêèé ïàðàìåòðïðåâîñõîäèò jgj. Â ýòîì ñëó÷àå äîìèíèðóþùóþ ðîëüâ (1) èãðàåò íåëèíåéíàÿ ÷àñòü �Pn óïðóãîé ñèëû.Ïîýòîìó ðåøåíèå (24) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëè�íåéíûì, ò. å. îíî íå ñîäåðæèò â ñåáå ëèíåéíûé ñëó�÷àé.Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå ÷åòíûõ n ñèòóàöèè, êîãäà� > 0 è � < 0, ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè çåðêàëü�íîì îòðàæåíèè P ! �P , à ïðè íå÷åòíûõ n íåðàâåí�ñòâî g < 0 âîçìîæíî òîëüêî, åñëè � < 0, ðàññìîòðèìèìåííî ýòîò ñëó÷àé.Ïóñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêîâû, ÷òî P (0) 6= 0,P (0) = 0. Òîãäà âåëè÷èíà íà÷àëüíîãî ñäâèãàjP (0)j > (!2=j�j)1=(n�1), ò. å. íàõîäèòñÿ çà òî÷êîéíåâîçâðàòà ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ. �åøåíèå èìååòâçðûâíîé õàðàêòåð (ðèñ. 5). Ïîëàãàÿ �Rn�1 ! �1â (24), íàéäåì âðåìÿ te ïðîäîëæèòåëüíîñòè âçðûâà:t
 = �p2n+ 2(n+ 1)! �� ln�1� 1p�0 2F1�12 ; n� 12n+ 2; 3n+ 12n+ 2 ���1� 1�0�� ;ãäå �0 = j�j!�2Pn�1(0) > 1.

3. ÎÑÖÈËËßÒÎ� Ñ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÎÉ ÈÊÓÁÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒßÌÈÂ íàñòîÿùåì è ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ðàññìîò�ðèì äâå õàðàêòåðíûå íåëèíåéíîñòè (êâàäðàòè÷íóþè êóáè÷åñêóþ), ÷àùå âñåãî âñòðå÷àþùèåñÿ â ðàçëè÷�íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ îïåðàöèÿ îáðà�ùåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè, íåîáõîäèìàÿâ îáùèõ, íî íåÿâíûõ ðåøåíèÿõ (18), (24), ïðèâî�äèò ê ýëëèïòè÷åñêèì �óíêöèÿì è äàåò, òàêèì îáðà�çîì, ÿâíûå çàâèñèìîñòè P (t). Èìåÿ â âèäó �èçè÷å�ñêóþ âàæíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ, ðåçóëüòà�òû ÷àñòî áóäåì ïðåäñòàâëÿòü íå òîëüêî ñ ïîìîùüþâåéåðøòðàññîâûõ îáîçíà÷åíèé, íî è ÷åðåç ýëëèïòè�÷åñêèå �óíêöèè ßêîáè è ëåæàíäðîâñêèå ýëëèïòè÷å�ñêèå èíòåãðàëû [10; 11; 14℄.3.1. Ñëó÷àé n = 2Â ýòîì ñëó÷àå, êàê âèäíî èç (8) è (9),
! = 5p24 � 1:021; � = 2; " = !p6 : (25)Íèæå äëÿ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòè ðàññìîò�ðèì òîëüêî ñëó÷àè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé �. Òî�ãäà, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñèòóàöèè, ñîîòâåòñòâóþ�ùèå � < 0, âûðàçÿòñÿ ÷åðåç ðàññìîòðåííûå ñ ïîìî�ùüþ çàìåíû P ! �P . ÈìååìP = ae�2!t=p6 �1�p3 sgn(a)1� 
n(�; q)1 + 
n(�; q)� ; (26)ãäå � = 2 4p3 sgn(a)p�jaj! ���1� e�!t=p6 �� F('0; q);a = � g��1=3 == 24P 3(0) + 1�  !P (0) +r32 _P (0)!2351=3 ; (27)
à F('0; q) � ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ íåïîëíî�ãî ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà [11; 14℄ ñìîäóëåì q è'0 = 2 ar
tgsa� P (0)p3 jaj ; q = p3 + sgn(a)2p2 :Î÷åâèäíî, ÷òî sgn(a) = sgn(g). Ïîýòîìó â äàííîìðåøåíèè ïðåäñòàâëåíû îáà ñëó÷àÿ: g > 0 è g < 0, êî�òîðûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàëèñü îò�äåëüíî äðóã îò äðóãà, íî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n.1111



Þ. Â. Áðåæíåâ, Ñ. Â. Ñàçîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 20143.2. Ñëó÷àé n = 3 (ñëàáî ïåðåòîðìîæåííûéîñöèëëÿòîð Äþ��èíãà)Çäåñü ïàðàìåòðû, ñîãëàñíî (8), (9), òàêîâû
! = 3p8 � 1:061; � = 1; " = !p2 : (28)Åñëè g = �P 4(0) + �!P (0) +p2 _P (0)�2 > 0;òî ðåøåíèå èìååò âèäP = ae�!t=p2 
nsgn(�) ��; 1=p2� ; (29)ãäå� = p2j�j! a�1� e�!t=p2 �� F�'0; 1=p2� ;a = � g��1=4 == �P 4(0) + 1� �!P (0) +p2 _P (0)�2�1=4 (30)è '0 = ar

os(P (0)=a).Âûðàæåíèÿ (29), (30) ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ(18) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n, ñîäåðæàùåìó ëèíåéíûéðåæèì. Ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîå ðåøåíèå, ñîîòâåò�ñòâóþùåå (24), ò. å. ïðè g < 0, èìååò â ñëó÷àå êóáè�÷åñêîé íåëèíåéíîñòè âèäP = jajp2 e�!t=p2 �1 + sn(�+ �=8; q)
n(�+ �=8; q)� ; (31)ãäå� = F�'0; 1=p2��r3j�j2 jaj! �1�e�!t=p2 � ;'0 = ar
tg p2a P (0)�1!��8 ; q = 2p23 : (32)Î÷åâèäíî, äàííîå ðåøåíèå èìååò ìåñòî òîëüêîïðè � < 0.Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñëó÷àè n = 2; 3, êîãäàðåøåíèÿ âûïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå �óíê�öèè, äàëåêî íå åäèíñòâåííûå. Äàæå ïðîñòåéøèå ñòå�ïåííûå ïîäñòàíîâêè òèïà Rn+1 = fu3; u4g ñâîäÿò èí�òåãðàëû (15) ê âû÷èñëÿåìûì êëàññè÷åñêèì ýëëèïòè�÷åñêèì èíòåãðàëàì âèäàZ umdupu3 � 
 ; Z umdupu4 � 
u ;Z umdupu4 � 
 ; m 2 Z; (33)íî äàëåêî íå âñå èç íèõ ïîñëå îïåðàöèè îáðàùå�íèÿ ïðèâåäóò ê ÿâíûì çàâèñèìîñòÿì â âèäå ðàöè�îíàëüíûõ/îäíîçíà÷íûõ �óíêöèé îò ýëëèïòè÷åñêèõ

íàïîäîáèå ðåøåíèé (26), (29), (31). Â îáùåì ñëó�÷àå ðåçóëüòàòîì òàêèõ îáðàùåíèé áóäåò ïîÿâëåíèåàëãåáðàè÷åñêèõ �óíêöèé îò ýëëèïòè÷åñêèõ èëè äà�æå áîëåå ñëîæíûõ òðàíñöåíäåíòíûõ çàâèñèìîñòåé.Ê ïðèìåðó, ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ (33) ïðè m == 1 (f(P ) � pP ) ïðèâîäèò ê ðåøåíèÿì âèäà R == }2(��1(a� + b; 0; 1)) â ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèÿõÂåéåðøòðàññà } è � [10℄. Òàêîãî ñîðòà ìíîãîçíà÷�íîñòè ìîãóò, îäíàêî, ïðèâîäèòü ê îäíîçíà÷íûì (ò. å.�èçè÷åñêèì) çàâèñèìîñòÿì â îïðåäåëåííûõ ëîêàëü�íûõ îáëàñòÿõ è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ìåòîäàõ âîç�ìóùåíèé. Ìû íå îáñóæäàåì îáøèðíûå ñåìåéñòâà òà�êèõ ðåøåíèé, ïîñêîëüêó òåõíèêà èõ ïîëó÷åíèÿ âî�âëåêàåò òåîðèþ ðåäóêöèè àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ êýëëèïòè÷åñêèì, ÷òî âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè íà�ñòîÿùåé ðàáîòû. Äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ åäèíûì(íåÿâíûì) ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèé ÷åðåç ãèïåðãåî�ìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ 2F1.3.3. Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîðîãîâûõ çíà÷åíèéÂûÿâëåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå óñëîâèÿ âîç�íèêíîâåíèÿ ðàçëè÷íûõ êà÷åñòâåííûõ ðåæèìîâ äâè�æåíèÿ ïåðåòîðìîæåííûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâìîãóò áûòü íàéäåíû íåïîñðåäñòâåííî èç àíàëèçà ðå�øåíèé (26), (27), (29)�(32). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íàîñíîâå îáùèõ âûðàæåíèé (21), (23), è íåòðóäíî âè�äåòü, ÷òî îáà ïîäõîäà ýêâèâàëåíòíû. Ïîêàæåì, êàêïîëó÷àòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîðîãîâûõâåëè÷èí íà ïðèìåðå íàèáîëåå ïîêàçàòåëüíîãî ñëó�÷àÿ n = 3. Ñ ó÷åòîì (8) óðàâíåíèå (1) ïåðåïèøåòñÿâ âèäå �P + 3!p2 _P + !2P + �P 3 = 0:Åñëè åãî ðåøåíèå, ò. å. (29), (30), ïåðåïèñàòü ñ èñ�ïîëüçîâàíèåì �-�óíêöèé ßêîáè, òî çàâèñèìîñòü îòêîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ ñèëüíî óïðîùàåòñÿ:P (t) = ��#22(i) !p� A� �1(A� �Bji)�3(A� �Bji) ;� = e�!t=p2 ; (34)ãäå #2(i) = �2(0ji) � 0:9136, A;B; : : : � ïîñòîÿííûåèíòåãðèðîâàíèÿ.Èñïîëüçóåìûå çäåñü �óíêöèè �k îïðåäåëÿþòñÿ÷åðåç ñòàíäàðòíûå òåòà-ðÿäû [11; 14℄� " "Æ # (xj�) == 1Xk=�1 exp��i�k+"2�2 �+2�i�k+"2��z+Æ2��1112



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Î íåëèíåéíîé äèññèïàòèâíîé äèíàìèêå : : :êàê �1 = �� " 11 # ; �2 = � " 10 # ;�3 = � " 00 # ; �4 = � " 01 # :Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïàðàìåòðû ïåðåòîðìîæåí�íîñòè (25) è (28) ïîïàäàþò ïðàêòè÷åñêè â ñåðåäèíóèíòåðâàëà (3), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî óçêèì,íî èìåííî íà íåãî ïðèõîäÿòñÿ åäèíñòâåííûå íåòðè�âèàëüíûå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè n = 2; 3.Óïîìÿíóòûé âûøå ïîðîãîâûé ý��åêò ñóïåðêîì�ïåíñàöèè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûì çíà÷åíèÿì êîí�ñòàíò A;B. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå îïèñûâàåò íåñèíãó�ëÿðíûé êîëåáàòåëüíûé (çàòóõàþùèé) ïðîöåññ, âñå�ãäà èìåþòñÿ òî÷êè tk, ãäå _P (tk) = 0, è ìû ìîæåìâçÿòü áåç ïîòåðè îáùíîñòè ëþáóþ èç íèõ â êà÷åñòâåíà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Ñ ó÷åòîì àâòîíîìíîñòè óðàâ�íåíèÿ ïîëîæèì _P (0) = 0; ïîëîæèì òàêæå âðåìåííî! = � = 1, ÷òî íåñóùåñòâåííî. Ñ òàêèìè íà÷àëüíû�ìè äàííûìè, ò. å. ïðè � = 1, óðàâíåíèÿ äëÿ êîíñòàíòïðèîáðåòàþò ñëåäóþùèé âèä:P (0) = �#22(i)A�1�3 (A�Bji);�1�2 �1�4 (A�Bji) = �p2P (0):Âõîäÿùèå ñþäà îòíîøåíèÿ òåòà-�óíêöèé �(A�Bji)ïðîïîðöèîíàëüíû ýëëèïòè÷åñêèì �óíêöèÿì sn, 
nè dn, à îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâÿçàíû àëãåáðàè÷å�ñêè. Èõ ìîæíî èñêëþ÷èòü, ïîëó÷èâ âûðàæåíèå äëÿA = A(P (0)): A = 4pP 4(0) + P 2(0)�#22(i) : (35)Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå óðàâíåíèå â ïåðâîå èç ïðåäû�äóùèõ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ B = B(P (0)):4p1 + P�2(0) = �3 (A (P (0))�Bji)�1 (A (P (0))�Bji) : (36)Îòíîøåíèå òåòà-�óíêöèé çäåñü � ýòî �àêòè÷åñêèýëëèïòè÷åñêèé êîñèíóñ:�1(zji)�3(zji) = 
n(2Kz �K; k)(ïðè ñòàíäàðòíûõ [10; 11; 14℄ îáîçíà÷åíèÿõ K == K(k) è k = 1=p2 ), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíå�íèþ 2(
n0)2 = 1 � 
n4. Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ

B(P (0)) ñâåäåòñÿ ê îáðàùåíèþ ýëëèïòè÷åñêîãî êî�ñèíóñà, ò. å. ê âû÷èñëåíèþ íåïîëíîãî èíòåãðàëà Ëå�æàíäðà F(z; i) [10℄. Ïîñëå óïðîùàþùèõ ïðåîáðàçî�âàíèé ïîëó÷àåìB = 1�#22(i) F� �4p1 + P�2(0); i�++ 4pP 4(0) + P 2(0)�#22(i) � 1; (37)à îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå äàåòñÿ �îðìóëàìè (34),(35) è (37).Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå Pth ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè,êîãäà ãðà�èê �óíêöèè P (t) ïðè t > 0 ïåðåñå÷åò ãî�ðèçîíòàëüíóþ îñü: P = 0 ïðè t ! 1 (íóëü ¾ïðèõî�äèò èç áåñêîíå÷íîñòè¿). Èç ðåøåíèÿ (34) ñðàçó âèä�íî, ÷òî ýòî òî÷êè B(Pth) = 0;�2; : : : Îíè îïðåäåëÿ�þòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (37), êóäà ïîäñòàâëåíûäàííûå çíà÷åíèÿ B, è êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàêòðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ P (0)! Pth. Åãî ýê�âèâàëåíò � óðàâíåíèå (36) � èìååò âèä4q1 + P�2th = �3�1  4pP 4th + P 2th�#22(i) ���i! : (38)×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (38) äàåò (ïîñëå âîç�âðàùåíèÿ íà ìåñòî ïàðàìåòðîâ ! è �)�Pth = 1:472 !p� : (39)Çàìåòèì, ÷òî òàêîãî ðîäà êîíñòàíòû õàðàêòåðèçóþòâ íåêîòîðîì ñìûñëå óðàâíåíèå (è �èçèêó ñèñòåìû)(1) â öåëîì; êàê ñêàçàíî âûøå, ñäâèãîì âðåìåíè tâñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè íà÷àëüíûå äàííûå ê âûáðàí�íîìó âûøå òèïó. Òî÷êà ~t, â êîòîðîé ñóïåðêîìïåíñà�öèÿ âîçíèêàåò (ñì. ðèñ. 1), îïðåäåëÿåòñÿ êàê íóëü�óíêöèè �1(A� �Bji). Îòáèðàÿ ïîëîæèòåëüíîå çíà�÷åíèå ~t, ïîëó÷àåì~t = p2 ln A (P (0))B (P (0)) ;ãäå âûðàæåíèÿ äëÿ A(P (0)) è B(P (0)) áåðóòñÿ èç�îðìóë (35) è (37). Âûïîëíÿÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñ�ëåíèÿ, ìîæíî âûâåñòè óðàâíåíèÿ (îíè âñåãäà áóäóòòðàíñöåíäåíòíûìè) äëÿ ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé âî âñåõîñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ.Ïóñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä (20). Òîãäàâ ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòè óñëîâèÿ âîç�íèêíîâåíèÿ ý��åêòà ñóïåðêîìïåíñàöèè íàéäåì èç(21), ïîëàãàÿ n = 2. Ïðè k = 1 è k = 2 èìååì ñî�îòâåòñòâåííî P (1)th = 0:754!2=�, P (2)th = 4:742!2=�.Åñëè íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå P (0) ïðåâîñõîäèò ïîðîã1113



Þ. Â. Áðåæíåâ, Ñ. Â. Ñàçîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014P (1)th , îñöèëëÿòîð ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëåâîìó ïîëîæå�íèþ ðàâíîâåñèÿ ÷åðåç ðåæèì ñóïåðêîìïåíñàöèè ïåð�âîãî ïîðÿäêà (ðèñ. 1). Åñëè æå P (0) > P (2)th , îñöèë�ëÿòîð ïðîñêàêèâàåò äàííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿè, ïðåîäîëåâàÿ ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ïîòåíöèàëüíîéêðèâîé, çà êîíå÷íîå âðåìÿ (â ðåæèìå âçðûâà) äîñòè�ãàåò çíà÷åíèÿ �1 (ðèñ. 3).Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ êóáè÷åñêîé íåëè�íåéíîñòè äëÿ âûÿâëåíèÿ õàðàêòåðà ý��åêòà ñó�ïåðêîìïåíñàöèè (� > 0). Ïîëàãàÿ â (21) n == 3, k = 1; 2; 3; : : : , íàéäåì ñîîòâåòñòâåííî P (1)th == 1:472!=p� (âû÷èñëåííîå èç (38), (39)), P (2)th == 3:995!=p�, P (3)th = 6:593!=p�; : : : Ïðè ïðåâûøå�íèè àáñîëþòíîé âåëè÷èíû íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿP (0) äàííûõ ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé èìååì ïðèáëèæå�íèå P ê íóëåâîìó ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ â ðåæè�ìàõ ñóïåðêîìïåíñàöèè ïåðâîãî, âòîðîãî, òðåòüåãî èò. ä. ïîðÿäêîâ (ðèñ. 2).Âåðíåìñÿ ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (22), ÷òîáû ñ ïî�ìîùüþ (23) îïðåäåëèòü ïîðîãîâîå çíà÷åíèå íà÷àëü�íîé ñêîðîñòè, ïðåâûøåíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò ê äâè�æåíèþ â ðåæèìå âçðûâà (ðèñ. 4). Äëÿ êâàäðàòè÷�íîé íåëèíåéíîñòè ïîëó÷àåì j _Pthj = 2:251!3=�. Äëÿêóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ïðè � < 0 íàõîäèì j _Pthj == 2:431!2=pj�j . Çäåñü, â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñè�òåëüíî îòðàæåíèÿ P ! �P , òîë÷îê ìîæíî ïðîâî�äèòü â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè.Â çàêëþ÷åíèå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà çàìåòèì, ÷òîâ ñëó÷àå íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ êâàäðàòè÷íîéè êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòÿìè, íî â îòñóòñòâèå âÿç�êîãî òðåíèÿ òàêæå ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ âçðûâíî�ãî õàðàêòåðà. Îäíàêî ïîðîãè èõ âîçíèêíîâåíèÿ çíà�÷èòåëüíî íèæå. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ëåãêîîïðåäåëÿþòñÿ èç àíàëèçà ïîòåíöèàëüíûõ êðèâûõ(13): ïðè n = 2 èìååì P (2)th = 0:408!2=�, j _Pthj == 0:5!3=�; â ñëó÷àå æå n = 3 ïîëó÷àåì j _Pthj == 0:5!2=pj�j . Òàêèì îáðàçîì, âÿçêîå òðåíèå ïðå�ïÿòñòâóåò âîçíèêíîâåíèþ âçðûâíûõ ðåøåíèé, îäíà�êî ïðåäîòâðàòèòü èõ íå ñïîñîáíî â ïðèíöèïå.4. N -ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ�àññìîòðèì òåïåðü ìíîãîêîìïîíåíòíóþ ñèñòåìóíåëèíåéíî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ïåðåòîðìîæåí�íûõ îñöèëëÿòîðîâ, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè (4).Äåëàÿ, êàê è ðàíåå, ïîäñòàíîâêè Êóììåðà �Ëèóâèë-ëÿ, ìîæíî ïîëîæèòü Pk = ��kRk(�) è ðàññìîòðåòüóñëîâèÿ îäíîðîäíîñòåé äëÿ �óíêöèé fj (fRkg) òèïàñîîòíîøåíèéfj (f��kRkg) = ��knjfj (fRkg) : (40)

Íî â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ êîëè÷åñòâî òà�êèõ âàðèàíòîâ çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ è àíàëèçóñëîæíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ìû îñòàíîâèìñÿ íà ñèììåò�ðè÷íîì ñëó÷àå
1 = 
2 = : : : = 
N = 
;!1 = !2 = : : : = !N = !; nj = n;ïîëîæèâ òàêæå Pj = ��Rj(�), ãäå � ïî-ïðåæíåìóîïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (5).Îãðàíè÷åíèÿ òèïà (8), (9) ñîõðàíÿòñÿ è ìû ïîëó�÷èì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèéR00j + 2n+ 2(n� 1)2!2 fj(R1; : : : ; RN ) = 0;j = 1; : : : ; N: (41)4.1. Êâàäðàòè÷íàÿ íåëèíåéíîñòüÄëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì N -êîìïîíåíòíóþ êâà�äðàòè÷íî íåëèíåéíóþ ñèñòåìó, ò. å. ïîëîæèì n = 2.Îäèí èç âàðèàíòîâ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû òàêîãîâèäà ìîæíî ïîëó÷èòü, çàäàâ ïîòåíöèàëüíóþ óïðó�ãóþ ýíåðãèþ â âèäåU = 12!2 NXj=1 P 2j + 13�P 31 + �P10� NXj=2 Pj1A2 ;÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äâèæå�íèÿ:�P1+2
 _P1+!2P1+� NXj=1 P 2j +2� Xj 6=k 6=1PjPk = 0; (42)�Pm + 2
 _Pm + !2Pm + 2�P1Pm = 0;m = 2; 3; : : : ; N: (43)Ïîëîæèì çäåñü äëÿ óïðîùåíèÿ �îðìóë è áåç ïî�òåðè îáùíîñòè ! = � = 1; ïàðàìåòðû ïðè ýòîìáåðóòñÿ èç �îðìóëû (25). Â äàííîé ñèñòåìå äèíà�ìè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà P1 èãðàåò âûäåëåííóþ ðîëü âñðàâíåíèè ñ îñòàëüíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíå�íèÿ (43) ñëåäóåò, ÷òî åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå�ìåíè Pm = 0 (m � 2), òî ýòè êîìïîíåíòû áóäóòîòñóòñòâîâàòü âñå ïîñëåäóþùåå âðåìÿ. ×òî æå êàñà�åòñÿ P1, òî èç óðàâíåíèÿ (42) âèäíî, ÷òî ýòà ñîñòàâ�ëÿþùàÿ ñïîñîáíà âîçáóæäàòüñÿ äðóãèìè êîìïîíåí�òàìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå P1 ìîæíî íàçâàòü ðåöåññèâ�íîé êîìïîíåíòîé, à âñå îñòàëüíûå � äîìèíàíòíû�ìè. Â äàííîé ñâÿçè âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà(42), (43) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îò�ðàæåíèÿ Pm ! �Pm ñðàçó äëÿ âñåõ äîìèíàíòíûõêîìïîíåíò (m � 2), íî íå èìååò èíâàðèàíòíîñòè ïî1114



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Î íåëèíåéíîé äèññèïàòèâíîé äèíàìèêå : : :îòíîøåíèþ ê èíâåðñèè P1 ! �P1 ðåöåññèâíîé ñî�ñòàâëÿþùåé.Ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êóììå-ðà �Ëèóâèëëÿ (6) ïðèäåì ê ñèñòåìå (41), êîòîðàÿ âíàøåì ñëó÷àå èìååò âèäR001 + 60� NXj=1R2j + 2 Xj 6=k 6=1RjRk1A = 0; (44)R00m + 12R1Rm = 0; m = 2; 3; : : : ; N: (45)Ââåäåì �óíêöèèR+ = R1 + NXj=2Rj è R� = R1 � NXj=2Rj :Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû óðàâíå�íèÿ R00+ + 6R2+ = 0; R00� + 6R2� = 0; (46)êîòîðûå ñ î÷åâèäíîñòüþ èíòåãðèðóþòñÿ â ýëëèïòè�÷åñêèõ �óíêöèÿõ,R� = �} �� � ��0 ; 0; a�� ;ñ ïðîèçâîëüíûìè ñäâèãàìè ��0 , âåéåðøòðàññîâûì ïà�ðàìåòðîì g3 = a� è íóëåâûì ïàðàìåòðîì g2. Èç ñî�îòíîøåíèéR1 = 12(R+ +R�); R2 = 12(R+ �R�)ïîëó÷àåì2R1 =� } �� � �+0 ; 0; a+�� } �� � ��0 ; 0; a�� ;2R2 =� } �� � �+0 ; 0; a+�� } �� � ��0 ; 0; a�� ; (47)ñëåäîâàòåëüíî, îñòàâøèåñÿ êîìïîíåíòû Rm, m > 2,íàõîäÿòñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîãî è òîãî æåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (45):R00m = 6�} �� � �+0 ; 0; a+� ++ } �� � ��0 ; 0; a��	Rm: (48)¾Ëèíåéíûå êîíñòàíòû¿ èíòåãðèðîâàíèÿ ýòèõ óðàâ�íåíèé áóäóò, âìåñòå ñ (��0 ; a�), êîíñòàíòàìè è èñõîä�íîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (44), (45).Â ñëó÷àå ïîïàðíîãî ðàâåíñòâà ïàðàìåòðîâ(�+0 ; a+) = (��0 ; a�) óðàâíåíèå (48) ïðåâðàùàåò�ñÿ â õîðîøî èçâåñòíûé (èíòåãðèðóåìûé) ñëó÷àéòðåõçîííîãî ïîòåíöèàëà Ëàìå äëÿ óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà 	00 � 12}(x; 0; g3)	 = E	

ïðè �èêñèðîâàííîì óðîâíå ýíåðãèè E = 0. Åñëèa+ = a� è ðàçíîñòü �+0 � ��0 ðàâíà ïîëóïåðèîäó p�óíêöèè Âåéåðøòðàññà }, òî ïîëó÷àåì äðóãîé âà�ðèàíò óðàâíåíèÿ:	00 = 6 f}(x; 0; g3) + }(x� p; 0; g3)g	;êîòîðûé òîæå îòíîñèòñÿ ê ðàçðÿäó êîíå÷íîçîííûõèíòåãðèðóåìûõ, íî óæå ýêâèâàëåíòíîìó äâóõçîííî�ìó ïîòåíöèàëó Ëàìå u = 6}(x) [14℄. Áîëåå ëþáîïûò�íûì è, ïî âñåé âèäèìîñòè, íå �èãóðèðóþùèì â ëèòå�ðàòóðå ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî ëèíåéíîå óðàâíåíèå(48) ðåøàåòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïðèñóòñòâóþùèõòàì êîíñòàíò. Ïðèâåäåì ðåøåíèå äëÿ ñïðàâîê. Íåïî�ñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïàðà�ìåòðû f�0; a�; 6; 0g ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî ¾æåñòêèìè¿;èõ âàðèàöèè îáîáùàþòñÿ ëèøü íà ñëåäóþùåå óðàâ�íåíèå è åãî ðåøåíèå:	00 = 6 f}(x; b; a) + }(x� 
; b; a0)g	; (49)	 = }(x; b; a)� }(x� 
; b; a0): (50)�àçóìååòñÿ, ïî ñîîòíîøåíèþ îäíîðîäíîñòè}(z; g2; g3) = ��2}(��1z;�4g2; �6g3)óðàâíåíèå (49) ñîäåðæèò òîëüêî òðè ý��åêòèâíûõïàðàìåòðà, ò. å.	00 = 6 f}(x; 1; a) + }(x� 
; 1; a0)g	;è ñ íèìè äîïóñòèìû ¾îïåðàöèè¿ ñ âûðîæäåíèÿìè;íàïðèìåð, ïðîñòàÿ ñóììà ñîëèòîíà ñ ïåðèîäè÷åñêîéêíîèäàëüíîé âîëíîé.Âòîðîå ðåøåíèå, ëèíåéíî íåçàâèñèìîå îò 	, âû�ïèñûâàåòñÿ, êàê îáû÷íî, ïî �îðìóëå Ëèóâèëëÿ	 R 	�2dx, íî ïðåäñòàâèìîñòü åãî â îïðåäåëåííûõ�óíêöèÿõ íå èçâåñòíà; ýòî îäíàêî íå ìåøàåò óðàâ�íåíèþ áûòü èíòåãðèðóåìûì â êâàäðàòóðàõ.Ôîðìàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ (50) òà�êîâà, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñóì�ìó/íàëîæåíèå äâóõ ñòàíäàðòíûõ (âîîáùå ãîâîðÿ,êîìïëåêñíûõ) êíîèäàëüíûõ êîëåáàíèé k21 sn2(ax; k1)è k22 sn2(bx � �; k2) ñ ïðîèçâîëüíûì âçàèìíûì ðàñ�ïîëîæåíèåì �, ïðîèçâîëüíûìè ÿêîáèåâûìè ïåðèî�äàìè f4K1; 2iK 01g, f4K2; 2iK 02g è ñ îäíèì êîëåáàíè�åì, ñìåùåííûì ââåðõ îòíîñèòåëüíî äðóãîãî. Âîïðî�ñû âåùåñòâåííîñòè è íåñèíãóëÿðíîñòè îñòàâëÿåì âñòîðîíå. Èñïîëüçîâàíèå çàòåì îáðàòíîãî ïðåîáðàçî�âàíèÿ Êóììåðà � Ëèóâèëëÿ äàñò ïðåäñòàâëåíèå äëÿðåøåíèé Pj(t).Ïî ïðè÷èíå èñêëþ÷èòåëüíîñòè èíòåãðèðóåìûõäèññèïàòèâíûõ ñëó÷àåâ è èõ âàæíîñòè â ïðèêëàä�íûõ âîïðîñàõ îñòàíîâèìñÿ äåòàëüíåå íà äâóõêîìïî�íåíòíûõ âàðèàíòàõ.1115



Þ. Â. Áðåæíåâ, Ñ. Â. Ñàçîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014Çäåñü ìîæíî âðåìåííî îòâëå÷üñÿ îò ñèñòå�ìû (44), (45), çàïèñàâ áîëåå îáùóþ ñèñòåìó:�P1 + 2
 _P1 + !2P1 + �1P 21 + �2P 22 = 0;�P2 + 2
 _P2 + !2P2 + 2�12P1P2 = 0 (51)ñ íåêîòîðûìè çàäàííûìè �1, �2, �12. Ïîñëå ïðåîáðà�çîâàíèÿ Êóììåðà �Ëèóâèëëÿ ïîëó÷àåìR001 + b1R21 + b2R22 = 0; R002 + 2b12R1R2 = 0;ãäå b1 = 6�1=!2, b2 = 6�2=!2, b12 = 6�12=!2.Äàííûå óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò ê òèïó ñèñòåìÕåíîíà �Õåéëåñà [15�17℄, ïðèâëåêàþùèõ ê ñåáå áîëü�øîå âíèìàíèå ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â ñâÿçè ñ îá�øèðíûìè ïðèëîæåíèÿìè è áîãàòûìè ìàòåìàòè÷å�ñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïîìèìî ïåðâîíà÷àëüíîãî îòêðû�òèÿ äàííûõ ñèñòåì äëÿ àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì, â ïîñëåäíåå âðåìÿ áû�ëè óñòàíîâëåíû èõ ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìûå ñëó�÷àè. Òàêèõ ñëó÷àåâ íåìíîãî, îíè ñîîòâåòñòâóþò ñïå�öè�è÷åñêèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ b, äëÿ íèõ ðàç�âèòû ñîîòâåòñòâóþùèå (ïîðîé íåòðèâèàëüíûå [17℄)ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ÷åðåç ðàçäåëåíèå ïåðå�ìåííûõ �àìèëüòîíà �ßêîáè è åñòü ñìûñë ïðèâåñòèäëÿ ñïðàâîê çàìêíóòûé ïðèìåð, óêëàäûâàþùèéñÿ âíàøó ñõåìó (44). Â ýòîì ñëó÷àå èìååì�P1 + 2
 _P1 + P1 + P 21 + P 22 = 0;
 = 5p24 ;�P2 + 2
 _P2 + P2 + 2P1P2 = 0: (52)Ñäåëàåì êðàòêîå îòñòóïëåíèå. Åñëè íåëèíåé�íîñòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîðîäíîñòè (40) (ñì., íà�ïðèìåð, êóáè÷åñêè íåëèíåéíûå äâóõêîìïîíåíòíûåñèñòåìû â [18℄ èëè [19℄), ìû ìîæåì îáðàòèòü íà�øó ñõåìó (6), (7) è ãåíåðèðîâàòü äèññèïàòèâíûåñèñòåìû èç êîíñåðâàòèâíûõ. Òàêèì îáðàçîì, êîëè�÷åñòâî ðåøàåìûõ çàäà÷ ñîêðàùàåòñÿ. Îäíàêî èç-çàïðîáëåì âåùåñòâåííîñòè è ïîäãîíêè ïàðàìåòðîâ çà�äà÷è f�; 
; "g ê èõ ðåàëèñòè÷íûì çíà÷åíèÿì, êëàññ�èçè÷åñêè îñìûñëåííûõ äèññèïàòèâíûõ óðàâíåíèéñóæàåòñÿ åùå áîëåå.Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèÿì (52), îòìåòèì, ÷òîäàííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò, íàïðèìåð, äèíàìèêóäâóõêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íåñèììåò�ðè÷íîé �àçû êàêîé-ëèáî ñðåäû â îêðåñòíîñòè�àçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà. Ýòî ìîæåòáûòü ñåãíåòîýëåêòðèê òèïà ñìåùåíèÿ [2℄ íèæåòåìïåðàòóðû Êþðè. Â ýòîì ñëó÷àå P1 è P2 åñòü ñî�îòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíàÿ è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ êñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîé îñè êîìïîíåíòû âîçìóùåíèÿ

ïîëÿðèçàöèè ñåãíåòîýëåêòðèêà. Âîçìîæíî, ñèñòåìà(52) íàéäåò ñâîè ïðèëîæåíèÿ è â áèî�èçèêå äëÿîïèñàíèÿ ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ îðãàíèçìà ïîñëåèíòåíñèâíûõ íàãðóçîê [13℄.Èòàê, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Êóììåðà �Ëèóâèë-ëÿ èç ñèñòåìû (52) âûâîäèì óðàâíåíèÿR001 + 6(R21 + R22) = 0; R002 + 12R1R2 = 0:Èõ îáùåå ðåøåíèå äàåòñÿ âûðàæåíèÿìè (47).Ïîñêîëüêó âåéåðøòðàññîâû ïàðàìåòðû g2, g3 ñî�îòâåòñòâóþò êëàññè÷åñêîé ýêâèàíãàðìîíè÷åñêîé ñè�òóàöèè g2 = 0 [11℄, ìû ìîæåì ñâåñòè èõ ê êàíîíè�÷åñêîìó ñëó÷àþ (g2; g3) = (0; 1) èëè îäíîìó ÿêîáè�åâñêîìó ìîäóëþ k2 = (1 � ip3)=2, èç-çà òîãî ÷òîâ ýòîì ñëó÷àå k4 � k2 + 1 = 0. Êîíâåðòèðóÿ òîãäàðåçóëüòàò â áîëåå ïðèâû÷íûå äëÿ ïðèëîæåíèé ýë�ëèïòè÷åñêèå �óíêöèè ßêîáè (ïî ïðàâèëó } � sn2[11; 14℄), ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèé (52) â âèäåñëîæíî ñêîððåëèðîâàííîé ñóììû ìîäóëèðîâàííûõêíîèäàëüíûõ êîëåáàíèé ñ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþ�ùèìè ïåðåìåííûìè:P1(t) = �2R1(�); P2(t) = �2R2(�);� = e�t=p6 ;R1(�) = �k22 �a2 sn2(a� ��1; k) ++ b2 sn2(b� ��2; k) + 13(k2 � 2)(a2 + b2)� ;R2(�) = �k22 �a2 sn2(a� ��1; k) �� b2 sn2(b� ��2; k) + 13(k2 � 2)(a2 � b2)� ; (53)
ãäå êîíñòàíòû �1, �2, a, b ïðîèçâîëüíû.Ñëåãêà áîëåå ñëîæíîé â ïëàíå �îðìóë, íî áîëååóäîáíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ âåùåñòâåííîñòè, ìîæåò ÿâ�ëÿòüñÿ äðóãàÿ �îðìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (46). Îíàñâÿçàíà ñ ïàðàìåòðèçàöèåé ýêâèàíãàðìîíè÷åñêîé ýë�ëèïòè÷åñêîé êðèâîé Y 2 = X3 � 1 ÿêîáèåâîé ïàðîé[14, ñ. 425℄X = 1�p3 1� 
n(�;�)1+
n(�;�) ; Y = 2 4p27 sn(�;�) dn(�;�)(1+
n(�;�))2ñ âåùåñòâåííûì ìîäóëåì� = sin �12 = 14 �p6�p2�è ïåðèîäîì 4K(�) � 6:393.Çàìåòèì, ÷òî ýòà æå ïàðàìåòðèçàöèÿ îáúÿñíÿåòè ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ (26) (ñì. òàêæå [11℄). Èòàê, îá�ùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (46) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âè�äå1116



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Î íåëèíåéíîé äèññèïàòèâíîé äèíàìèêå : : :R�(�) = �a2�(14 1� 
n(a�� ���;�)1 + 
n(a�� ���;�) � p312 )ñ ïîñëåäóþùåé ïðîñòîé ìîäè�èêàöèåé �îðìóë (53).Âñå âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ òîãäà îòáèðàþòñÿ, êàêîáû÷íî â ýêâèàíãàðìîíè÷åñêîì ñëó÷àå [11℄, èç àðãó�ìåíòîâ a�� ���, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå (1/4)-ïàðàë�ëåëîãðàììà ïåðèîäîâ f2K;K+iK 0g �óíêöèè 
n ïðèâñåâîçìîæíûõ âåùåñòâåííûõ èëè ÷èñòî ìíèìûõ çíà�÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a�.4.2. Êóáè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü�àññìîòðèì òåïåðü ïîëèíîìèàëüíî êóáè÷åñêèåîäíîðîäíûå íåëèíåéíîñòè, ò. å. ïîëîæèì n = 3. Ïðèýòîì êîëè÷åñòâî îñöèëëÿòîðîâN áóäåì ñ÷èòàòü ïðî�èçâîëüíûì. Èõ åñòåñòâåííî íàçûâàòü ñèñòåìîé ñâÿ�çàííûõ îñöèëëÿòîðîâ Äþ��èíãà. Èòàê, ïóñòüfj = NXk=1 bkjR2kRj ; (54)ãäå bkj = bjk .Ñèñòåìà (41), (54) èìååò ïåðâûé èíòåãðàëNXj=1R0j2 + 12 NXj=1 bjjR4j ++ 12 NXj=1 NXk=1 bjkR2jR2k = 
onst: (55)�àññìîòðèì äàëåå ¾ñ�åðè÷åñêè¿-ñèììåòðè÷íûéñëó÷àé bjk = b. Òîãäà ñèñòåìà (41) ïðèìåò âèäR00 + bjRj2R = 0; (56)à èíòåãðàë (55) çàïèøåòñÿ êàêjR0j2 + b2 jRj4 = H; H = 
onst; (57)ãäå ìû ââåëè âåêòîðR = (R1; R2; : : : ; RN )T è jRj2 == R21 +R22 + : : :+R2N .Óðàâíåíèÿ (56) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñ-òåìû èíòåãðèðóåìûõ àíãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòî�ðîâ [19, � 3.10℄. Òåì íå ìåíåå èç ìåòîäè÷åñêèõ ñîîá�ðàæåíèé î÷åðòèì ñõåìó åå ïðÿìîãî èíòåãðèðîâàíèÿâ êâàäðàòóðàõ.Îò íàáîðà ïåðåìåííûõ (R1; R2; : : : ; RN ) ïåðåé�äåì ê N -ìåðíîé ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò(R;'; �1; : : : ; �N�2) ïî ïðàâèëó [20℄

R1 = R 
os' sin �1 sin �2 : : : sin �N�2;R2 = R sin' sin �1 sin �2 : : : sin �N�2;R3 = R 
os �1 sin �2 : : : sin �N�2;R4 = R 
os �2 sin �3 : : : sin �N�2;: : :RN = R 
os �N�2:Òàêîé ïîäõîä óæå îòìå÷àëñÿ â ëåêöèÿõ ßêîáè [21,ñ. 163℄ â êîíòåêñòå äðóãîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.Óðàâíåíèå (57) ïðèìåò âèäH = (R0)2 +R2 �('0)2 sin �1 : : : sin2 �N�2 ++ (�01)2 sin2 �2 : : : sin2 �N�2+ : : :+(�0N�3)2 sin2 �N�2 ++ (�0N�2)2�+ b2 R4;ïðè êîòîðîì �óíêöèþ H áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê�óíêöèþ �àìèëüòîíàH = H(R; �0; �1; : : : ; �N�2; �00; �01; : : : ; �0N�2)îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò (R; �) è îáîáùåííûõ ñêî�ðîñòåé (R0; �0). Ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé áóäåì ñ÷è�òàòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå bR4=2, à îñòàëüíûå � êèíå�òè÷åñêîé ýíåðãèåé. Òîãäà â ñîîòâåòñòâóþùåé �óíê�öèè ËàãðàíæàL(R; �;R0; �0) = (R0)2 +R2 �� N�2Xk=0 �02k N�2Yj=k+1 sin2 �j � b2R4êîîðäèíàòà ' = �0 áóäåò, î÷åâèäíî, öèêëè÷åñêîé.Îòñþäà ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ óãëîâûõïåðåìåííûõ:dd� �R2'0 sin2 �1 : : : sin2 �N�2	 = 0; (58)dd� �R2�01 sin2 �2 : : : sin2 �N�2	 == R2 sin �1 
os �1('0)2 sin2 �2 : : : sin2 �N�2;dd� �R2�02 sin2 �3 : : : sin2 �N�2	 = R2 sin �2 
os �2 �� �('0)2 sin2 �1 sin2 �3 + (�01)2 sin2 �3	 ;: : :dd� fR2�0N�2g = R2 sin �N�2 
os �N�2 �� �('0)2 sin2 �1 : : : sin2 �N�3 ++ (�01)2 sin2 �2 : : : sin2 �N�3 + : : :+ (�0N�3)2	 :1117



Þ. Â. Áðåæíåâ, Ñ. Â. Ñàçîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014Èç óðàâíåíèÿ (58) íàõîäèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ íó�ëåâîé êîìïîíåíòû ¾ìîìåíòà èìïóëüñà¿:R2'0 sin2 �1 : : : sin2 �N�2 = I0:Âûðàæàÿ îòñþäà '0 è ïîäñòàâëÿÿ â ñëåäóþ�ùåå çà (58) óðàâíåíèå, ïîñëå äîìíîæåíèÿ åãî íàR2�01 sin2 �2 : : : sin2 �N�2 ïðèäåì ê åùå îäíîìó èíòå�ãðàëó äâèæåíèÿR4(�01)2 sin4 �2 : : : sin4 �N�2 + I20sin2 �1 = 4I21 :Äàëåå ïî öåïî÷êå íàõîäèì ñåðèþ èíòåãðàëîâ, êî�òîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåR4 N�2Yj=k+1 sin4 �j(�0k)2 + I2k�1sin2 �k = 4I2k ;k = 0; 1; : : : ; N � 2: (59)Âûðàçèâ (�0k)2 èç (59) è ïîäñòàâèâ â (55), ïîëó�÷èì (R0)2 + 4I2N�2R2 + 12R4 = H:Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ â ýëëèïòè÷å�ñêèõ �óíêöèÿõ:R =p�2}(� +B;H; 2IN�2) ; (60)ãäå B � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.Òåïåðü â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ñ k = N�2 äî k = 0,ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèíòåãðèðîâàòü öåïî÷êó(59), ïîëó÷àÿ íà êàæäîì øàãå óðàâíåíèå âèäàR4�d�d��2 = � h4sin2 � + a2;�óíêöèîíàëüíàÿ �îðìà ðåøåíèÿ êîòîðîãî çàïèñû�âàåòñÿ êàê�(�) : 
os � =p1� h4a�2 �� 
os8<:a2 �Z dx}(x+ 
; b; a2) + 
onst9=; :Èòàê, â ðàçâåðíóòîé �îðìå èìååì ñëåäóþùóþ ñå�ðèþ êâàäðàòóð äëÿ îïðåäåëåíèÿ �k = �k(�):


os �N�2 =q1� I2N�3I�2N�2 �� 
os8<:IN�2 �Z dxR2(x) +BN�29=; ;
os �N�3 =q1� I2N�4I�2N�3 �� 
os8<:IN�3 �Z dxR2(x) sin2 �N�2(x)+BN�39=; ;: : :
os �1 =q1� I20 I�21 �� 
os8<:I1 �Z dxR2(x) sin2 �N�2(x) : : : sin2 �2(x) ++ B19=;
(61)

è ' = I0 �Z dxR2(x)N�2Yj=1 sin2 �j(x) +B0:Çäåñü Bk � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.Â åäèíîé �îðìå ýòè âûðàæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòüêàê�k(�) : 
os �k =q1� I2k�1I�2k �� 
os8>>>>><>>>>>:Ik �Z dxR2(x) N�2Yj=k+1 sin2 �j(x) +Bk9>>>>>=>>>>>; (62)ïðè k = N � 2; N � 3; : : : ; 1; 0, ñ÷èòàÿ, ÷òî I�1 = 0.Âûïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíîãîèíòåãðèðîâàíèÿ âëå÷åò ñëåäóþùåå ëþáîïûòíîå íà�áëþäåíèå ÷èñòî òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ïîñêîëüêóñèñòåìà (56) îòíîñèòñÿ ê ðàçðÿäó âïîëíå èíòåãðèðó�åìûõ èç-çà íàëè÷èÿ [L;A℄-ïàð [19; 22℄), åå ðåøåíèÿçàïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ îáùèõ òåòà-�óíêöèé. Ñäðóãîé ñòîðîíû, çàöåïëÿþùàÿñÿ ñòðóêòóðà êâàäðà�òóð (61), (62) íà÷èíàåòñÿ îò ýëëèïòè÷åñêîãî èíòå�ãðàëà (61). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äàííîãî âèäà âëî�æåííûå èíòåãðàëû îò ïðåäûäóùèõ èíòåãðàëîâ áå�ðóòñÿ â òåòà-�óíêöèÿõ, òîãäà êàê èçâåñòíî, ÷òî óæåèíòåãðàëû îò ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ, âîîáùå ãî�âîðÿ, íå âûðàæàþòñÿ â òåòà-�óíêöèÿõ. Íàïðèìåð,â ñëó÷àå òðåõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû (R;'; �), ïåðå�õîäÿ ê âåéåðøòðàññîâó áàçèñó �óíêöèé �, �, } (â1118



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Î íåëèíåéíîé äèññèïàòèâíîé äèíàìèêå : : :íåì, êàê èçâåñòíî, çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ïðî�ùå), íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå �îðìóëû:R2 = �2}(� + 
);�(�) : 
os � =p1� h4a�2 �� 
os8<:a2 �Z dx}(x+ 
) + 
onst9=; :Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
os � = 12p1� h4a�2pS + S�1 + 2;ãäå S = A�(� + 
� �)�(� + 
+ �) e2�(�)�;à âåëè÷èíó � ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ýëëèïòè÷åñêèéèíòåãðàë â êàíîíè÷åñêîé �îðìå Âåéåðøòðàññà� = 0Z�1 dzp4z3 � bz � a2 = : : :Ýòà �óíêöèÿ � = �(a; b) îò êîíñòàíò èíòåãðèðîâà�íèÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðåäñòàâèìà ÷åðåç òàáëè÷�íûé îáúåêò � èíòåãðàë Ëåæàíäðà:: : : = � 1pe0 � e00 F r1� e0e ;re00 � ee0 � e ! ;ãäå 4(z � e)(z � e0)(z � e00) = 4z3 � b
� a2:Ïîñëå âñåãî �àçà ' íàõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåìâûðàæåíèÿ' = � �Z a2h2dx}(x+
)f4a2�(a2�h4)(S+S�1+2)g+'0;êîòîðîå è îòíîñèòñÿ çàâåäîìî ê îòìå÷åííîìó âûøåòèïó ¾èíòåãðàë îò èíòåãðàëà¿.Äîáàâèì, ÷òî åñëè ñâîéñòâî èíòåãðèðóåìîñòè ìå�òîäàìè [L;A℄-ïàð ïðèëîæèìî è ê ðàññìîòðåííîé âû�øå ñèñòåìå (44), (45) ïðè N > 2, òî âòîðîå ëèíåéíîíåçàâèñèìîå ðåøåíèå (49), (50) òîæå âûðàæàåòñÿ âòåðìèíàõ òåòà-�óíêöèé. Ìîæíî ïðèâåñòè ñîîáðàæå�íèÿ, ÷òî ýòî áóäóò, ïî âñåé âèäèìîñòè, ýëëèïòè÷å�ñêèå òåòà-�óíêöèè. Óðàâíåíèå (49), ñ îäíîé ñòîðî�íû, âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ïðîñòûì, à, ñ äðóãîé ñòî�ðîíû, � íåòðèâèàëüíûì, òàê êàê òðàíñöåíäåíòíûìîáðàçîì ñîäåðæèò òðè ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ðåøåíèå N -êîìïî-íåíòíîé ñèñòåìû ïåðåòîðìîæåííûõ îñöèëëÿòîðîâÄþ��èíãà ïðè óñëîâèÿõ (8), (9) è ¾ñ�åðè÷åñêîéñèììåòðèè¿ íåëèíåéíîñòè â ïðîñòðàíñòâå äèíàìè�÷åñêèõ êîìïîíåíò Pj , j = 1; 2; : : : ; N . Ïîñòîÿííûå(H;B; Ik ; Bk) èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäÿòñÿ èç íà÷àëü�íûõ óñëîâèénP1(0); P2(0); : : : ; PN (0); _P1(0); _P2(0); : : : ; _PN (0)o ;�îðìóëû ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå ðåøåíèÿ âåùåñòâåí�íû.�àññìîòðèì ñïåöèàëüíûé êëàññ íà÷àëüíûõ óñëî�âèé, èìåþùèõ âèä (20) äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû Pj .Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå êîìïîíåíòû ¾óã�ëîâîãî ìîìåíòà¿ Ik, k = 0; 1; 2; : : : ; N�2, îáðàùàþò�ñÿ â íóëü. Òîãäà �j = 
onst, ' = 
onst è íåòðóäíî ïî�êàçàòü, ÷òî ìíîãîêîìïîíåíòíûå ðåøåíèÿ (60), (62)ïåðåõîäÿò â (29) ñ ó÷åòîì çàìåíûR!vuut NXj=1 P 2j :Ïðè ýòîì óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ðåæèìà ñóïåðêîì�ïåíñàöèè ñîâïàäàþò ñ íàéäåííûìè â ïðåäûäóùåìðàçäåëå, íî ïðè çàìåíåP (0)!vuut NXj=1 P 2j (0):Èíòåðåñíî, ÷òî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà âåëè÷èíàíà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ Pj(0) êàæäîãî îñöèëëÿòîðàìåíüøå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ Pth; òåì íå ìåíåå äàëü�íåéøåå ïðèáëèæåíèå êàæäîãî èç íèõ ê ïîëîæåíèþðàâíîâåñèÿ ïðîèñõîäèò â ñèíõðîííîì ðåëàêñàöèîí�íî-êîëåáàòåëüíîì ðåæèìå ñ íàëè÷èåì �àçû ñóïåð�êîìïåíñàöèè. Ýòîò ý��åêò ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòåí, òàêêàê ïðè ïîñòîÿííûõ âî âðåìåíè óãëàõ ' è �j ìîæíîïðîâåñòè òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà N -ìåðíîéñ�åðû, ÷òî âñå êîìïîíåíòû, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé,îáðàòÿòñÿ â íóëü. Òîãäà èìååì ñóãóáî îäíîêîìïî�íåíòíûé ñëó÷àé, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ðàç�äåëå. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî ïðè íàõî�æäåíèè ïîðîãîâîãî óñëîâèÿ äëÿ ïîÿâëåíèÿ âçðûâíî�ãî õàðàêòåðà äâèæåíèÿ.Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ñ êâàäðà�òè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ (51), ñäåëàåì çàìå÷àíèå ïîäâóõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìå îñöèëëÿòîðîâ Äþ��èí�ãà: �P1 + 2
 _P1 + !2P1 + �1P 31 + �12P 22 P1 = 0;�P2 + 2
 _P2 + !2P2 + �2P 32 + �12P 21 P2 = 0:1119



Þ. Â. Áðåæíåâ, Ñ. Â. Ñàçîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîé âûøå ñèììåòðè÷íîéN -êîìïîíåíòíîé ìîäåëè, çäåñü, âîîáùå ãîâîðÿ, �1 6=6= �2 6= �12. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Êóììåðà �Ëèó-âèëëÿ áóäåì èìåòü îòñþäàR001+b1R31+b12R22R1 = 0; R002+b2R32+b12R21R2 = 0:Ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïàðà�ìåòðàìè b ñèñòåìû òàêîãî òèïà òîæå ïîïàäàþò â(íåìíîãî÷èñëåííóþ) ñåðèþ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷à�åâ, íàéäåííûõ â ðàìêàõ íåòðèâèàëüíûõ îáîáùåíèéêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Õåíîíà �Õåéëåñà [17; 18℄.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ�àññìîòðåííîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå äâèæåíèå ñëà�áî ïåðåòîðìîæåííûõ îñöèëëÿòîðîâ (1), (4) ñ ïðî�èçâîëüíîé ñòåïåíüþ íåëèíåéíîñòè ñâîäèòñÿ ê èíòå�ãðèðóåìûì ñëó÷àÿì Ýìäåíà �Ôàóëåðà (12). Îñîáîåâíèìàíèå ìû óäåëèëè ñëó÷àÿì êâàäðàòè÷íîé è êó�áè÷åñêîé íåëèíåéíîñòåé. Äëÿ îáåèõ ñèòóàöèé îïðå�äåëåíû íåëèíåéíûå ïîðîãîâûå óñëîâèÿ äëÿ âîçíèê�íîâåíèÿ äâèæåíèé â ðåæèìàõ ñóïåðêîìïåíñàöèè èâçðûâà. Çäåñü ñëåäîâàëî áû ñäåëàòü îäíî óòî÷íå�íèå. Âçðûâíîé ðåæèì ïîäðàçóìåâàåò óñòðåìëåíèåêîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà ê áåñêîíå÷íîñòè çà êîíå÷�íîå âðåìÿ. Â òàêèõ óñëîâèÿõ âîçíèêàåò åñòåñòâåí�íûé âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîé ïðèìåíèìîñòè íåëè�íåéíîñòè ñòåïåííîãî õàðàêòåðà. Îáû÷íî òàêàÿ íåëè�íåéíîñòü âîçíèêàåò ïðè ðàçëîæåíèè âîçâðàùàþùåéñèëû â ðÿä Òåéëîðà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ñìåùå�íèÿ P . Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè P ! 1 òàêàÿ ïðîöåäóðàòåðÿåò çàêîííóþ ñèëó. Ïîýòîìó â òàêèõ ñèòóàöèÿõñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü áîëåå ñëîæíûå çàâèñèìîñòèf(P ) è ïðèáåãàòü ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì. Ýòîò æåâîïðîñ ìîæåò êàñàòüñÿ ðåàëèçàöèè âûñøèõ ïîðÿä�êîâ ý��åêòà ñóïåðêîìïåíñàöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,èññëåäîâàííûå çäåñü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, õîðî�øî ïðåäñêàçûâàÿ âçðûâíûå ðåæèìû, óêàçûâàþò íàîïðåäåëåííûå òåíäåíöèè â äèíàìèêå. Äàëåå ìîæ�íî ðàññìîòðåòü ñëîæíûå (íåñòåïåííûå) çàâèñèìîñòèf(P ), íàïðèìåð, ðàçáèâàÿ èõ íà íåñêîëüêî ó÷àñò�êîâ, âíóòðè êàæäîãî èç êîòîðûõ çàâèñèìîñòü ìîæåòáûòü àïïðîêñèìèðîâàíà íåêîòîðîé ñòåïåíüþ P . Òî�ãäà, ñøèâàÿ ìåæäó ñîáîé ðåøåíèÿ íà ãðàíèöàõ ñî�ñåäíèõ ó÷àñòêîâ, ìîæíî ïðîñëåäèòü äèíàìèêó ïåðå�òîðìîæåííûõ îñöèëëÿòîðîâ íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõèçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû P .×òî êàñàåòñÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ îñöèëëÿòîðîâ,òî êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ çäåñü íàìíîãî áîëüøå,÷åì â îäíîêîìïîíåíòíîì ñëó÷àå: ñòåïåíè íåëèíåé�íîñòè è åå êîý��èöèåíòû �jk , îäíîðîäíîñòè nj , êî�ý��èöèåíòû äèññèïàöèè 
j è ÷àñòîòû !j . Èõ âû�

áîð è ïîèñê ïàðàìåòðîâ �j ñëåäóåò ïîäñòðàèâàòü êïîëó÷åíèþ àâòîíîìíûõ (ïî �) óðàâíåíèé ñ ïîñëåäó�þùèì âûäåëåíèåì èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ [19; 22℄.Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îòêðûâàåò ïåðñïåêòèâíûå âîç�ìîæíîñòè ðàáîòû â äàííîì íàïðàâëåíèè.Äëÿ ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâà�íèÿ (1) ïðè óñëîâèè (2), íåñìîòðÿ íà òî ÷òî åñòüìàëûé ïàðàìåòð (
�!)=! � 1, íåëüçÿ â êà÷åñòâå çà�òðàâî÷íîãî èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíå�íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî � = 0, òàê êàê íåëèíåéíîñòüçäåñü êà÷åñòâåííûì îáðàçîì ñïîñîáíà èçìåíèòü õà�ðàêòåð äâèæåíèÿ. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ â íåêîòîðîéñòåïåíè àíàëîãè÷íà òîìó, ÷òî, êàê èçâåñòíî, ìåòîäïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïî ïàðàìåòðó íåëè�íåéíîñòè îêàçûâàåòñÿ íåïðèãîäíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿòåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ. Åñòåñòâåííûì îáðàçîìâîçíèêàåò âîïðîñ î ïîñòðîåíèè òåîðèè âîçìóùåíèéäëÿ äâèæåíèÿ íåëèíåéíûõ ïåðåòîðìîæåííûõ îñ�öèëëÿòîðîâ íà îñíîâå ðàññìîòðåííûõ çäåñü çàòðà�âî÷íûõ òî÷íûõ ðåøåíèé. Ïîñòðîåíèå òàêîé ñõåìûñïîñîáñòâîâàëî áû ïîëó÷åíèþ ïðèáëèæåííûõ ðåøå�íèé ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà 
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