
ÆÝÒÔ, 2014, òîì 146, âûï. 2 (8), ñòð. 373�383 

 2014
ÓÑÒ�ÀÍÅÍÈÅ ÏÀ�ÀÄÎÊÑÀ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈÒÅ×ÅÍÈß ÕÀ�ÅÍÀ�ÏÓÀÇÅÉËß È ÂßÇÊÈÉ ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÉÌÅÕÀÍÈÇÌ ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈß ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÈÂ ÏÎ��ÀÍÈ×ÍÎÌ ÑËÎÅÑ. �. ×å�ðàíîâ a*, À. �. ×å�ðàíîâ b**aÈíñòèòóò �èçèêè àòìîñ�åðû èì. À. Ì. Îáóõîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119017, Ìîñêâà, �îññèÿbEastern Mediterranen University, Famagusta, North CyprusÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 13 äåêàáðÿ 2013 ã.Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûâîäà î ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Õàãåíà �Ïóàçåéëÿ ïðè êîíå÷-íûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà íåîáõîäèìî îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ òðàäèöèîííîé ¾íîðìàëüíîé¿ �îðìûïðåäñòàâëåíèÿ âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò âîçìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõèçìåí÷èâîñòü âîçìóùåíèé â çàâèñèìîñòè îò ðàäèàëüíîé è ïðîäîëüíîé (âäîëü îñè òðóáû) êîîðäèíàò.Ïðè îòñóòñòâèè òàêîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â ðàçâèâàåìîé ëèíåéíîé òåîðèè ïðåäëîæåíî èñïîëüçî-âàòü òàêóþ ìîäè�èêàöèþ ìåòîäà Áóáíîâà � �àëåðêèíà, êîòîðàÿ äàåò âîçìîæíîñòü ó÷åòà ðàçëè÷èÿ ïåðè-îäîâ ïðîäîëüíîé èçìåí÷èâîñòè äëÿ ðàçíûõ ðàäèàëüíûõ ìîä, îïðåäåëÿåìûõ ïðåäâàðèòåëüíî â ðåçóëüòà-òå ñòàíäàðòíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà �àëåðêèíà�Êàíòîðîâè÷à ê óðàâíåíèþ ýâîëþöèè ïðåäåëüíî ìàëûõàêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðèðàññìîòðåíèè äàæå äâóõ ëèíåéíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ðàäèàëüíûõ ìîä äëÿ òå÷åíèÿ Õàãåíà �Ïóàçåéëÿëèíåéíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü âîçìîæíà ëèøü ïðè íàëè÷èè óêàçàííîé óñëîâíî ïåðèîäè÷åñêîé ïðîäîëüíîéèçìåí÷èâîñòè âîçìóùåíèé âäîëü îñè òðóáû, êîãäà ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ÷èñëà �åéíîëüäñà Reth(p) î÷åíü÷óâñòâèòåëüíî çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ p äâóõ ïðîäîëüíûõ ïåðèîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îïèñûâàåò ïðî-äîëüíóþ èçìåí÷èâîñòü òîëüêî äëÿ ñâîåé ðàäèàëüíîé ìîäû âîçìóùåíèé. Ïðè ýòîì Reth(p) ! 1 ëèøüäëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà âåëè÷èíà p ïðèíèìàåò ëþáîå èç ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé: p = pk = k, p = p1=k == 1=k, p = ppk = hk + 1�p(k + 1)2 � 4 i =2, ãäå k = 1; 2; 3; : : : Ïîëó÷åííîå äëÿ ðåàëèçàöèè ëèíåéíîéíåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Õàãåíà � Ïóàçåéëÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî Reth(p) � 448 (êîãäà p � 1:527) êîëè÷å-ñòâåííî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ âîçáóæäåíèÿ âîëí Òîëìèíà�Øëèõòèíãà â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, ãäå òàêæåReth = 420. �àññìàòðèâàåòñÿ ñõîäñòâî ìåõàíèçìîâ ëèíåéíîé âÿçêîé äèññèïàòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿòå÷åíèÿ Õàãåíà �Ïóàçåéëÿ è âîëí Òîëìèíà�Øëèõòèíãà. Ïîëó÷åíî õîðîøåå êîëè÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèåâåëè÷èí �àçîâûõ ñêîðîñòåé ðàññìàòðèâàåìûõ âèõðåâûõ âîçìóùåíèé ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ î ñêîðî-ñòÿõ ïåðåäíåãî è çàäíåãî �ðîíòîâ òóðáóëåíòíûõ ¾ïðîáîê¿, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü îñè òðóáû.DOI: 10.7868/S00444510140801481. ÂÂÅÄÅÍÈÅÔóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ïðîáëåìà îïðå�äåëåíèÿ ìåõàíèçìà âîçíèêíîâåíèÿ òóðáóëåíòíîñòèäëÿ òå÷åíèÿ Õàãåíà �Ïóàçåéëÿ (ÕÏ)1) áîëåå âå�êà îñòàåòñÿ çàãàäî÷íîé èç-çà ïàðàäîêñà ëèíåéíîé*E-mail: s
hefranov�mail.ru**E-mail: Alexander.
hefranov�emu.edu.tr1) Òå÷åíèå ÕÏ � ýòî ëàìèíàðíîå, ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå îä�íîðîäíîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âäîëü íåïîäâèæíîé,ïðÿìîëèíåéíîé è íåîãðàíè÷åííîé ïî äëèíå òðóáå ñ êðóãëûìïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì.

óñòîé÷èâîñòè ýòîãî òå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåäåëü�íî ìàëûõ ïî àìïëèòóäå âîçìóùåíèé ïðè ëþáûõ ÷èñ�ëàõ �åéíîëüäñà Re = VmaxR=� (ãäå Vmax, �, R � ñî�îòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíàÿ ïðèîñåâàÿ ñêîðîñòü òå�÷åíèÿ ÕÏ, êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòèè ðàäèóñ òðóáû) [1�4℄. ßâíîå ïðîòèâîðå÷èå ñ ýêñïå�ðèìåíòîì, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ïàðàäîêñó, ïîêàïûòàþòñÿ îáõîäèòü èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ î äî�ïóñòèìîñòè ëèøü æåñòêîãî íåëèíåéíîãî ìåõàíèçìàíåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ îòíîñèòåëüíî âîçìóùå�íèé, îáëàäàþùèõ äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíå÷íîé àì�ïëèòóäîé [5�10℄. Îñíîâó äëÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ373



Ñ. �. ×å�ðàíîâ, À. �. ×å�ðàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 2 (8), 2014(ñì. [3; 4℄) äàåò îäíîñòîðîííÿÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýêñïå�ðèìåíòîâ [11℄, â êîòîðûõ ìíîãîêðàòíîå óâåëè÷åíèåïîðîãîâîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà Reth äî 100000 äîñòè�ãàåòñÿ çà ñ÷åò ïîâûøåíèÿ ãëàäêîñòè îáòåêàåìîé ïî�âåðõíîñòè òðóáû. Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè ó÷èòûâàåò�ñÿ ëèøü êîððåëÿöèÿ ìåæäó óâåëè÷åíèåì ãëàäêîñòèïîâåðõíîñòè è ðåçóëüòèðóþùèì óìåíüøåíèåì ñðåä�íåé àìïëèòóäû èñõîäíûõ âîçìóùåíèé. Â òî æå âðå�ìÿ îòìå÷åííàÿ åùå �åéíîëüäñîì [1℄ ÷ðåçâû÷àéíî âû�ñîêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü âåëè÷èíû Reth ê íà÷àëüíûìâîçìóùåíèÿì íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòè âëèÿíèÿíà Reth íå òîëüêî àìïëèòóäíûõ, íî è ÷àñòîòíûõ ïðî�ñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê ýòèõ âîçìó�ùåíèé, òàêæå îáóñëîâëåííûõ íåèäåàëüíîñòüþ ãëàä�êîñòè îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, íà�ïðèìåð, â ýêñïåðèìåíòå [12℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè�èêñèðîâàííîé àìïëèòóäå èñêóññòâåííî âîçáóæäàå�ìûõ âîçìóùåíèé íåóñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ ÕÏ âîçíè�êàåò òîëüêî â îïðåäåëåííîì óçêîì äèàïàçîíå ÷àñòîòâîçìóùåíèé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíîñòüëèíåéíîé àáñîëþòíîé (ò. å. íå êîíâåêòèâíîé [4℄)íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷è�íîé äîïîëíèòåëüíîãî ê ÷èñëó �åéíîëüäñà óïðàâëÿ�þùåãî ïàðàìåòðà p, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ÷àñòîò�íî-âîëíîâûå ñâîéñòâà âîçìóùåíèé è âëèÿåò íà çíà�÷åíèå ïîðîãîâîãî ÷èñëà Reth(p) âíå çàâèñèìîñòè îòàìïëèòóäû íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé. �îëü òàêîãî äî�ïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà äëÿ ìîäè�èêàöèè òå÷å�íèÿ ÕÏ, â êîòîðîé òå÷åíèå ïî òðóáå îñóùåñòâëÿåò�ñÿ ïðè íàëè÷èè íà åå îñè òâåðäîãî öèëèíäðà ìåíü�øåãî ðàäèóñà (ñì. [2; 13℄), ìîæåò èãðàòü îòíîøåíèåðàäèóñîâ âíåøíåãî è ïðèîñåâîãî öèëèíäðîâ. Àíàëî�ãè÷íî, äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû ëåãêî ââîäÿòñÿè â äðóãèõ ìîäè�èêàöèÿõ òå÷åíèÿ ÕÏ � â ñëó÷à�ÿõ òå÷åíèÿ ïî òðóáå ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñå÷åíèåì [14℄,òå÷åíèÿ âî âðàùàþùåéñÿ òðóáå [15; 16℄ è äàæå ïðèïåðåíîñå òå÷åíèåì ïî òðóáå ÷àñòèö êîíå÷íîãî ðàç�ìåðà [17℄. Âî âñåõ ýòèõ ïðèìåðàõ óæå èñõîäíî ñó�ùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé ê ÷èñëó �åéíîëüäñà ñâîéñïåöè�è÷åñêèé óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð p è îòñóò�ñòâóåò ïàðàäîêñ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñîîò�âåòñòâóþùåãî òå÷åíèÿ. Ýòè ïðèìåðû ÿâíî óêàçûâà�þò íà òî, ÷òî ¾îáõîä¿ (ñì. [5℄) ïàðàäîêñà ëèíåéíîéóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ (êàê è äëÿ ïëîñêîãî òå÷å�íèÿ Êóýòòà) çà ñ÷åò ðàññìîòðåíèÿ ëèøü æåñòêîãî êî�íå÷íî-àìïëèòóäíîãî ìåõàíèçìà íåóñòîé÷èâîñòè ýòî�ãî òå÷åíèÿ ¾âðÿä ëè ñìîæåò êîãî-íèáóäü óäîâëåòâî�ðèòü¿ [18℄.Ââåäåíèå òàêîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà päëÿ òå÷åíèÿ ÕÏ óæå íå ÿâëÿåòñÿ çàðàíåå î÷åâèä�íûì, êàê äëÿ ìîäè�èêàöèé òå÷åíèÿ ÕÏ â ðàáîòàõ

[13�17℄. Îíî, îäíàêî, îñóùåñòâëÿåòñÿ íèæå íà îñíîâåóêàçàííîãî �åéíîëüäñîì [1℄ (à ïîòîì è �åéçåíáåðãîìäëÿ ïëîñêîãî òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ, ñì. [4; 6℄) ïðåäñòàâ�ëåíèÿ î äèññèïàòèâíîì ìåõàíèçìå íåóñòîé÷èâîñòè2)òå÷åíèÿ ÕÏ, ñâÿçàííîãî ñ äåéñòâèåì ìîëåêóëÿðíîéâÿçêîñòè � èìåííî âáëèçè òâåðäîé ãðàíèöû. Ñîãëàñ�íî [1℄, ýòîò ìåõàíèçì ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå ñïîíòàí�íîãî îäíîýòàïíîãî âîçíèêíîâåíèÿ ïðè Re > Reth âè�õðåé, èìåþùèõ õàðàêòåðíûé ìàêðîñêîïè÷åñêèé ðàç�ìåð L� , êîòîðûé óæå íå óâåëè÷èâàåòñÿ, êàê îæè�äàëîñü, ïî ìåðå ðîñòà àìïëèòóäû ñêîðîñòè [1℄. Ïî�ýòîìó âåëè÷èíà L� äîëæíà ñóùåñòâåííî îòëè÷àòü�ñÿ è îò ìàñøòàáà äëèíû l� = �=Vmax, ïðèâîäÿùå�ãî ê îïðåäåëåíèþ ÷èñëà �åéíîëüäñà Re = R=l� èÿâíî çàâèñÿùåãî îò âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîé àìïëè�òóäû ñêîðîñòè ïîòîêà. Òàêîé ìàñøòàá L� , âèäèìîñâÿçàííûé è ñî ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè îáòåêàåìîé ïî�âåðõíîñòè òðóáû, âìåñòå ñ âåëè÷èíîé ðàäèóñà R ìî�æåò îïðåäåëÿòü íå òîëüêî àìïëèòóäíûå, íî è ÷àñòîò�íî-âîëíîâûå ïàðàìåòðû íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé, íà�ïðèìåð, èõ ïðîäîëüíûå âäîëü îñè òðóáû (îñè z)ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðèîäû. Îòíîøåíèå ýòèõ ïåðè�îäîâ p = L�=R, êàê ïîêàçàíî íèæå, ÿâëÿåòñÿ íî�âûì äîïîëíèòåëüíûì ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèìïîðîã ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ ïî îòíî�øåíèþ ê ïðåäåëüíî ìàëûì ïî àìïëèòóäå âèõðåâûìâîçìóùåíèÿì. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ ÷èñåë �åéíîëüä�ñà âåëè÷èíà p ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ â øèðîêèõ ïðå�äåëàõ îò p� 1 äî p� 1.Ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå äëÿñòðóêòóðû âîçìóùåíèé â âèäå ñóïåðïîçèöèè èçN � 2 ðàäèàëüíûõ ìîä, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáëà�äàåò ñâîèì ïåðèîäîì ïðîäîëüíîé èçìåí÷èâîñòè,íå ñîâïàäàþùèì ñ ïåðèîäîì äðóãîé ðàäèàëü�íîé ìîäû. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåòíàáëþäàåìûì óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèì âîëíàì Òîë-ìèíà �Øëèõòèíãà (ÒØ), âîçíèêíîâåíèå êîòîðûõ(îáóñëîâëåííîå òàêæå ïðèãðàíè÷íûì äåéñòâèåììîëåêóëÿðíîé âÿçêîñòè) ïðåäøåñòâóåò âçðûâíîìóâîçíèêíîâåíèþ òóðáóëåíòíîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå[23�25℄. Êðîìå òîãî, åùå â [2; 26℄ îòìå÷àëîñü, ÷òîîáû÷íî ðàññìàòðèâàåìûå â òåîðèè ëèíåéíîé óñòîé�÷èâîñòè ¾íîðìàëüíûå¿ ïåðèîäè÷åñêèå ïî z ïîëÿâîçìóùåíèé ÿâíî íå ñîîòâåòñòâóþò íàáëþäàåìûìâ ýêñïåðèìåíòå ñòðóêòóðàì, äëÿ êîòîðûõ ðàçíûåïðîäîëüíûå ïåðèîäû õàðàêòåðíû äëÿ ðàçíûõðàäèàëüíûõ ìîä.2) Òàêîé ìåõàíèçì åñòåñòâåííî ðåàëèçóåòñÿ â ñèñòåìàõ,èìåþùèõ âîçìóùåíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé [19�22℄, íà�ïðèìåð, ïðè ïîðîãîâîì ðîæäåíèè âèõðåé (ðîòîíîâ) â ïîòîêåñâåðõòåêó÷åãî ãåëèÿ ïî êàïèëëÿðó [19℄.374



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 2 (8), 2014 Óñòðàíåíèå ïàðàäîêñà ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè : : :Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî îòêàç îò ïðåä�ïîëîæåíèÿ î ðàçäåëåíèè ïðîäîëüíîé è ðàäèàëüíîéïåðåìåííûõ, îïðåäåëÿþùèõ ïðîñòðàíñòâåííóþ èç�ìåí÷èâîñòü âîçìóùåíèé, ïðèâîäèò óæå ê êîíå÷íîéâåëè÷èíå ìèíèìàëüíîãî ïîðîãîâîãî ÷èñëà �åéíîëüä�ñà Reth � 448 (ïðè âåëè÷èíå p � 1:53 : : : ). Áëèçêàÿ êýòîé âåëè÷èíà ïîðîãîâîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà õàðàê�òåðíà è äëÿ íàáëþäàåìîãî ïîðîãà ïåðåõîäà îò ëàìè�íàðíîãî çàêîíà ñîïðîòèâëåíèÿ ê èíîìó ðåæèìó ñî�ïðîòèâëåíèÿ [2; 27℄, è äëÿ óñëîâèé âîçáóæäåíèÿ âîëíÒØ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå [25℄. Ïðîâåäåíî ñîïîñòàâ�ëåíèå âûâîäîâ ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè ñ äàííûìèýêñïåðèìåíòîâ äëÿ òå÷åíèÿ â òðóáå [28�30℄, à òàê�æå ñ âûâîäàìè òåîðèè óñòîé÷èâîñòè (ÒØ è Ëèíÿ) èäàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ ïî óñòîé÷èâîñòè ëàìèíàð�íîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ [31℄. Ïîëó÷åíû íå òîëüêîñîîòâåòñòâèå êîëè÷åñòâåííûõ âåëè÷èí êðèòè÷åñêî�ãî ÷èñëà �åéíîëüäñà äëÿ ëèíåéíîé ýêñïîíåíöèàëü�íîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ è äëÿ âîçáóæäåíèÿâîëí ÒØ (ãäå òàêæå Reth = 420), íî è àíàëîãè÷�íûé âèä ñòðóêòóð îáëàñòåé íåóñòîé÷èâîñòè (îãðàíè�÷åííûõ êðèâûìè íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè). Ïðèýòîì äåëàåòñÿ âûâîä î ñõîäñòâå âÿçêèõ äèññèïàòèâ�íûõ ìåõàíèçìîâ â ðåàëèçàöèè ëèíåéíîé íåóñòîé÷è�âîñòè äëÿ òå÷åíèÿ ÕÏ è äëÿ âîçáóæäåíèÿ âîëí ÒØâ ïîãðàíè÷íîì ñëîå.2. ËÈÍÅÉÍÀß ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜÒÅ×ÅÍÈß ÕÏ1. �àññìîòðèì èçâåñòíîå [4℄ ïðåäñòàâëåíèå òå�÷åíèÿ ÕÏ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò(z; r; '):V0r = V0' = 0; V0z = Vmax�1� r2R2� ;ãäå Vmax = (R2=4��)�p0=�z, ïëîòíîñòü æèäêîñòè� = 
onst, �p0=�z � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà ãðàäèåí�òà äàâëåíèÿ p0 âäîëü îñè òðóáû ðàäèóñà R, à � �êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè æèäêîñòè.Â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå (ò. å. äëÿ ïðå�äåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé, íå çàâèñÿùèõ îò ') ëè�íåéíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ ÕÏ ìîæåò îïðåäå�ëÿòüñÿ òîëüêî âåëè÷èíîé òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåí�òû V' ñêîðîñòè âîçìóùåíèÿ, êîòîðàÿ äî âûõîäàíà íåëèíåéíóþ ñòàäèþ ýâîëþöèè íå âçàèìîñâÿçàíàñ îñòàëüíûìè êîìïîíåíòàìè ïîëÿ ñêîðîñòè è ïîëÿäàâëåíèÿ âîçìóùåíèÿ è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ�V'�t + V0r(r)�V'�z = � ��V' � V'r2 � ; (1)ãäå � � òðåõìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Òîëüêî ïðè � 6= 0 â óðàâíåíèè (1) äîïóñòèìî îæè�äàòü ðåàëèçàöèè âÿçêîé äèññèïàòèâíîé íåóñòîé÷è�âîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ ïðè íåêîòîðûõ íàäïîðîãîâûõ ÷èñ�ëàõ �åéíîëüäñà Re > Reth, ãäå Re = VmaxR=�. Äåé�ñòâèòåëüíî, ïðè � = 0 ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1)òîæå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìå�ñòî òîëüêî êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ âîçìóùåíèé áåçèçìåíåíèÿ èõ �îðìû è àìïëèòóäû âî âðåìåíè è ïðè�ìåíåíèå ëþáûõ ïðîöåäóð óñðåäíåíèÿ ïî ïðîäîëüíîéïåðåìåííîé íå ìîæåò êà÷åñòâåííî èçìåíèòü ýòîò âû�âîä. Îòìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ ðàññìîòðåíèþ â (1)òîëüêî âîçìóùåíèé òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû ïî�ëÿ ñêîðîñòè àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàåòñÿ òîæäå�ñòâåííîå ñîõðàíåíèå ïîòîêà ìàññû ÷åðåç ïîïåðå÷�íîå ñå÷åíèå òðóáû äëÿ ñóïåðïîçèöèè îñíîâíîãî òå�÷åíèÿ è ïîëÿ âîçìóùåíèé. Åñòåñòâåííîå âîçíèêíî�âåíèå òàêèõ âîçìóùåíèé â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîìïîòîêå ðåàëüíî ìîæåò áûòü çàòðóäíåíî, õîòÿ åãî èíåëüçÿ âîâñå èñêëþ÷èòü èç-çà âîçìîæíîñòè íàëè÷èÿñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ íåðîâíî�ñòåé îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè òðóáû. Ïðè ëàáîðàòîð�íîì ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèÿ ÕÏ òàêèå âîçìóùåíèÿâñåãäà ìîãóò áûòü èñêóññòâåííî îñóùåñòâëåíû [12℄.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êîìáèíàöèÿ îñíîâíîãî ïîòîêà èðàññìàòðèâàåìîãî ïîëÿ âîçìóùåíèé îáëàäàåò îòëè÷�íîé îò íóëÿ âåëè÷èíîé èíòåãðàëüíîé ñïèðàëüíîñòè.Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), èñïîëüçóÿìåòîä �àëåðêèíà �Êàíòîðîâè÷à è îïèñûâàÿ V' â ñëå�äóþùåì ïðåäñòàâëåíèè:V' = Vmax NXn=1An(z; t)J1 �j1;n rR� ; (2)ãäå V' ïðè ëþáûõ An óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûìãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïî r (V' < 1 ïðè r = 0 èV' = 0 ïðè r = R), òàê êàê J1 � �óíêöèÿ Áåññåëÿïåðâîãî ïîðÿäêà, à 
1;n � åå íóëè, ò. å. J1(
1;n) = 0äëÿ ëþáîãî öåëîãî n. Â âûðàæåíèè (2) ïîëå ñêîðî�ñòè íà îñè òðóáû íå òîëüêî óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íî�ìó óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè, V' < 1, íî è îáðàùà�åòñÿ â íóëü. Ñîîòâåòñòâåííî, â (2) âìåñòî �óíêöèéÁåññåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî áûëî áû èñïîëüçî�âàòü è �óíêöèè Áåññåëÿ äðóãèõ ïîðÿäêîâ, äëÿ êîòî�ðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ òîëüêî íóëåâîå ãðàíè÷íîå óñëî�âèå íà ãðàíèöå òðóáû, à íà îñè òðóáû ïðè ýòîì ïî�ëå ñêîðîñòè âîçìóùåíèé èìåëè áû îòëè÷íûå îò íó�ëÿ çíà÷åíèÿ. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âîçìóùåíèÿ â âè�äå (2) òîëüêî ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ âèõðÿ!r = ��V'=�z îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå òðó�áû, à âåëè÷èíà ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ âèõðÿ!z = r�1�r V'=�r íà ãðàíèöå òðóáû èìååò óæå íåíó�ëåâóþ âåëè÷èíó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðó îáðà�375



Ñ. �. ×å�ðàíîâ, À. �. ×å�ðàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 2 (8), 2014çîâàíèÿ âèõðåâûõ âîçìóùåíèé çà ñ÷åò âçàèìîäåé�ñòâèÿ ïîòîêà ñ òâåðäîé ñòåíêîé òðóáû èç-çà íàëè÷èÿñèë âÿçêîñòè.Äëÿ êîý��èöèåíòîâ An, õàðàêòåðèçóþùèõ àì�ïëèòóäû ëèíåéíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ðàäèàëüíûõìîä ïîëÿ âîçìóùåíèÿ, èç óðàâíåíèé (1), (2) ïîëó�÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, çàïèñàííóþ âáåçðàçìåðíîì âèäå:�Am�� +j21;mAm��2Am�x2 + NXn=1Pnm �An�x !Re = 0; (3)ãäå m = 1; 2; : : : ; N , � = t�=R2, x = z=R, à ïîñòîÿí�íûå êîý��èöèåíòû Pnm èìåþò âèäPnm = 2J22 (j1;m) �� 1Z0 dy y(1� y2)J1(j1;ny)J1(j1;my); (4)J2 � �óíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà è ëèíåéíûéïî y ÷ëåí ïîä çíàêîì èíòåãðàëà äàåò â Pnm âêëàä ââèäå åäèíè÷íîé ìàòðèöûÆnm = ( 1; n = m;0; n 6= m:Ïðè N = 1 â âûðàæåíèè (3) ïîñëåäíèé ÷ëåí ìîæ�íî èñêëþ÷èòü ïðåîáðàçîâàíèåì �àëèëåÿ, è ïîýòîìóïðè N = 1 îòñóòñòâóåò âîçìîæíîñòü ãëîáàëüíîé àá�ñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ. Â ýòîé ñâÿçèáóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (3) â ïðîñòåé�øåì íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå N = 2, êîòîðûé óæå ïîç�âîëÿåò óñòðàíèòü ïàðàäîêñ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòèòå÷åíèÿ ÕÏ è ïðèâîäèò ê âûâîäàì, êîëè÷åñòâåííîñîãëàñóþùèìñÿ ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ [29; 31℄.2. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íàáëþäàåìûå â ýêñïåðè�ìåíòå ñòðóêòóðû ïîëåé íå ñîîòâåòñòâóþò ñòðîãî ïå�ðèîäè÷åñêèì âäîëü îñè òðóáû èçìåíåíèÿì âîçìóùå�íèé (ñì. âûøå è [2; 26℄). Áîëåå òîãî, â ðàáîòå [26℄ îò�ìå÷àåòñÿ, ÷òî ðàçëè÷íûì ðàäèàëüíûì ìîäàì (îïðå�äåëÿþùèì çàâèñèìîñòü âîçìóùåíèé îò ðàäèàëüíîéêîîðäèíàòû) ñîîòâåòñòâóþò îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îòäðóãà ïåðèîäû èçìåí÷èâîñòè âäîëü îñè òðóáû. Ýòîïîâåäåíèå íàáëþäàåìîãî èçìåíåíèÿ âîçìóùåíèé ìî�æåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíî ñ ïîìîùüþ èñïîëüçîâà�íèÿ â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) ïðåäïîëî�æåíèÿ î ðàçëè÷èè ïðîäîëüíûõ ïåðèîäîâ âäîëü îñèòðóáû äëÿ ðàäèàëüíûõ ìîä ñ ðàçíûìè âåëè÷èíàìèèíäåêñà m. Òàêîå òðåáîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò ââåäå�íèþ äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ìîä ñâîåãî, íåçàâèñèìîãîîò äðóãèõ ìîä, ïåðèîäè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.

Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â èñïîëüçî�âàíèè àäåêâàòíîãî óêàçàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìãàëåðêèíñêîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3)ïî ïðîäîëüíîé ïåðåìåííîé x. Ïóñòü â (3) äëÿ N = 2àìïëèòóäû A1 è A2 èìåþò âèä áåãóùèõ âîëí ñ ðàç�ëè÷íûìè ïåðèîäàìè âäîëü îñè òðóáû:A1 = A10e��+2�ix�; A2 = A20e��+2�ix�; (5)ãäå A10 è A20 � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Ïðè ýòîìäîïîëíèòåëüíûé ê ÷èñëó �åéíîëüäñà óïðàâëÿþùèéïàðàìåòð ìîæíî îïðåäåëèòü â âèäå p = �=� ïðè ëþ�áûõ � è �.Ïðè N = 2 ñèñòåìà (3) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íååïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ (5) èìååò âèä ñèñòåìû èçäâóõ íåâÿçîê3):(�+ 
21;1 + 4�2�2 + 2�i�P11Re)A10e2�ix� ++ iA20e2�ix�2��P21Re = 0; (30)iA10e2�ix�2��P12Re++(�+
21;2+4�2�2+2�i�P22 Re)A20e2�ix� = 0: (300)Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû (30), (300) èñïîëüçóåììåòîä Áóáíîâà ��àëåðêèíà â ìîäè�èêàöèè, ïðèìå�íÿåìîé çäåñü èìåííî ê ñèñòåìå èç äâóõ íåâÿçîê, ÷òîïîçâîëÿåò ó÷åñòü ïðåäïîëàãàåìîå îòñóòñòâèå ðàçäå�ëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ïðè íàëè÷èèñîîòâåòñòâóþùåãî íàáëþäåíèÿì ðàçëè÷èÿ ïåðèîäîâïðîäîëüíîé èçìåí÷èâîñòè äëÿ ðàçíûõ ðàäèàëüíûõìîä. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (30), (300) ïðåîáðàçóåòñÿ âîäíîðîäíóþ ñèñòåìó ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòà�ìè äëÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí A10 è A20. Èç óñëîâèÿðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû äëÿ íåíóëåâûõ âåëè÷èíA10 è A20 îïðåäåëÿåì ïîêàçàòåëü � = �1+i�2 â çàâè�ñèìîñòè îò áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Re, p è � (ñì.âûðàæåíèÿ (A.1) è (A.2) â Ïðèëîæåíèè).Èñïîëüçîâàííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäè��èêàöèÿ âçâåøåííûõ íåâÿçîê ïî ìåòîäó Áóáíî�âà � �àëåðêèíà ïðè ðàññìîòðåíèè íåâÿçîê (30), (300)ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Óìíîæèì íåâÿçêó (30) íàexp(�2�ix�) è âîçüìåì èíòåãðàë � R 1=�0 dx îò êàæ�äîãî åå ÷ëåíà. Àíàëîãè÷íî, íåâÿçêè (300) óìíîæèìíà exp(�2�ix�) è ïðîâåäåì óñðåäíåíèå, âçÿâ èí�òåãðàë � R 1=�0 dx. Òàêîå ïðèìåíåíèå ãàëåðêèíñêîãîïðèáëèæåíèÿ ïî ïðîäîëüíîé ïåðåìåííîé ó÷èòûâàåòîòñóòñòâèå êàêîãî-ëèáî äîìèíèðîâàíèÿ îäíîãî3) Ïðè íåðàâíûõ ïåðèîäàõ â (5) ïîäñòàíîâêà (5) â (3) íå ïðè�âîäèò óæå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ è íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèåïðèáëèæåííîãî ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê ïî îòíîøåíèþ êñîîòíîøåíèÿì (30), (300), ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ íå îáðàùàþò�ñÿ òî÷íî â íóëü è ïîýòîìó (30) è (300) íàçûâàþòñÿ íåâÿçêàìè.376



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 2 (8), 2014 Óñòðàíåíèå ïàðàäîêñà ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè : : :èç ïðîäîëüíûõ ïåðèîäîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ïðåä�ñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå (5). Åñëè æå (30) è (300)óñðåäíÿòü ïî îäíîìó è òîìó æå ïåðèîäó ïðîäîëüíîéèçìåí÷èâîñòè (ïðè óìíîæåíèè (30) è (300) íà îäèíè òîò æå ìíîæèòåëü), òî â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíàÿíåóñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ ÕÏ áóäåò îòñóòñòâîâàòü.Ïðè ýòîì íå áóäåò îòëè÷èÿ îò ñëó÷àÿ, êîãäà èìååòìåñòî ðàçäåëåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ èîáå ðàäèàëüíûå ìîäû èìåþò îäèí è òîò æå ïåðèîäïðîäîëüíîé èçìåí÷èâîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèòàêîì óñðåäíåíèè áóäåò íèâåëèðîâàòüñÿ ðàçëè÷èåïåðèîäîâ ïðîäîëüíîé èçìåí÷èâîñòè ðàäèàëüíûõìîä, ïðåäëàãàåìîå â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ (5).Óêàçàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà èñïîëüçîâàíèÿ ãàëåð�êèíñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ óñðåäíåíèåì ïåðâîé è âòî�ðîé íåâÿçîê ñèñòåìû (30), (300) ïî ðàçëè÷íûì ïåðèî�äàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííîé, íî íå èñ�êëþ÷àåò âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ è äðóãèõ ïðîöå�äóð óñðåäíåíèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî óñðåäíÿòü è (30),è (300) ïî îäíîìó è òîìó æå ïåðèîäó 
 = 1=p�� , íîïðè ýòîì íàäî óìíîæàòü (30) íà exp(2�ix
), à (300) íàexp(�2�ix
) (èëè íàîáîðîò). Ïîëó÷àåìîå ïðè ýòîìçíà÷åíèå ïîðîãîâîãî (äëÿ ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòèòå÷åíèÿ ÕÏ) ÷èñëà �åéíîëüäñà îêàçûâàåòñÿ íå÷óâ�ñòâèòåëüíûì ê óêàçàííîé âàðèàöèè â ïðîöåäóðåóñðåäíåíèÿ (êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå Rethíå çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ èç íåâÿçîê, (30) èëè (300),óìíîæàåòñÿ íà exp(�2�ix
), à êàêàÿ íà exp(2�ix
)).Áîëåå ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå âîçìîæíîé çà�âèñèìîñòè êîëè÷åñòâåííûõ âûâîäîâ î ëèíåéíîéíåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ îò äåòàëåé ïðèìåíÿ�åìîãî ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíîîòäåëüíî. Ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êàêðàññìîòðåíèå áîëåå îáùèõ ñëó÷àåâ ñ N > 2, òàêè èñïîëüçîâàíèå âìåñòî (5) ïðåäñòàâëåíèé äëÿïðîäîëüíîé èçìåí÷èâîñòè ðàäèàëüíûõ ìîä ÷åðåçóñëîâíî ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè óæå äëÿ êàæäîéèç ðàäèàëüíûõ ìîä (íå ñîâïàäàþùèå ìåæäó ñîáîéäëÿ ðàçëè÷íûõ ðàäèàëüíûõ ìîä). Çäåñü æå îòìåòèìëèøü äîïóñòèìîñòü ñàìîãî �àêòà íàëè÷èÿ ëèíåé�íîé ýêñïîíåíöèàëüíîé (à íå àëãåáðàè÷åñêîé � ñîñòåïåííûì ðîñòîì âîçìóùåíèé âî âðåìåíè) íåóñòîé�÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ, óñòàíàâëèâàåìîãî â íàñòîÿùåéðàáîòå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äàæå åñëè â ñèñòåìå (3)óñòðåìèòü âåëè÷èíó êîý��èöèåíòà êèíåìàòè÷åñêîéâÿçêîñòè ê íóëþ, òî ýòî íå óñòðàíÿåò, êàê äëÿ (1),âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâî�ñòè òå÷åíèÿ ÕÏ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî óæå ñàìâûâîä ñèñòåìû (3) èç óðàâíåíèÿ (1) ïðè N > 1èñõîäèò èç êîíå÷íîñòè âåëè÷èíû êîý��èöèåíòàêèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè â (1).3. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîé ýêñïîíåí�

öèàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñ �1 > 0 â (5) èìååòâèä (A.3), ñì. Ïðèëîæåíèå. Äëÿ Re � 1 âûðàæå�íèå (A.3) ìîæåò ñâîäèòüñÿ ê (A.4). Ïðè ýòîì âåëè�÷èíà �, îïðåäåëÿåìàÿ â (A.5), ìèíèìèçèðóåò âûðà�æåíèå äëÿ Reth â (A.4) è îïðåäåëÿåò ñëåäóþùåå óñëî�âèå ëèíåéíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå�÷åíèÿ ÕÏ (äàþùåå îöåíêó ñíèçó äëÿ òî÷íîé âåëè÷è�íû Reth, îïðåäåëÿåìîé èç (A.3)):Re > Reth = �2(1� p)2pFP12P21p2jSj ; (6)ãäå S = sin(�p) sin �p sin���1p + p�� ;B = SjSj (pP11 � P22);F = (
21;2+
21;1)(1+p2)A2+(
21;2�
21;1)(1�p2)B2 ++ 2AB(
21;2 � p2
21;1);A2 = B2 � 4SP12P21p2 
tg[�(p+ 1=p)℄�2(1� p)2 > 0ïðè P11, P22, P12, P21 èç (4).Â óñëîâèè (6), îáåñïå÷èâàþùåì ðåàëèçàöèþ ëè�íåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ, âåëè÷èíà ïîðî�ãîâîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêî�íå÷íîñòè, Reth ! 1, òîëüêî ïðè òàêèõ p, äëÿ êî�òîðûõ îáðàùàåòñÿ â íóëü âåëè÷èíà çíàìåíàòåëÿ â(6). Ýòî èìååò ìåñòî ïðè S = 0, êîãäà îòíîøåíèåïðîäîëüíûõ ïåðèîäîâ ðàâíî îäíîìó èç ñëåäóþùèõðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé: p = pk = k, p = p1=k = 1=k,èëè ðàâíî îäíîìó èç èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, îïðå�äåëÿåìûõ ðàâåíñòâîìp = ppk = k + 1�p(k + 1)2 � 42ïðè ëþáûõ öåëûõ k (k = 1; 2; : : : ). Äëÿ çíà÷åíèé p,îòíîñÿùèõñÿ ê èíòåðâàëàì èçìåíåíèÿ p ìåæäó ëþ�áûìè ñîñåäíèìè âåëè÷èíàìè pk, p1=k, ppk , çíà÷åíèåReth â (6) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò p, èìåþùåé îäèí ëî�êàëüíûé ìèíèìóì íà êàæäîì èç îòìå÷åííûõ èíòåð�âàëîâ (ñì. ðèñ. 1à). Ïðè ýòîì âåëè÷èíà àáñîëþòíîãîìèíèìóìà ~Reminth � 442 â (6) äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà�÷åíèè p � 1:53 : : : , áëèçêîì ê âåëè÷èíå ¾çîëîòîãî¿îòíîøåíèÿ pg = �1 +p5 � =2 � 1:618 : : : (ò. å. ïðåäå�ëà áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòíîøåíèé äâóõñîñåäíèõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâ�íî ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ ÷èñåë: 1, 2, 3, 5, 8, 13,21 è ò. ä.). Äëÿ òàêîãî p èç òî÷íîãî óñëîâèÿ (A.3) ïî�ëó÷àåòñÿ áëèçêîå çíà÷åíèå àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà377
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�èñ. 1. à) Ñåìåéñòâî èç øåñòè êðèâûõ íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (�1 = 0) ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (6) è (A.5); îáëàñòüíåóñòîé÷èâîñòè, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé 2, ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå �0 = 0:463 (ïðè p = 1:527), à êðèâîé 3 � �0 = 1:099(ïðè p = 2:239). á ) Êðèâûå 1�3 ñ ðèñ. 1à â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå; òàêæå îñóùåñòâëåíî ñîâìåùåíèå ñ ðèñ. 12 èç [31℄ïðè óñëîâèè, ÷òî èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ 1=2p = �Æ�, ãäå � � âîëíîâîå ÷èñëî âîçìóùå-íèÿ, Æ� � òîëùèíà ñìåùåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðè îáòåêàíèè òîíêîé ïëàñòèíû [31℄. Òî÷êè è øòðèõîâûå ëèíèèñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòó [31℄, à òîíêèå ñïëîøíûå ëèíèè � òåîðèè Øëèõòèíãà (êðèâàÿ I) è Ëèíÿ (êðèâàÿ II)~Reminth � 448 (ñì. òàêæå òàáëèöó â Ïðèëîæåíèè, ãäåñðàâíèâàþòñÿ âûâîäû íà îñíîâå âûðàæåíèé (A.3)è (6)). 3. Ñ�ÀÂÍÅÍÈÅ ÑÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÌÈ ÄÀÍÍÛÌÈ È�ÅÇÓËÜÒÀÒÀÌÈ ×ÈÑËÅÍÍÎ�ÎÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß ¾ÁÅ�ÓÙÈÕ¿ ÂÎËÍ(TRAVELLING WAVES, TW)1. Óñòàíîâëåííàÿ âåëè÷èíà ~Reminth � 448 ñîîòâåò�ñòâóåò èíòåðâàëó âåëè÷èí Re 2 300�500, îòìå÷àåìî�ìó ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì íàáëþäåíèè ïîðîãîâîéñìåíû ëàìèíàðíîãî çàêîíà ñîïðîòèâëåíèÿ (äëÿ òå�÷åíèÿ â òðóáå) íà èíîé, óæå íå ëàìèíàðíûé (íîè åùå íå ÿâíî òóðáóëåíòíûé), ðåæèì ñîïðîòèâëå�íèÿ [2; 27℄ è äëÿ âîçáóæäåíèÿ âîëí ÒØ â ïðèñòåíî÷�íîé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ [25℄. Íàáëþäàåìàÿâ ðàáîòå [1℄ è â äðóãèõ ýêñïåðèìåíòàõ (ñì. ññûëêèâ [29; 30℄) íåîáû÷àéíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü âåëè÷èíûReth ê èñõîäíûì âîçìóùåíèÿì äåéñòâèòåëüíî ñîîò�âåòñòâóåò ïîëó÷åííîé â (6) çàâèñèìîñòè Reth(p), êî�ãäà, íàïðèìåð, Reth â (6) èçìåíÿåòñÿ ïî÷òè â 600ðàç ëèøü ïðè èçìåíåíèè p îò 0.1186 äî 0.1118. Ñî�ñåäíèå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû Reth â (6) òàêæå ìîãóòçàìåòíî îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà. Íàïðèìåð, äëÿâåëè÷èíû p � 2:23 èìååì â (6) Reth � 1982, à ïðèçíà÷åíèè p � 3:86 óæå ïîëó÷àåì Reth � 84634. Âóâåëè÷åííîì âèäå �ðàãìåíòû íåéòðàëüíîé êðèâîé,

ñîîòâåòñòâóþùåé óñëîâèþ (6) (ñì. ðèñ. 1à), ïðåäñòàâ�ëåíû íà ðèñ. 1á â âèäå çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû 1=2pîò Re. Îíè íàíåñåíû íà âçÿòûé èç ñòàòüè [31℄ ðè�ñóíîê (ñì. ðèñ. 12 â [31℄), íà êîòîðîì èçîáðàæåíûòåîðåòè÷åñêèå (Ëèíÿ è Øëèõòèíãà) íåéòðàëüíûåêðèâûå è ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí�íûå, îòíîñÿùèåñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïîðîãà âîçíèêíî�âåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå. Î÷åâèä�íîå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ, ñëåäóþùåå èç ðèñ. 1á,ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä è î ñõîäñòâå ìåõàíèçìîâëèíåéíîé äèññèïàòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè, ðåàëèçóå�ìûõ êàê äëÿ òå÷åíèÿ ÕÏ (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ(6) èëè (A.3)), òàê è ïðè âîçáóæäåíèè âîëí ÒØ âïîãðàíè÷íîì ñëîå.2.Óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî z ñòðóêòóðà íà÷àëü�íîãî ïîëÿ âîçìóùåíèé V' â ïðåäñòàâëåíèè ðåøå�íèÿ óðàâíåíèÿ (1) â âèäå (2)�(5) íàõîäèòñÿ â ñîîò�âåòñòâèè ñ íàáëþäàåìûìè [29℄ âîëíîâûìè èçìåíå�íèÿìè òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòèâîçìóùåíèé âäîëü îñè òðóáû. Ýòî îñîáåííî íàãëÿä�íî èìåííî âáëèçè ïîðîãà çàòóõàíèÿ òóðáóëåíòíîñòèïðè Re � 1750, êîãäà íà ðèñ. 5d â [29℄ ìîæíî âû�ÿâèòü ïàðû õàðàêòåðíûõ ïåðèîäîâ ïðîäîëüíîé èç�ìåí÷èâîñòè, ñîîòíîøåíèÿ êîòîðûõ áëèçêè ê âåëè÷è�íàì p � 8=5 = 1:6 è p � 13=8 = 1:625, ìàëî îòëè÷àþ�ùèìñÿ îò âåëè÷èíû ¾çîëîòîãî¿ îòíîøåíèÿ ïåðèîäîâpg = 1:618 : : :3. Íà ðèñ. 2à (çà îñíîâó âçÿò ðèñ. 4 èç [30℄)ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü îò Re ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè378



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 2 (8), 2014 Óñòðàíåíèå ïàðàäîêñà ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè : : :
1.6

2000 2500 3000

Re

V

a

6

35001500

1.4

1.2

1.0

0.8

2

3

3

1

5

4

0.807

2000 2500 3000

Re

V

б

15001000500

0.806

0.805

0.804

0.803

0.802

3

�èñ. 2. a) �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ [28℄ (ñêîðîñòè çàäíåé (N) è ïåðåäíåé (4) êðîìîê òóðáóëåíòíîãî ïÿòíà) è [30℄(� è Æ � ñêîðîñòü çàäíåé êðîìêè), íîðìèðîâàííûå �àçîâûå ñêîðîñòè âîëíîâûõ ðåøåíèé, ðàññ÷èòàííûõ â [8℄ (÷èñëà1�6 îáîçíà÷àþò ñòåïåíü àçèìóòàëüíîé ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâóþùåé áåãóùåé âîëíû), à òàêæå ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ�àçîâîé ñêîðîñòè íà îñíîâå �îðìóëû (A.6). Âåðõíÿÿ ¾ïðÿìàÿ¿ ñîîòâåòñòâóåò çíàêó ¾ïëþñ¿ â (A.6), à íèæíÿÿ �çíàêó ¾ìèíóñ¿ äëÿ p � 1:53, � = 0:471, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àáñîëþòíîìó ìèíèìóìó Reth = 448:5 ñîãëàñíî (A.3).á ) Óâåëè÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå íèæíåé ¾ïðÿìîé¿ ñ ðèñ. 2à: ñîãëàñíî (A.6), âåðõíÿÿ âåòâü ñîîòâåòñòâóåò çíàêó ïëþñâ (A.7), à íèæíÿÿ � çíàêó ìèíóñçàäíåãî �ðîíòà òóðáóëåíòíîãî ïÿòíà, íàáëþäàåìî�ãî äëÿ òå÷åíèÿ â òðóáå, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèåýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [28℄, íîðìèðîâàííûå íàñðåäíþþ ñêîðîñòü ïîòîêà. Ïðè ýòîì ïðèâåäåíû äàí�íûå èç ðàáîòû [28℄, îòíîñÿùèåñÿ ê îïèñàíèþ êàê ñêî�ðîñòè çàäíåãî �ðîíòà òóðáóëåíòíîãî ïÿòíà (÷åðíûåòðåóãîëüíèêè), òàê è ñêîðîñòè ïåðåäíåãî �ðîíòà (áå�ëûå òðåóãîëüíèêè). Òàì æå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû,ñëåäóþùèå èç íåëèíåéíîé òåîðèè äëÿ TW â òðó�áå [8℄, à òàêæå âûâîäû íàñòîÿùåé ðàáîòû äëÿ �àçî�âîé ñêîðîñòè V� = ��2Vmax=2��Re, íîðìèðîâàííîéíà ñðåäíþþ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ÕÏ: Vmean = Vmax=2.Âåëè÷èíà �àçîâîé ñêîðîñòè ïðè ýòîì îïðåäåëåíà â(A.6) èç âèäà �2 â (A.2) äëÿ íåéòðàëüíîé êðèâîé(ò. å. ïðè óñëîâèè �1 = 0). Â íàñòîÿùåé òåîðèè ïî�ëó÷åíû îöåíêè V = V�=Vmean = 1:4 è V = 0:8 äëÿñêîðîñòåé ïåðåäíåãî (îáãîíÿþùåãî ñðåäíèé ïîòîê)è çàäíåãî (îòñòàþùåãî îò ñðåäíåãî ïîòîêà) �ðîíòîââèõðåâîãî âîçìóùåíèÿ â åäèíèöàõ ñðåäíåé ñêîðîñòèòå÷åíèÿ ÕÏ. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [28; 30℄ äà�þò ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû V = 1:2 è V = 0:75, à÷èñëåííûå ðàñ÷åòû íà îñíîâå íåëèíåéíîé òåîðèè [8℄ïðèâîäÿò ê âîçìîæíîñòè èçìåíåíèÿ V îò 1.55 äî0.95. Â ðåçóëüòàòå âûâîäû íàñòîÿùåé ëèíåéíîé òåî�ðèè ïðèâîäÿò ê ëó÷øåìó ñîîòâåòñòâèþ 
 ýêñïåðè�ìåíòàëüíûìè äàííûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ âûâîäàìèíåëèíåéíîé òåîðèè [8℄, îñîáåííî â îöåíêå âåëè÷è�íû ñêîðîñòè îòñòàâàíèÿ â ðàñïðîñòðàíåíèè âèõðå�âûõ âîçìóùåíèé ïîòîêà îò ñðåäíåé ñêîðîñòè îñíîâ�

íîãî ïîòîêà, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò 0:2Vmean â íàñòîÿ�ùåé ðàáîòå, 0:25Vmean â ýêñïåðèìåíòå è 0:05Vmeanäëÿ íåëèíåéíîé òåîðèè.Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííîå ñîïîñòàâëåíèå ïðåä�ëàãàåìîé òåîðèè ñ äàííûìè íàáëþäåíèé è ðåçóëü�òàòàìè íåëèíåéíîé òåîðèè óêàçûâàåò íà òî, ÷òîýòè äàííûå è âûâîäû íàñòîÿùåé òåîðèè ëèíåéíîéíåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ íàõîäÿòñÿ â óäîâëåòâî�ðèòåëüíîì êà÷åñòâåííîì è êîëè÷åñòâåííîì ñîîòâåò�ñòâèè äðóã ñ äðóãîì.4. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ ÓÑÒÀÍÎÂËÅÍÍÎ�ÎÌÅÕÀÍÈÇÌÀ ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÎÉËÈÍÅÉÍÎÉ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈÒÅ×ÅÍÈß ÕÏ È ÂÛÂÎÄÛÏîëó÷åííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå íîâûé âûâîä îâîçìîæíîñòè äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåé�íîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ òå÷åíèÿ ÕÏ îñíîâàí íà àíà�ëèçå ñèñòåìû (3), ïîëó÷àåìîé èç èñõîäíîãî óðàâíå�íèÿ (1) äëÿ ýâîëþöèè òàíãåíöèàëüíûõ âîçìóùåíèéïîëÿ ñêîðîñòè èìåííî ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (1) îòëè÷íà îò íóëÿ çà ñ÷åò êîíå÷íîñòèâåëè÷èíû êîý��èöèåíòà êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà ýòîò êîý��èöèåíò ðàâåííóëþ, èç (1) óæå â ïðèíöèïå íåëüçÿ ïîëó÷èòü íè ýâî�ëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ëèíåéíî âçàèìîäåéñòâó�þùèõ äðóã ñ äðóãîì ðàäèàëüíûõ ìîä, íè âûâîä î ëè�íåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ. Ýòî äàåò îñíî�379



Ñ. �. ×å�ðàíîâ, À. �. ×å�ðàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 2 (8), 2014âàíèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ÷èòàòü ìåõàíèçì âûÿâëåí�íîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ äèññèïà�òèâíûì, à ñàìó íåóñòîé÷èâîñòü ðàññìàòðèâàòü êàêäèññèïàòèâíóþ íåóñòîé÷èâîñòü.�àíåå òàêîé äèññèïàòèâíûé ìåõàíèçì ãèäðîäèíà�ìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõÏðàíäòëÿ (1921�22) ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòèëàìèíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, à òàêæå �åéçåíáåð�ãà (1924) è Ëèíÿ Öçÿ-öçÿî (1944�45) ïðè óñòàíîâëå�íèè ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïëîñêîãî òå÷åíèÿ Ïó�àçåéëÿ (ñì. [23℄ è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè). Êà÷å�ñòâåííîå îáúÿñíåíèå �èçè÷åñêîãî ñìûñëà è âîçìîæ�íîñòè ïîÿâëåíèÿ äèññèïàòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè âçàäà÷àõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè àíàëèçè�ðóåòñÿ â ðàáîòå [18℄ íà îñíîâå ýëåìåíòàðíîãî ó÷å�òà ý��åêòîâ çàïàçäûâàíèÿ äëÿ ïðèìåðà îñöèëëÿòî�ðà ñ ëèíåéíûì ïî ñêîðîñòè òðåíèåì. Ñóùåñòâåííîåïîíèìàíèå ÿâëåíèÿ äèññèïàòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòèäëÿ òå÷åíèÿ ÕÏ è äðóãèõ òå÷åíèé âáëèçè òâåðäîéãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò òàêæå áûòü ïîëó÷å�íî ïðè ðàññìîòðåíèè ìåòîäà, àíàëîãè÷íîãî ïðåäëî�æåííîìó Ëàíäàó [19℄ äëÿ îöåíêè êðèòè÷åñêîé ñêî�ðîñòè äâèæåíèÿ ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè ïî êàïèëëÿ�ðó. Â ðàáîòå [19℄ èç óñëîâèÿ îòðèöàòåëüíîñòè ýíåð�ãèè ýëåìåíòàðíîãî âèõðåâîãî âîçáóæäåíèÿ ïîëó÷åíàîöåíêà êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ñâåðõòåêó÷åãî äâèæå�íèÿ, êîãäà ïðè ñêîðîñòÿõ, ïðåâûøàþùèõ ýòî êðèòè�÷åñêîå çíà÷åíèå, çà ñ÷åò âÿçêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïî�òîêà ñî ñòåíêîé êàïèëëÿðà ðîæäàåòñÿ âèõðåâîå âîç�ìóùåíèå (ðîòîí), ðàçðóøàþùåå ëàìèíàðíîå ñâåðõ�òåêó÷åå ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Äëÿ òå÷å�íèÿ ÕÏ, íàïðèìåð, òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðî�âåäåíèå ñõîäíîãî ñ ïðîâåäåííûì â ðàáîòàõ [19�22℄ðàññìîòðåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèÿ ðåàëèçàöèèäèññèïàòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè, ñâÿçàííîé ñ ïîðî�ãîâûì õàðàêòåðîì âîçíèêíîâåíèÿ îòðèöàòåëüíîñòèýíåðãèè ðîæäàþùåãîñÿ âèõðåâîãî âîçìóùåíèÿ (âïîäõîäÿùåé ïîäâèæíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîð�äèíàò) ïðè ïðåâûøåíèè íåêîòîðîãî îïðåäåëÿåìîãîïðè ýòîì êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà.Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ â íàñòîÿ�ùåé ðàáîòå âûâîäà î ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå�÷åíèÿ ÕÏ ó÷åò êîíå÷íîé âåëè÷èíû âÿçêîñòè âàæåíòîëüêî íà ýòàïå ïîëó÷åíèÿ èç óðàâíåíèÿ (1) ñèñòå�ìû (3), îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ âî âðåìåíè è âäîëüîñè òðóáû äëÿ N > 1 ëèíåéíî âçàèìîäåéñòâóþùèõðàäèàëüíûõ ìîä âîçìóùåíèé. Óæå â ñèñòåìå (3)èëè â (30), (300) âïîëíå ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí ïðå�äåë áåñêîíå÷íî áîëüøèõ âåëè÷èí Re, ñîîòâåòñòâó�þùèé èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ íóëåâîé âÿçêîñòüþ.Ïðè ýòîì âàæíî ëèøü ñîõðàíèòü ïðåäëàãàåìîå âû�øå ðàññìîòðåíèå çàäà÷è î ëèíåéíîé ãèäðîäèíàìè�

÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èìåííî äëÿ ñëó÷àÿ ïåðèîäè÷å�ñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, èíäèâèäóàëüíî îïðåäåëÿ�åìûõ äëÿ êàæäîé èç äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ (ïðèN = 2) ðàäèàëüíûõ ìîä âîçìóùåíèé. Ñîîòâåòñòâó�þùàÿ ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ â (30), (300), êàê óæåîòìå÷àëîñü âûøå, ïðè ýòîì íå äîëæíà íèâåëèðî�âàòü îòìå÷åííîå ðàçëè÷èå ïåðèîäîâ ïðîäîëüíîé èç�ìåí÷èâîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ðàäèàëüíûõ ìîä.Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå îñòàåòñÿ â ñèëå ïîëó÷åííûéâûâîä î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîé ýêñ�ïîíåíöèàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ, íî ïðèýòîì âìåñòî äâóõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (Re èp), îïðåäåëÿþùèõ îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè (â çàâè�ñèìîñòè îò âîëíîâîãî ÷èñëà �), â ïðåäåëå íóëåâîéâÿçêîñòè îñòàíåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòð p.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêîé ïðåäåë íóëåâîé âÿç�êîñòè äëÿ ñèñòåìû (3) (è ñîîòâåòñòâåííî (30), (300))íå ðàññìàòðèâàëñÿ. Òàêîå èññëåäîâàíèå íà îñíîâåëèíåéíîé ñèñòåìû (3) âçàèìîäåéñòâóþùèõ ðàäèàëü�íûõ ìîä ïðè N = 2 ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñâ ñâÿçè ñ èìåþùèìèñÿ ðàáîòàìè ïî ìîäåëèðîâà�íèþ ïðîöåññîâ �îðìèðîâàíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïðèòå÷åíèè â òðóáå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ îáèäåàëüíûõ (íå âÿçêèõ) âîçìóùåíèÿõ, îïèñûâàåìûõíåëèíåéíî âçàèìîäåéñòâóþùèìè ïàðàìè TW ñ ìà�ëîé, íî êîíå÷íîé àìïëèòóäîé [32�34℄. Â òî æå âðå�ìÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè êîíå÷íîéâåëè÷èíå êîý��èöèåíòà êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòèðàññìîòðåíèå ïðåäåëà Re � 1, ïðèâîäÿùåãî ê �îð�ìóëå (6) äëÿ îöåíêè ìèíèìàëüíîãî ïîðîãîâîãî ÷èñ�ëà �åéíîëüäñà, äàåò íå î÷åíü áîëüøîå îòëè÷èå â âå�ëè÷èíå ýòîé îöåíêè (òàê êàê ïðè ýòîì ïîëó÷åíà âå�ëè÷èíà Reth = 442) îò òî÷íîé �îðìóëû (A.3), ãäåReth = 448.Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ äâóõâèõðåâàÿâîëíîâàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâåííîé èçìåí÷èâî�ñòè ïîëÿ âîçìóùåíèÿ íàõîäèòñÿ â êà÷åñòâåííîì ñî�îòâåòñòâèè ñ äàííûìè ëàáîðàòîðíûõ [35℄ è ÷èñëåí�íûõ [36; 37℄ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ òå÷åíèÿ â òðóáå. Îáýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò è ïðîâåäåííîå â ïðåäûäóùåìðàçäåëå ñðàâíåíèå âûâîäîâ íàñòîÿùåé òåîðèè ñ ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåí�íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè äëÿòå÷åíèÿ â òðóáå. Ïðè ýòîì â ðàáîòå [36℄, íàïðèìåð,ïîëó÷åíû òàêæå îöåíêè âåëè÷èíû �àçîâîé ñêîðîñòèòóðáóëåíòíîãî ïÿòíà V = 0:9 è V = 1:1 (â åäèíèöàõñðåäíåé ñêîðîñòè ïîòîêà â òðóáå), ñõîäíûå ñ ïðåä�ñòàâëåííûìè âûøå.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûâîäà î âîçìîæíîñòè ëèíåéíîéíåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ, êàê óæå îòìå÷àëîñü âû�øå, âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïðèìåíåíèå ê ñèñòåìå íåâÿ�çîê (30), (300) òàêîé ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ, êîòîðàÿ380



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 2 (8), 2014 Óñòðàíåíèå ïàðàäîêñà ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè : : :ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëàãàåìîìó ðàçëè÷èþ â ïåðèî�äè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ðàçíûõ ðàäèàëü�íûõ ìîä. �àäèàëüíûå ìîäû ïðè ýòîì èìåþò îòëè÷à�þùèåñÿ äðóã îò äðóãà âåëè÷èíû ïåðèîäîâ ïðîäîëü�íîé èçìåí÷èâîñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçîâàíèþäëÿ íèõ ïðåäñòàâëåíèÿ (5). Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî (6),ëèíåéíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü îêàçû�âàåòñÿ âîçìîæíîé íå òîëüêî äëÿ ïî÷òè ëþáûõ èððà�öèîíàëüíûõ âåëè÷èí îòíîøåíèÿ òàêèõ ïðîäîëüíûõïåðèîäîâ p, íî è äëÿ ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé p, íåñîâïàäàþùèõ ñ p = pk = k èëè p1=k = 1=k ïðè öåëûõk (k = 1; 2; 3 : : : ). Èñêëþ÷åíèå ñðåäè âñåõ âîçìîæ�íûõ èððàöèîíàëüíûõ âåëè÷èí p ñîñòàâëÿþò òîëüêîîïðåäåëåííûå èç (6) èððàöèîíàëüíûå ÷èñëàp = ppk = k + 1�p(k + 1)2 � 43 ; k = 1; 2; : : : ;äëÿ êîòîðûõ, íàîáîðîò, Reth ! 1 â (6) è ëèíåéíàÿíåóñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ ÕÏ íå ìîæåò áûòü ðåàëèçî�âàíà.Ïðèâåäåì ïðèìåð òîãî, ÷òî íå ïðè ëþáîé ïðî�öåäóðå óñðåäíåíèÿ íåâÿçîê (30), (300) ìîæíî ïîëó�÷èòü óñëîâèå ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ òå÷åíèÿÕÏ. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ðàöèîíàëüíîé âåëè÷èíûp = 3=2 èç âûðàæåíèé (A.3) è (6) ñëåäóåò âîçìîæ�íîñòü ðåàëèçàöèè ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿÕÏ. Ýòîò âûâîä, îäíàêî, íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí, åñ�ëè äëÿ (30) è (300) èñïîëüçîâàòü íå îïèñàííóþ âûøåïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ, à ïðîâåñòè óñðåäíåíèå îáåèõíåâÿçîê ïî ïåðèîäó 2=�, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáùèìïåðèîäîì ïðîäîëüíîé èçìåí÷èâîñòè äëÿ îáåèõ ðàñ�ñìàòðèâàåìûõ ðàäèàëüíûõ ìîä ïðè p = 3=2. Äëÿýòîãî íàäî ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå (�=2) R 2=�0 dxêàæäîãî ÷ëåíà â ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (30) è (300)áåç èõ óìíîæåíèÿ íà êàêîé-ëèáî ìíîæèòåëü. Ïðèòàêîì óñðåäíåíèè ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (30) è (300)óæå òîæäåñòâåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü äëÿ ëþáûõ âå�ëè÷èí ïîêàçàòåëÿ � âðåìåííîé ýâîëþöèè. Åñëè óêà�çàííîå óñðåäíåíèå ïðîâåñòè â (3) (ïðè N = 2) äîïîäñòàíîâêè â (3) ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ (5) (ïðèp = 3=2), òî îáðàùàþòñÿ â íóëü îáà ÷ëåíà, ñîäåðæà�ùèå ïðîèçâîäíûå ïî x. Ïðè ýòîì îáå âåëè÷èíû àì�ïëèòóä âîçìóùåíèÿ, óñðåäíåííûå ïî ïåðèîäó 2=�,ìîãóò ëèøü ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàòü âî âðåìåíè.Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óêàçàííîé ïðîöåäóðå óñðåä�íåíèÿ ÿâíî íèâåëèðóåòñÿ ïðåäïîëàãàåìîå ðàçëè÷èåâåëè÷èí ïðîäîëüíûõ ïåðèîäîâ äëÿ ðàññìàòðèâàå�ìûõ äâóõ ðàäèàëüíûõ ìîä è íå ìîæåò áûòü îïðå�äåëåí ïîðîã ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ òå÷åíèÿÕÏ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèâåäåííûé ïðèìåð (êàê èïðè ëþáîé äðóãîé ðàöèîíàëüíîé âåëè÷èíå p) îçíà�÷àåò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ïîëó÷åííîå â (6) è (A.3) óñëî�

âèå ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè, ñàìî ïðîñòðàíñòâåí�íîå ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé çàâèõðåííîñòè ìî�æåò èìåòü òàêîé õàðàêòåð, ÷òî â ðàçíûõ ó÷àñòêàõâäîëü îñè òðóáû èìåþòñÿ îáëàñòè ñ ðàçíûìè çíà�êàìè ïîëÿ âèõðÿ, êîãäà èíòåãðàë ïî îáåèì îáëàñòÿìïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîé íóëåâîé âåëè÷èíå ïîëÿ âè�õðÿ âîçìóùåíèÿ. Ýòî íóëåâîå çíà÷åíèå èíòåãðàëü�íîé çàâèõðåííîñòè ñîõðàíÿåòñÿ è â õîäå ýêñïîíåí�öèàëüíîãî âîçðàñòàíèÿ çàâèõðåííîñòè â êàæäîé èçïîäîáëàñòåé ñ îäèíàêîâûì çíàêîì ïîëÿ âèõðÿ (ïðèðåàëèçàöèè ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏäëÿ íàäêðèòè÷åñêèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà, îïðåäåëåí�íûõ â (6) è (A.3)). Â òî æå âðåìÿ äëÿ ëþáîé èð�ðàöèîíàëüíîé âåëè÷èíû p èíòåãðàëüíàÿ çàâèõðåí�íîñòü ïî ëþáîìó îòðåçêó âäîëü îñè òðóáû óæå âñå�ãäà íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, ÷òî ìîæåò îáåñ�ïå÷èâàòü è íåíóëåâóþ âåëè÷èíó èíòåãðàëüíîé ñïè�ðàëüíîñòè äëÿ êîìáèíàöèè îñíîâíîãî ïîòîêà è ïîëÿâîçìóùåíèÿ. Ïðè p, íå ðàâíûõ îòìå÷åííûì âûøå âå�ëè÷èíàì ppk, òàêàÿ èíòåãðàëüíàÿ çàâèõðåííîñòü ìî�æåò ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàòü âî âðåìåíè ïðè ðå�àëèçàöèè ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ÕÏ äëÿRe > Reth, ãäå âåëè÷èíà ïîðîãîâîãî ÷èñëà Reth îïðå�äåëåíà â (6) è (A.3).Ïîëó÷åííûå âûâîäû íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîçâîëÿ�þò çàïîëíèòü èçâåñòíûé ïðîáåë â íåëèíåéíîé òåî�ðèè [7; 8℄, êîãäà âìåñòî ëèíåéíîé ýêñïîíåíöèàëüíîéíåóñòîé÷èâîñòè äî ñèõ ïîð ïðèõîäèëîñü âûíóæäåí�íî ðàññìàòðèâàòü ñòàäèþ çàòðàâî÷íîé àëãåáðàè÷å�ñêîé íåóñòîé÷èâîñòè (ãäå ìàëûå íà÷àëüíûå âîçìó�ùåíèÿ ìîãóò òîëüêî ëîêàëüíî âî âðåìåíè âîçðàñ�òàòü, ñòðåìÿñü ê íóëþ ïðè t!1).Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èìååò ñìûñë ïðîâåñòè ïåðå�ñìîòð è óïîìÿíóòûõ ïðîáëåì â çàäà÷àõ î ëèíåéíîéóñòîé÷èâîñòè äëÿ ïëîñêîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà è ïëîñ�êîãî òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ íà îñíîâå ó÷åòà ïîëó÷åííîãîâ íàñòîÿùåé ðàáîòå âûâîäà î âîçìîæíîñòè ëèíåéíîéýêñïîíåíöèàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ òå÷åíèÿ ÕÏçà ñ÷åò ðàññìîòðåíèÿ îòëè÷íûõ îò ¾íîðìàëüíûõ¿ïðîäîëüíî-êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé. Ïðèýòîì âàæíà íå ñàìà ïî ñåáå ïðîäîëüíàÿ êâàçè�ïåðèîäè÷íîñòü âîçìóùåíèé, à �îðìèðîâàíèå ååèìåííî çà ñ÷åò ðàçëè÷èÿ ïðîäîëüíûõ ïåðèîäîâ óðàçíûõ áàçèñíûõ (â äàííîì ñëó÷àå � ðàäèàëüíûõ)ìîä, �îðìèðóåìûõ òîëüêî ïðè íåíóëåâîé âÿçêîñòèæèäêîñòè.Áëàãîäàðèì Ñ. È. Àíèñèìîâà, �. Ñ. �îëèöûíà,Å. À. Íîâèêîâà è Í. À. Èíîãàìîâà çà ïîëåçíûå çàìå�÷àíèÿ è èíòåðåñ ê ðàáîòå.381



Ñ. �. ×å�ðàíîâ, À. �. ×å�ðàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 2 (8), 2014Òàáëèöà. Çíà÷åíèÿ Reth è �0, ïîëó÷åííûå ïî �îðìóëàì (A.3) è (6) äëÿ âåëè÷èí p, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíûììèíèìóìàì Reth â ïðèáëèæåííîé �îðìóëå (6)p �0 èç (A.3) Reth èç (A.3) �0 èç (A.5) Reth èç (6)1.527 0.471 448.455 0.463 442.2780.674 1.124 680.307 1.101 678.4820.447 1.368 1095.455 1.358 1093.8242.239 1.100 1983.171 1.099 1981.8382.791 0.220 13095.398 0.219 13095.2850.359 1.114 23816.499 1.114 23816.488Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ1. Èç (30) è (300) â ãàëåðêèíñêîì ïðèáëèæåíèè(ïðè ïðåäñòàâëåíèè (5) äëÿ çàâèñèìîñòè âîçìóùå�íèÿ îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû, êîãäà â îáùåì ñëó�÷àå � 6= � â (5)) äëÿ � = �1 + �2 ïîëó÷àåì�1 = �
21;1 � 4�2�2p2 � 12  a1 �rD12 ! ; (A.1)�2 = �2�p�P11Re�12  a2 �rD22 ! ; (A.2)ãäåD1 =pd0 +l; D2 =pd0 �l; l = a21�a22+4
1Re21;a1 = 
21;2 � 
21;1 + 4�2�2(1� p2);a2 = 2��Re(P22 � pP11);Re21 = Re2 P21P12p2�2(1� p)2 ; d0 = l2+4(a1a2�2Re21 d1)2;d1 = �4S;
1 = �4S 
tg ���p+ 12�� ;à âåëè÷èíà S îïðåäåëåíà â (6).Óñëîâèå �1 > 0 ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó(aRe+b)2 > 
+ dRe2 ; (A.3)ãäå a = 4P21P12p2�2S(1� p)2 ; b = ��(P22 � pP11)a1;d = a23(
21;1 + 4�2�2p2)(
21;2 + 4�2�2);a3 = 
21;2 + 
21;1 + 4�2�2(1 + p2);


 = a23�2 ����2(P22 � pP11)2 � 4P12P21p2S 
tg[�(p+ 1=p)℄(1� p)2 � :2. Â ïðåäåëå Re� 1 íåðàâåíñòâî (A.3) ïðè 
 > 0ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâóRe > Reth(�; p) = p
� bS=jSja : (A.4)Â (A.4) �óíêöèÿ Reth(�) èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷å�íèå (ïðèâåäåííîå â (6)) ïðè� = �0 = 12� sA(
21;2+
21;1)+B(
21;2�
21;1)A(1+p2)+B(1�p2) ; (A.5)ãäå A è B îïðåäåëåíû â îñíîâíîì òåêñòå (ñì. (6))ïðè A2 � 0. Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ Reth è � ïðèâå�äåíû â òàáëèöå.3. Íà íåéòðàëüíîé êðèâîé ñ �1 = 0 (ò. å. ïðè âû�ïîëíåíèè ðàâåíñòâà Re = Reth(�; p) â (A.4)) íîðìè�ðîâàííàÿ �àçîâàÿ ñêîðîñòü V�=Vmean èìååò âèäV = pP11 + P22 �� pD22p2��Re ��=�1;2 ; (A.6)ãäå � = �1;2(Re; p) ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå (A.4) íà ðà�âåíñòâî. Ïðè çàìåíå (A.4) íà ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿêâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî �. Åãî ðåøåíèå� = �1;2 = Re�qRe2�Re2th2�2Æ1 (A.7)ïðè Re � Reth, ãäå Reth èç (6). Ïðè Re = Reth èìååì�1;2 = �0. Â (A.7)Æ1 = � �(p2 + 1)p1� 4SÆ � (1� p2) Sb1jSb1j��� jb1j(1� p)2jSjp2P12P21 ;382
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