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Ê ÒÅÎ�ÈÈ Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕÊÎÌÏÎÇÈÒÎÂ. �ÅØÅÒÎ×ÍÀß ÌÎÄÅËÜÁ. ß. Áàëàãóðîâ *Èíñòèòóò áèîõèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Ì. Ýìàíóýëÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 12 ìàÿ 2014 ã.Ýëåêòðîïðîâîäíîñòü íåóïîðÿäî÷åííîé àíèçîòðîïíîé ðåøåòî÷íîé ìîäåëè ðàññìîòðåíà àíàëèòè÷åñêèìèìåòîäàìè. Îïðåäåëåíà ý��åêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü ñëàáîíåîäíîðîäíîé ðåøåòêè â êâàäðàòè÷íîì ïðè-áëèæåíèè ïî îòêëîíåíèþ ëîêàëüíîãî òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè �̂(r) îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ h�̂i. Â ñëó÷àåìàëîé êîíöåíòðàöèè ( � 1) ¾äå�åêòíûõ¿ ñâÿçåé ïðîâîäèìîñòü áèíàðíîé ðåøåòî÷íîé ìîäåëè âû÷èñ-ëåíà â ëèíåéíîì ïî  ïðèáëèæåíèè. Äàí âûâîä óðàâíåíèé ìåòîäà ý��åêòèâíîé ñðåäû äëÿ àíèçîòðîïíîéðåøåòêè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû.DOI: 10.7868/S00444510141001621. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈññëåäîâàíèå ïðîâîäèìîñòè àíèçîòðîïíûõ êîì�ïîçèòîâ íàòàëêèâàåòñÿ íà òå æå, ÷òî è äëÿ èçîòðîï�íûõ íåîäíîðîäíûõ ñðåä, òðóäíîñòè ïðèíöèïèàëüíî�ãî ïîðÿäêà, îáóñëîâëåííûå íåóïîðÿäî÷åííîñòüþ òà�êèõ ñèñòåì. Ê òîìó æå íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ ïà�ðàìåòðîâ çàäà÷è, ñâÿçàííûõ ñ ó÷åòîì àíèçîòðîïèè,åùå áîëåå óñëîæíÿåò ýòó ïðîáëåìó. Ïîýòîìó ïîñâÿ�ùåííûå èçó÷åíèþ ïðîâîäèìîñòè àíèçîòðîïíûõ êîì�ïîçèòîâ òåîðåòè÷åñêèå ðàáîòû [1�3℄ íîñÿò â îñíîâ�íîì êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð. Òåì íå ìåíåå â ýòèõðàáîòàõ áûëè âûÿâëåíû íåêîòîðûå îñîáåííîñòè (ïîñðàâíåíèþ ñ èçîòðîïíûì ñëó÷àåì) ïîâåäåíèÿ ý���åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè ïîäîáíûõ ñèñòåì. Áûëîïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ êîí�öåíòðàöèè äèýëåêòðè÷åñêèõ (èëè èäåàëüíî ïðîâîäÿ�ùèõ) âêëþ÷åíèé ïðîèñõîäèò èçîòðîïèçàöèÿ ñâîéñòâêîìïîçèòà äàæå ñ ðåçêî àíèçîòðîïíîé ìàòðèöåé.Ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïîðîãó ïðîòåêàíèÿ òàêîé êîì�ïîçèò ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè èçîòðîïíûì ñ ¾èçî�òðîïíûìè¿ êðèòè÷åñêèìè èíäåêñàìè.Êîëè÷åñòâåííûé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ ýëåêòðî��èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ áûëïðåäëîæåí ðàíåå [4; 5℄. Â ðàáîòå [4℄ ðàññìîòðåíà ñëà�áîíåîäíîðîäíàÿ ñðåäà, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèìî�ñòè êîòîðîé ðàçâèòà ïîñëåäîâàòåëüíàÿ òåîðèÿ âîç�*E-mail:balagurov�deom.hph.ras.ru, byabalagurov�mail.ru

ìóùåíèé � ðàçëîæåíèå ïî ìàëîìó îòêëîíåíèþ ëî�êàëüíîãî òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè �̂(r) îò åãî ñðåäíå�ãî çíà÷åíèÿ h�̂i. Â êâàäðàòè÷íîì ïî ýòîìó îòêëîíå�íèþ ïðèáëèæåíèè íàéäåíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè�̂e. Â ðàáîòå [5℄ ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä âû÷èñëå�íèÿ ïðîâîäèìîñòè àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ ñ ìà�ëîé êîíöåíòðàöèåé âêëþ÷åíèé ïðîèçâîëüíîé �îð�ìû. Â ëèíåéíîì ïî êîíöåíòðàöèè ïðèáëèæåíèè òåí�çîð �̂e âûðàæåí ÷åðåç äèïîëüíóþ ïîëÿðèçóåìîñòüâêëþ÷åíèÿ, îïðåäåëåííóþ â íåêîòîðîé ïðåîáðàçî�âàííîé ñèñòåìå, â êîòîðîé âêëþ÷åíèå îêðóæåíî èçî�òðîïíîé ìàòðèöåé.Â îáùåì ñëó÷àå ðàçíîîáðàçíàÿ èí�îðìàöèÿ îñâîéñòâàõ íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåä ìîæåòáûòü ïîëó÷åíà ïðè èçó÷åíèè ðåøåòî÷íûõ ìîäå�ëåé. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà ðåøåòêàõ ïîçâî�ëÿþò íàéòè çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìî�ñòè îò êîíöåíòðàöèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ çàäà�÷è â øèðîêîé îáëàñòè èõ èçìåíåíèÿ, à òàêæå äà�þò âîçìîæíîñòü äåòàëüíî èçó÷èòü �àçîâûé ïåðå�õîä ìåòàëë�äèýëåêòðèê â àíèçîòðîïíûõ êîìïîçè�òàõ. ¾Ìèêðîñêîïè÷åñêèé¿ ïîäõîä, òàêæå èñïîëüçó�þùèé ðåøåòî÷íûå ìîäåëè è îñíîâàííûé íà ìåòî�äå ðåíîðìãðóïïû [6℄, äàåò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòüîêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêîé êîíöåíòðàöèè àíàëèòè÷å�ñêèì ïóòåì. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèÿì òå�îðèè ïðîòåêàíèÿ, íàéäåííûå â ðåøåòî÷íîé çàäà÷åçíà÷åíèÿ, íàïðèìåð êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ, áóäóòñïðàâåäëèâû è äëÿ íåïðåðûâíîé (êîíòèíóàëüíîé)810



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 2014 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ : : :çàäà÷è. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõî�äèìûì âûÿñíèòü, â êàêîé ìåðå ìåòîäû (è ïîëó÷åí�íûå ñ èõ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòû), èñïîëüçîâàííûå äëÿíåïðåðûâíûõ ìîäåëåé, ïåðåíîñÿòñÿ íà ðåøåòî÷íûåçàäà÷è è â ÷åì èìåþòñÿ ðàçëè÷èÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèìîñòü àíèçîòðîïíîéðåøåòî÷íîé ìîäåëè èññëåäóåòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ìå�òîäàìè. �àññìîòðåí ñëó÷àé ñëàáîíåîäíîðîäíîé ðå�øåòêè, äëÿ êîòîðîé ðàçâèòà òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïîìàëîìó ïàðàìåòðó � îòêëîíåíèþ ëîêàëüíîé ïðî�âîäèìîñòè îò åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Ñîñòàâëÿþùèåòåíçîðà ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �̂e òàêîé ðåøåò�êè âû÷èñëåíû â êâàäðàòè÷íîì ïî ýòîìó ïàðàìåòðóïðèáëèæåíèè. Îêàçàëîñü, ÷òî â ïîëó÷åííîå âûðàæå�íèå äëÿ �̂e âõîäÿò ðåøåòî÷íûå êîý��èöèåíòû N (�)(� = x; y; z), çàìåíÿþùèå êîý��èöèåíòû äåïîëÿðè�çàöèè n(�) ýëëèïñîèäà â àíàëîãè÷íûõ âûðàæåíèÿõäëÿ íåïðåðûâíîé ñðåäû. Òå æå âåëè÷èíû N (�) âõî�äÿò è â ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà �̂e, âû÷èñëåííûå âëèíåéíîì ïî êîíöåíòðàöèè äå�åêòíûõ ñâÿçåé ïðè�áëèæåíèè, à òàêæå â óðàâíåíèÿ â ïðèáëèæåíèè ý���åêòèâíîé ñðåäû (effetive medium approximation,EMA). Â Ïðèëîæåíèè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñâîé�ñòâà ðåøåòî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ N (�) â ñëó÷àå îä�íîîñíîé àíèçîòðîïèè è ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèîíàëü�íàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè âåëè÷èíN (�) è n(�) îäèíàêîâà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåòñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíûõ ýêñ�ïåðèìåíòîâ íà ðåøåòêàõ äàþò àäåêâàòíîå íà êà÷å�ñòâåííîì óðîâíå îïèñàíèå ïðîâîäèìîñòè áèíàðíûõàíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ.2. �ÅØÅÒÎ×ÍÀß ÌÎÄÅËÜ�àññìîòðèì ïðîñòóþ êóáè÷åñêóþ (êâàäðàòíóþ âäâóìåðíîì ñëó÷àå) ðåøåòêó, óçëû êîòîðîé çàäàíûäèñêðåòíûì ðàäèóñ-âåêòîðîì r = n1ix +n2iy + n3iz.Çäåñü ni � öåëûå ÷èñëà, i� � îðò (åäèíè÷íûé âåê�òîð) êîîðäèíàòû � (� = x; y; z). Êàæäîìó óçëó rïðèïèñûâàåì ïîòåíöèàë Vr, òàê ÷òî äëÿ òîêà, òåêó�ùåãî ÷åðåç ñâÿçü ìåæäó óçëàìè r è r +�� , èìååìâûðàæåíèåjr;r+�� = �r;r+�� �Vr � Vr+���: (1)Çäåñü �r;r+�� � ïðîâîäèìîñòü ñâÿçè, ñîåäèíÿþùåéýòè óçëû; âåëè÷èíà �� ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ � i� . Âäàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òàê íàçû�âàåìîé çàäà÷è ñâÿçåé. Â ýòîé çàäà÷å â ñëó÷àå íåóïî�ðÿäî÷åííîé àíèçîòðîïíîé äâóõêîìïîíåíòíîé ðåøåò�êè êàæäàÿ ñâÿçü ìåæäó óçëàìè r è r +�� îáëàäà�åò ïðîâîäèìîñòüþ �1� ñ âåðîÿòíîñòüþ p è ïðîâîäè�ìîñòüþ �2� ñ âåðîÿòíîñòüþ  = 1 � p. Âåëè÷èíà p

âûïîëíÿåò ðîëü áåçðàçìåðíîé êîíöåíòðàöèè ïåðâîéêîìïîíåíòû â íåïðåðûâíîé çàäà÷å.Ïåðâûé çàêîí Êèðõãî�à äëÿ àíèçîòðîïíîé ðå�øåòêè èìååò âèäX� X�� �r;r+�� �Vr � Vr+�� � = 0;�� = �i� : (2)Âòîðîé çàêîí Êèðõãî�à � ðàâåíñòâî íóëþ ïðèðà�ùåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó êîíòó�ðó � âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Ý��åêòèâíàÿ ïðî�âîäèìîñòü àíèçîòðîïíîé ðåøåòêè îïèñûâàåòñÿ òåí�çîðîì �̂e, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ êîòîðîãîíåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå (2).Ïóñòü íà ðåøåòêó íàëîæåíî îäíîðîäíîå ýëåêòðè�÷åñêîå ïîëå. Ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàë Vr â ñëåäóþùåìâèäå: Vr = �hEi � r+ 'r; (3)ãäå hE�i = 1N Xr �Vr � Vr+i�� (4)� ñðåäíÿÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, íà�ïðàâëåííàÿ âäîëü îñè � (� = x; y; z). Â (4) ñóììèðî�âàíèå èäåò ïî âñåì óçëàì ðåøåòêè, à N � èõ ïîë�íîå ÷èñëî (N ! 1). Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (3)â óðàâíåíèå (2) äàåò íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå äëÿ�óíêöèè 'r:X� X�� �r;r+�� ('r � 'r+�� ) == �X� X�� �r;r+�� hEi ��� : (5)�åøàÿ óðàâíåíèå (5), íàéäåì �óíêöèþ 'r è, òåì ñà�ìûì, ïîòåíöèàë Vr.Ñ ïîìîùüþ íàéäåííûõ ïîòåíöèàëîâ âû÷èñëÿåò�ñÿ ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü òîêà â íàïðàâëåíèè îñè �:hj�i = 1N Xr �r;r+i��Vr � Vr+i�� == h��ihE�i+ 1N Xbfr �r;r+i� ('r � 'r+i� ); (6)ãäå h��i = 1N Xr �r;r+i� : (7)Ý��åêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü ðåøåòêè �e� â íàïðàâ�ëåíèè îñè � îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿhj�i = �e�hE�i: (8)Âåëè÷èíû �e� (� = x; y; z) � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåí�çîðà ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �̂e.811



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 20143. ÑËÀÁÎÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÀß �ÅØÅÒÊÀÅñëè îòêëîíåíèå ïðîâîäèìîñòåé �r;r+�� îò èõñðåäíåãî çíà÷åíèÿ h��i ìàëî, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ý���åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè ðåøåòêè ìîæåò áûòü ðàç�âèòà òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïî�ëàãàòü, ÷òî ýòè îòêëîíåíèÿ ìàëû äëÿ êàæäîãî èçãëàâíûõ çíà÷åíèé òåíçîðà �̂(r), â òî âðåìÿ êàê îò�ëè÷èÿ èõ äðóã îò äðóãà ñêîëü óãîäíî âåëèêè, ò. å.àíèçîòðîïèÿ ðåøåòêè ïðîèçâîëüíà. Ïîëîæèì�r;r+�� = h��i+ Æ�r;r+�� ; (9)Vr = �hEi � r+ ÆVr; (10)ãäå hEi, êàê è â âûðàæåíèè (4), � ñðåäíÿÿ íàïðÿæåí�íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à âåëè÷èíà h��i îïðåäå�ëåíà â (7). Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû Æ�r;r+�� èðàçíîñòè ÆVr � ÆVr+�� ðàâíû íóëþ.Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (9) è (10) â (2) äëÿ ëè�íåéíîé ïî Æ� ïîïðàâêè ÆV (1)r äàåò ñëåäóþùåå óðàâ�íåíèå:X� h��iX�� �ÆV (1)r � ÆV (1)r+�� � == �X� X�� Æ�r;r+�� hEi ��� : (11)Óðàâíåíèå (11) ðåøàåì ñ ïîìîùüþ �óðüå-ïðåîáðà-çîâàíèÿ ÆV (1)r =Xk ÆV (1)k eik�r;ÆV (1)k =Xr ÆV (1)r e�ik�r; (12)Xk �: : : � � �Z�� �Z�� �Z�� (: : : ) dkxdkydkz(2�)3 : (13)Â ðåçóëüòàòå èç (11) íàõîäèìÆV (1)r =Xr0 g0(r� r0)��X�0 X��0 Æ�r0;r0+��0 hEi ���0 ; (14)ãäå g0(r� r0) =Xk g0(k) exp [ik � (r � r0)℄ ;g0(k) = � 1
k ; (15)
k =X� X�� h��i [1� exp(ik ���)℄ : (16)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè
k = 2nh�xi�1� os kx�+ h�yi�1� os ky�++ h�zi�1� os kz�o; (17)ãäå ó÷òåíî, ÷òî j�� j = 1.Âåëè÷èíà g0(r�r0), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþX� h��iX�� ng0(r�r0)�g0(r�r0+��)o = �Ær;r0 ; (18)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåòî÷íûé àíàëîã �óíêöèè�ðèíà íåïðåðûâíîé çàäà÷è (ñì. ðàáîòó [4℄). Ïðèjr � r0j ! 1 â (15) ñóùåñòâåííû ìàëûå k. Â ýòîìñëó÷àå 
k � h�xi k2x + h�yik2y + h�zik2zè g0(r� r0) ïðèíèìàåò âèäg0(r� r0) �� � Z exp�ikxx+ ikyy + ikzz	h�xi k2x + h�yik2y + h�zik2z dk(2�)3 ; (19)ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåì k� ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îò�1 äî +1. Çàìåíàìèk� = ek�=ph��i; x� =ph��i ex�èíòåãðàë â (19) ïðèâîäèòñÿ ê ¾èçîòðîïíîìó¿ âèäó,òàê ÷òîg0(r� r0) = � 14� (h�xi h�yih�zi)�1=2 �� � (x� x0)2h�xi + (y � y0)2h�yi + (z � z0)2h�zi ��1=2 : (20)Âûðàæåíèå (20) ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé �ðèíà ñî�îòâåòñòâóþùåé êîíòèíóàëüíîé àíèçîòðîïíîé çàäà�÷è [4℄.Íàïðàâèì hEi âäîëü îñè �. Â ýòîì ñëó÷àå èç (14)ñëåäóåòÆV (1)r ==Xr0 g0(r� r0)�Æ�r0;r0+i� � Æ�r0;r0�i�	hE�i; (21)èëèÆV (1)r ==Xr0 �g0(r�r0)�g0(r�r0�i�)	Æ�r0;r0+i� hE�i: (22)Ïåðåõîäÿ â (22) ê �óðüå-ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ �óíê�öèè g0(r� r0), ïîëó÷èì812



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 2014 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ : : :ÆV (1)r =Xr0 Xk g0(k) [(1� exp(�ik � i�)℄�� exp [ik � (r� r0)℄ Æ�r0;r0+i� hE�i: (23)Ñ ïîìîùüþ (23) íàõîäèìÆV (1)r � ÆV (1)r+i� = �Xr0 F�(r� r0)Æ�r0;r0+i� hE�i; (24)ãäåF�(r� r0) == �2Xk g0(k)(1� os k�) exp [ik � (r� r0)℄ : (25)Çàìåòèì, ÷òî äëÿN (�) = h��iF�(0); � = x; y; z (26)ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà 1� os k = 2 sin2(k=2) èìååì ñëå�äóþùåå âûðàæåíèå:N (�) =Xk h��i sin2 k�2 ���h�xi sin2 kx2 +h�yi sin2 ky2 +h�zi sin2 kz2 ��1 ; (27)òàê ÷òî X� N (�) = 1: (28)Ïîñêîëüêóhj�i = h��ihE� i+ 1N Xr Æ�r;r+i� �ÆVr� ÆVr+i� �; (29)ïîäñòàíîâêà ëèíåéíîãî ïî Æ� âûðàæåíèÿ (24) ïîçâî�ëÿåò îïðåäåëèòü ãëàâíûå çíà÷åíèÿ �e� òåíçîðà ý���åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �̂e â êâàäðàòè÷íîì ïî Æ�ïðèáëèæåíèè:�e� = h��i � 1N Xr0 Æ�r0;r0+i� ��Xr00 F�(r0 � r00)Æ�r00;r00+i� : (30)Ïîëîæèâ r00 = r0 + r, ïðèâåäåì âûðàæåíèå (30) êâèäó �e� = h��i �Xr K��(r)F�(r); (31)ãäåK��(r) == limN!1n 1N Xr0 Æ�r0;r0+i� Æ�r0+r;r0+r+i�o (32)� êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ.Äëÿ çàäà÷è ñâÿçåé �îðìóëà (31) äîïóñêàåò äàëü�íåéøåå óïðîùåíèå, òàê êàê ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïðå�äåëåíèè êîìïîíåíò êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ èìååòâèä K��(r) = h(Æ��)2iÆr;0; (33)

ãäå h(Æ��)2i = limN!1n 1N Xr �Æ�r;r+i� �2o (34)è Ær;0 � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñ ó÷åòîì (33) è îïðåäå�ëåíèÿ (26) �îðìóëà (31) ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûéâèä:�e� = h��i�1�N (�) h(Æ��)2i(h��i)2 �; � = x; y; z: (35)Ñðàâíåíèå (35) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèåìäëÿ �e� èç [4℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíû N (�) âûïîë�íÿþò â ðåøåòî÷íîé çàäà÷å òó æå ðîëü, ÷òî è êîý��è�öèåíòû äåïîëÿðèçàöèè n(�) ýëëèïñîèäà ñ ïîëóîñÿìèa� = 1=ph��i â íåïðåðûâíîé (êîíòèíóàëüíîé) çàäà�÷å. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíèìîñòü �îðìóëû(35) îãðàíè÷åíà çàäà÷åé ñâÿçåé ñî ñëó÷àéíûì ðàñ�ïðåäåëåíèåì êîìïîíåíò.4. ÌÀËÀß ÊÎÍÖÅÍÒ�ÀÖÈß ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ�àññìîòðèì òåïåðü àíèçîòðîïíóþ ðåøåòêó ñîñâÿçÿìè ïðîâîäèìîñòè �1� , ÷àñòü êîòîðûõ çàìåíå�íà íà ¾äå�åêòíûå¿ (ïðèìåñíûå) ñâÿçè ïðîâîäèìî�ñòè �2� . Ïðè ìàëîé êîíöåíòðàöèè ( � 1) òàêèõïðèìåñåé ý��åêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü ñèñòåìû ìî�æåò áûòü íàéäåíà â ëèíåéíîì ïî  ïðèáëèæåíèè.Íàïðàâèì hEi âäîëü îñè � è óñðåäíèì ïî âñåéðåøåòêå âåëè÷èíó j� ��1�E� . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìñîîòíîøåíèå(�e� � �1�)hE�i = �(�e� � �2�)(V0 � Vi� ); (36)ãäå V0 � Vi� � ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà îòäåëüíîéïðèìåñíîé ñâÿçè. Ñ÷èòàåì, ÷òî îíà ñîåäèíÿåò óçëûr = 0 è r = i� .Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ V0 � Vi�íà âûäåëåííîé ïðèìåñíîé ñâÿçè çàïèøåì óðàâíåíèå(2) â âèäåX�0 �1�0 X��0(Vr � Vr+��0 ) == (�1� � �2�)(V0 � Vi� )(Ær;0 � Ær;i� ): (37)Çäåñü íåîäíîðîäíîñòü, âûçâàííàÿ ïðèìåñíîé ñâÿ�çüþ, ïåðåíåñåíà â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (37).Óðàâíåíèå (37) ðåøàåì ñ ïîìîùüþ �óðüå-ïðåîáðà-çîâàíèÿ (12), (13). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåìVr = �E0 � r� (�1� � �2�)(V0 � Vi� )��Xk g0(k) [1� exp(�ik � i�)℄ exp(ik � r); (38)813



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 2014ãäå �E0 � r � ïîòåíöèàë îäíîðîäíîãî ïîëÿ V (0)r , ïðè�ëîæåííîãî ê ðåøåòêå â íàïðàâëåíèè îñè � èg0(k) = �14 ����1x sin2 kx2 + �1y sin2 ky2 + �1z sin2 kz2 ��1 : (39)Ïîëàãàÿ â (38) r = 0 è r = i� , íàéäåìV0 � Vi� = �1��1� � (�1� � �2�)N (�)E0� : (40)ÇäåñüN (�) = �2�1�Xk g0(k) [1� exp(�ik � i�)℄ ; (41)èëè, ñ ó÷åòîì (39),N (�) =Xk �1� sin2 k�2 ����1x sin2 kx2 + �1y sin2 ky2 + �1z sin2 kz2 ��1 : (42)Â ëèíåéíîì ïî êîíöåíòðàöèè ïðèìåñíûõ ñâÿçåé ïðè�áëèæåíèè ñëåäóåò ïîëîæèòüE0� = hE�i, òàê ÷òî ïîä�ñòàíîâêà (40) â (36) äàåò�e� = �1� �1�  �1� � �2��1� � (�1� � �2�)N (�)� : (43)Ñðàâíåíèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòîì èç ðàáî�òû [5℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíûN (�) èç (42) âûïîëíÿþò â ðåøåòî÷íîé çàäà÷å òó æåðîëü, ÷òî è êîý��èöèåíòû äåïîëÿðèçàöèè n(�) ýë�ëèïñîèäà ñ ïîëóîñÿìè a� = R=p�1� â êîíòèíóàëü�íîé çàäà÷å î ïðîâîäèìîñòè àíèçîòðîïíîãî êîìïîçè�òà ñ âêëþ÷åíèÿìè ñ�åðè÷åñêîé �îðìû ðàäèóñà R.5. ÌÅÒÎÄ EMAÄëÿ îïèñàíèÿ ïðîâîäèìîñòè íåóïîðÿäî÷åííûõàíèçîòðîïíûõ ðåøåòîê ïðè íåìàëûõ êîíöåíòðàöè�ÿõ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ïðèáëèæåííûé ïîäõîä �ìåòîä EMA, îáîáùàþùèé ìåòîä, èñïîëüçóåìûé äëÿèçîòðîïíûõ ðåøåòîê [7℄. Äëÿ âûâîäà îñíîâíûõ óðàâ�íåíèé ýòîãî ìåòîäà óñðåäíèì ïî âñåé ðåøåòêå âåëè�÷èíó j� � �e�E� . Ïî îïðåäåëåíèþ, hj�i = �e� hE�i,ïîýòîìó hj� ��e�E�i = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæå�íèÿ äëÿ j� è E� , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (òîæäåñòâî)1N Xr ��e� � �r;r+i���Vr � Vr+i� � = 0: (44)

Ïî àíàëîãèè ñ èçîòðîïíûì ñëó÷àåì [7℄ âûäåëèìñâÿçü ñ ïðîâîäèìîñòüþ �i� (i = 1; 2), ñîåäèíÿþùóþóçëû r = 0 è r = i� , à âñåì îñòàëüíûì ñâÿçÿì ïðèïè�øåì ïðîâîäèìîñòü �e� . �àñïèñàâ òîæäåñòâî (44) ïîêîìïîíåíòàì, ïîëó÷èì ðàâåíñòâîp(�e� � �1�)(V0 � Vi� )(1) ++ (�e� � �2�)(V0 � Vi� )(2) = 0: (45)Çäåñü p è  � êîíöåíòðàöèè ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîé(ñî ñâÿçÿìè ïðîâîäèìîñòè �1�) è âòîðîé (ñî ñâÿçÿ�ìè ïðîâîäèìîñòè �2�) êîìïîíåíò, à (V0 � Vi� )(i) �ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà âûäåëåííîé ñâÿçè ñ ïðîâî�äèìîñòüþ �i� .Ïîìåñòèì ðåøåòêó âî âíåøíåå îäíîðîäíîå ïîëåE0, íàïðàâëåííîå âäîëü îñè �. �àçíîñòü ïîòåíöèà�ëîâ íà âûäåëåííîé ñâÿçè èùåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàêè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì�V0 � Vi��(i) = �e��e� � (�e� � �i�)N (�) E0� ; (46)ãäå â äàííîì ñëó÷àåN (�) =Xk �e� sin2 k�2 ����ex sin2 kx2 + �ey sin2 ky2 + �ez sin2 kz2 ��1 : (47)Ïîäñòàíîâêà (46) â (45) ïðè E0 = hEi äàåò èñêî�ìûå óðàâíåíèÿ ìåòîäà EMA äëÿ àíèçîòðîïíîé äâóõ�êîìïîíåíòíîé ðåøåòêè (ñð. ñ [8℄):p �e� � �1��e� � (�e� � �1�)N (�) ++  �e� � �2��e� � (�e� � �2�)N (�) = 0: (48)Äëÿ n-êîìïîíåíòíîé ðåøåòêè ýòè óðàâíåíèÿ èìåþòâèä nXi=1 i �e� � �i��e� � (�e� � �i�)N (�) = 0; (49)ãäå i � êîíöåíòðàöèÿ ñâÿçåé ñ ïðîâîäèìîñòüþ �i� .Íàêîíåö, åñëè ðàñïðåäåëåíèå ïðîâîäèìîñòåé ñâÿçåéíåïðåðûâíî, òî óðàâíåíèå (49) â ïðåäåëå n!1 ïå�ðåõîäèò â � �e� � ���e� � (�e� � ��)N (�)� = 0: (50)Çäåñü óñðåäíåíèå ïðîèñõîäèò ïî àíñàìáëþ ñ �óíê�öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(��). Òàê, äëÿ äâóõêîìïîíåíò�íîé ðåøåòêèF(��) = p Æ(�� � �1�) + Æ(�� � �2�); (51)è èç (50) ñëåäóåò óðàâíåíèå (48).814



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 2014 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ : : :Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [8℄ áûë ïðîâåäåí ÷èñëåí�íûé ýêñïåðèìåíò íà àíèçîòðîïíîé êâàäðàòíîé ðå�øåòêå 20� 20. Ñðàâíåíèå åãî ðåçóëüòàòîâ ñ ïðåäñêà�çàíèÿìè ðåøåòî÷íîãî ìåòîäà EMA ïîêàçàëî, ÷òî ýòîïðèáëèæåíèå óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò ïðîâî�äèìîñòü òàêîé ðåøåòêè â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìå�íåíèÿ êîíöåíòðàöèè çà èñêëþ÷åíèåì êðèòè÷åñêîéîáëàñòè.Â ñëó÷àå êîíòèíóàëüíîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ ìåòî�äà EMA äëÿ áèíàðíîãî àíèçîòðîïíîãî êîìïîçèòà ñâêëþ÷åíèÿìè ñ�åðè÷åñêîé �îðìû ðàäèóñà R èìåþòâèä (ñì., íàïðèìåð, [9℄)p �e� � �1��e� � (�e� � �1�)n(�) ++  �e� � �2��e� � (�e� � �2�)n(�) = 0; (52)ãäå n(�) � êîý��èöèåíòû äåïîëÿðèçàöèè ýëëèïñîè�äà ñ ïîëóîñÿìè a� = Rp�e� : (53)Ýòèìè æå óðàâíåíèÿìè â ðàìêàõ ìåòîäà EMA îïè�ñûâàåòñÿ ïðîâîäèìîñòü áèíàðíîé ñëó÷àéíî-íåîäíî-ðîäíîé àíèçîòðîïíîé ñðåäû.Ñðàâíåíèå (52) ñ (48) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíûN (�) â ðåøåòî÷íîì ìåòîäå EMA âûïîëíÿþò òó æåðîëü, ÷òî è êîý��èöèåíòû äåïîëÿðèçàöèè n(�) â êîí�òèíóàëüíîì.6. ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÛ N (�) È n(�)Ñâîéñòâà êîý��èöèåíòîâ N (�) ðàññìîòðåíû âÏðèëîæåíèè. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.1. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ðåøåòî÷íûå êîý��èöèåí�òûN (�) =Xk �� sin2 k�2 ����x sin2 kx2 + �y sin2 ky2 ��1 ; � = x; y (54)ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå (ñð.ñ [8℄) N (x) = 2� artg 1 ; N (y) = 2� artg ; =q�y=�x: (55)Ïîñêîëüêó artgx+ artg(1=x) = �=2 ïðè x > 0 [10℄,âûðàæåíèÿ (55) î÷åâèäíûì îáðàçîì óäîâëåòâîðÿþòñîîòíîøåíèþ N (x) +N (y) = 1.

1 2 3 4 51=00:20:40:60:81:0 N (y)
n(y)

�èñ. 1. Êîý��èöèåíò N (y) äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåò-êè êàê �óíêöèÿ 1= (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Øòðèõïóíê-òèðíàÿ ëèíèÿ � àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü êîý��è-öèåíòà äåïîëÿðèçàöèè n(y) ýëëèïñà (ýëëèïòè÷åñêî-ãî öèëèíäðà)Äëÿ êîý��èöèåíòîâ äåïîëÿðèçàöèè ýëëèïñà (ýë�ëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà) ñ ïîëóîñÿìè ax è ay èìååìn(x) = ayax + ay ; n(y) = axax + ay : (56)Ïðè a� = R=p�� èç (56) ñëåäóþò âûðàæåíèÿn(x) = 11 +  ; n(y) = 1 +  ; =q�y=�x: (57)Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå èìååì = 1 : N (x) = N (y) = 1=2;n(x) = n(y) = 1=2: (58)Çàâèñèìîñòü âåëè÷èí N (y) è n(y) îò 1= ïðåäñòàâëå�íà íà ðèñ. 1.Â ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ èç (55) è (57)ñëåäóåò  � 1 : N (y) � 2� ; n(y) � ; (59)j � 1j � 1 : N (y) � 12 + 1� ( � 1);n(y) � 12 + 14( � 1); (60)815
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1 2 3 4 51=00:20:40:60:81:0 N (z)
n(z)

�èñ. 2. Êîý��èöèåíò N (z) äëÿ ïðîñòîé êóáè÷å-ñêîé ðåøåòêè ñ îäíîîñíîé àíèçîòðîïèåé êàê �óíê-öèÿ 1= (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Øòðèõïóíêòèðíàÿ ëè-íèÿ � àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà äå-ïîëÿðèçàöèè n(z) ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ � 1 : N (y) � 1� 2� ; n(y) � 1� 1 : (61)Êàê âèäíî èç âûðàæåíèé (59)�(61), �óíêöèîíàëü�íàÿ çàâèñèìîñòü N (y) è n(y) îò  îäèíàêîâà âî âñåõðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ. �àçëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â÷èñëåííûõ êîý��èöèåíòàõ.2. Äëÿ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè êîý��èöè�åíòûN (�) =Xk �� sin2 k�2 ����x sin2 kx2 + �y sin2 ky2 + �z sin2 kz2 ��1 (62)(� = x; y; z) â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü îïðåäåëå�íû òîëüêî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ïðè îäíîîñíîé(�x = �y 6= �z) àíèçîòðîïèè ðåøåòêè âåëè÷èíà N (z)êàê �óíêöèÿ 1= ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2, ãäå =r�z�x (63)� ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü àíèçîòðîïèèðåøåòêè.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà òàêæå çàâèñèìîñòü îò 1=êîý��èöèåíòà äåïîëÿðèçàöèè n(z) ýëëèïñîèäà âðà�ùåíèÿ (ax = ay 6= az). Ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëèòè÷å�ñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ n(z) èìåþò âèä [11℄

 < 1 : n(z) = 1� �2�3 �12 ln 1 + �1� � � �� ;� =p1� 2; (64)
 > 1 : n(z) = 1 + �2�3 ��� artg �	;� =p2 � 1: (65)Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî â ñîãëàñèè ñ (53) ax=az ==p�z=�x = .Äëÿ ðåøåòêè ñ îäíîîñíîé àíèçîòðîïèåé êîý��è�öèåíò N (z) â íåêîòîðûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîæåòáûòü íàéäåí â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Òàê, ïðè ìàëûõ (ìîäåëü ñëîèñòîãî êðèñòàëëà ñ ñèëüíîé àíèçîòðî�ïèåé �z � �x = �y) èìååì � 1 : N (z) � 2� �ln 1 + 52 ln 2� 12� ;n(z) � 22 �ln 1 + ln 2� 1� : (66)Ïðè ìàëîé àíèçîòðîïèèj � 1j � 1 : N (z) � 13 + 0:336( � 1);n(z) � 13 + 415( � 1): (67)Ïðè áîëüøèõ  (ìîäåëü íèòåâèäíîãî êðèñòàëëà ññèëüíîé àíèçîòðîïèåé �z � �x = �y) � 1 : N (z) � 1� 0:958 ;n(z) � 1� �2 : (68)Â âûðàæåíèÿõ (66)�(68) ïðèâåäåíû è ñîîòâåòñòâó�þùèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòà äåïîëÿðèçà�öèè n(z).Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü N (�)îò ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè  âî âñåõ ðàññìîòðåííûõïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ òà æå, ÷òî è êîý��èöèåíòîâäåïîëÿðèçàöèè n(�). �àçëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â êî�ëè÷åñòâåííîì îòíîøåíèè � â çíà÷åíèÿõ ÷èñëåííûõâåëè÷èí â ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèÿõ äëÿ N (�) èn(�). Ñëåäóåò îæèäàòü ïîýòîìó, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðåíà êà÷åñòâåííîì óðîâíå êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåí�òû íà ðåøåòêàõ àäåêâàòíî îïèñûâàþò ïðîâîäèìîñòüíåóïîðÿäî÷åííûõ àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ.816



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 2014 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ : : :Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ1. �àññìîòðèì ñíà÷àëà äâóìåðíûé ñëó÷àé. Çàïè�øåì êîý��èöèåíò N (x) èç (54) â ñëåäóþùåì âèäå:N (x) = 1�2 �Z0 �Z0 (1� os kx) dkxdky(1� os kx) + 2(1� os ky) ; (A.1)ãäå  � òî æå, ÷òî è â (55). Ñîãëàñíî �îðìóëå(446.00) èç [12℄�Z0 dxa+ b osx = �pa2 � b2 ; a2 > b2: (A.2)Ïîýòîìó èíòåãðèðîâàíèå â (A.1) ïî ky äàåòN (x) = 1� �Z0 s 1� os kx1� os kx + 22 dkx: (A.3)Ïîñêîëüêó 1 � os kx = 2 sin2(kx=2), ïîñëå çàìåíûïåðåìåííîé kx=2 = x ïîëó÷èìN (x) = 2� �=2Z0 sinx dxp2 + sin2 x : (A.4)Ââåäÿ ïåðåìåííóþ t = osx, ïðèâåäåì (A.4) ê òàá-ëè÷íîìó èíòåãðàëó:N (x) = 2� arsin 1p1 + 2 : (A.5)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ êîý��èöèåíòà N (y) ïî�ëó÷èì âûðàæåíèåN (y) = 2� arsin p1 + 2 : (A.6)Ñîãëàñíî [10℄,arsin xp1 + x2 = artgx; (A.7)òàê ÷òî âûðàæåíèÿ (A.5) è (A.6) ïðèíèìàþò âèä(ñì., íàïðèìåð, [8℄)N (x) = 2� artg 1 ; N (y) = 2� artg : (A.8)2. Äëÿ òðåõìåðíîé ðåøåòêè êîý��èöèåíòû N (�)â îáùåì ñëó÷àå äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ ÷èñëåííûìèìåòîäàìè. Â òî æå âðåìÿ â íåêîòîðûõ ïðåäåëüíûõñëó÷àÿõ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà N (z) îò ïàðà�ìåòðà àíèçîòðîïèè  ìîæåò áûòü íàéäåíà â àíàëè�òè÷åñêîì âèäå.

Çàïèøåì êîý��èöèåíò N (z) èç (62) äëÿ ïðî�ñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè ñ îäíîîñíîé àíèçîòðîïèåé(�x = �y 6= �z) â âèäåN (z) = 1�3 �Z0 �Z0 �Z0 dkx dkydkz2 sin2 kz2 ���sin2 kx2 + sin2 ky2 + 2 sin2 kz2 ��1 (A.9)ñ  èç (63). Âûðàæåíèå (A.9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê�æå ñëåäóþùèì îáðàçîì:N (z) = 1� 1�3 �Z0 �Z0 �Z0 dkxdkydkz ���sin2 kx2 + sin2 ky2 ����sin2 kx2 + sin2 ky2 + 2 sin2 kz2 ��1 : (A.10)Ïîëîæèâ sin2(kz=2) = (1� os kz)=2 è ïðîèíòåãðèðî�âàâ çàòåì ïî kz ñ ïîìîùüþ�îðìóëû (A.2), ïðèâåäåì(A.10) ê âèäóN (z) = 4�2 �=2Z0 dx�� �=2Z0 8<:1�s sin2 x+ sin2 y2 + sin2 x+ sin2 y 9=; dy: (A.11)Äëÿ íèòåâèäíîé ( > 1) ðåøåòî÷íîé ìîäåëè â ñëó�÷àå ñèëüíîé àíèçîòðîïèè èç (A.11) ñëåäóåò � 1 : N (z) � 1� 1 I1; I1 � 0:958; (A.12)ãäå I1 = 4�2 �=2Z0 dx �=2Z0 qsin2 x+ sin2 y dy: (A.13)Äëÿ ñëîèñòîé ( < 1) ðåøåòî÷íîé ìîäåëè ïðèñèëüíîé àíèçîòðîïèè ( � 1) çàâèñèìîñòü N (z) îòïàðàìåòðà  ñîäåðæèò ëîãàðè�ì. Äëÿ âû÷èñëåíèÿêîý��èöèåíòà N (z) â ýòîì ñëó÷àå ïîñòóïèì ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì. Ââåäåì âåëè÷èíó � òàêóþ, ÷òî � �� 1; (A.14)è ðàçîáüåì èíòåãðàë â (A.11) íà äâå ÷àñòè:10 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 817



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 2014N (z) = 4�2�J1 + J2	: (A.15)Â èíòåãðàëå J1 èíòåãðèðîâàíèå îãðàíè÷åíî ÷åò�âåðòüþ êðóãà ðàäèóñà � â ïåðâîì êâàäðàíòå(0 6 ' 6 �=2):J1 == ZZr6� 8<:1�s sin2 x+ sin2 y2 + sin2 x+ sin2 y 9=; dx dy; (A.16)ãäå r = px2 + y2. Òàê êàê x 6 � � 1 è y 6 � � 1,ýòîò èíòåãðàë ïðèíèìàåò âèäJ1 � �=2Z0 d' �Z0  1� rp2 + r2 ! r dr; (A.17)èëè J1 � �22 �=Z0 �1� xp1 + x2 �x dx: (A.18)ÏîñêîëüêóZ x2dxp1 + x2 = x2p1 + x2� 12 ln��x+p1 + x2 ��; (A.19)èç (A.18) ñëåäóåòJ1 � �24 (�22 � � s1 + �22 ++ ln � +s1 + �22 !) : (A.20)Îòñþäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ �= � 1 íàõîäèìJ1 � �24 �ln 2� � 12� : (A.21)Âî âòîðîì èíòåãðàëå èç (A.15) ñóùåñòâåííû x��  è y � , òàê ÷òî â íåì ïðîâåäåì ðàçëîæåíèåïî : J2 � 22 ZZr>� dx dysin2 x+ sin2 y : (A.22)Èíòåãðèðîâàíèå â (A.22) âåäåòñÿ ïî ïëîùàäè êâà�äðàòà ñî ñòîðîíîé �=2 çà âû÷åòîì ÷åòâåðòè êðóãàðàäèóñà �. Ïîýòîìó ýòîò èíòåãðàë ìîæåò áûòü ïðåä�ñòàâëåí â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:J2 = J (1)2 + J (2)2 ; (A.23)

ãäå J (1)2 = 22 �Z0 dx �=2Zp�2�x2 dysin2 x+ sin2 y ; (A.24)J (2)2 = 22 �=2Z� dx �=2Z0 dysin2 x+ sin2 y : (A.25)Ñîãëàñíî �îðìóëå (436.5) èç [12℄,Z dxa2 + b2 sin2 x = 1apa2 + b2 �� artg pa2 + b2 tg xa ; (A.26)òàê ÷òî�=2Zp�2�x2 dysin2 x+ sin2 y = 1sinxp1 + sin2 x ��(�2 � artgp1 + sin2 x tgp�2 � x2sinx ) ; (A.27)èëè, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî �� 1 è x� 1,�=2Zp�2�x2 dysin2 x+ sin2 y �� 1x (�2 � artgp�2 � x2x ) : (A.28)Ïîýòîìó èíòåãðàë J (1)2 ïîñëå ïîäñòàíîâêè x = �tïðèíèìàåò âèäJ (1)2 � 22 1Z0 (�2 � artg p1� t2t ) dtt : (A.29)Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äàåòJ (1)2 � �22 1Z0 ln tp1� t2 dt; (A.30)ïîñëå ÷åãî ñ ó÷åòîì �îðìóëû (863.41) èç [12℄ ïîëó�÷àåì J (1)2 � �24 ln 2: (A.31)Äëÿ âåëè÷èíû J (2)2 èç (A.25) ïîñëå èíòåãðèðîâà�íèÿ ïî ïåðåìåííîé y ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (A.26)ïîëó÷àåìJ (2)2 � �24 �=2Z� dxsinxp1 + sin2 x : (A.32)818



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 2014 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ : : :Ïîäñòàíîâêà osx = t äàåòJ (2)2 � �24 os �Z0 dt(1� t2)p2� t2 ; (A.33)òàê ÷òîJ (2)2 � �28 ln �����p2� t2 + tp2� t2 � t �����os �0 : (A.34)Çäåñü èñïîëüçîâàí ÷àñòíûé ñëó÷àé �îðìóëû (387)èç [12℄. Ïîñêîëüêó �� 1, èç (A.34) ñëåäóåòJ (2)2 � �28 ln 2�2 : (A.35)Â ðåçóëüòàòåJ2 = J (1)2 + J (2)2 � 3�28 ln 2� �24 ln �: (A.36)Ïîäñòàíîâêà (A.21) è (A.36) â (A.15) äàåò îêîí�÷àòåëüíî � 1 : N (z) � 22� �2 ln 1 + 5 ln 2� 1� : (A.37)Îòìåòèì, ÷òî 5 ln 2� 1 = 2:4657 : : : , â òî âðåìÿ êàêâ ðàáîòå [8℄ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòàíòû ïðèâå�äåíî íåñêîëüêî èíîå çíà÷åíèå: 2:3557.Ïðè  = 1, êàê è â íåïðåðûâíîé çàäà÷å, N (x) == N (y) = N (z) = 1=3. Ïðè ïàðàìåòðå àíèçîòðîïèè,áëèçêîì ê åäèíèöå, èìååì�� � 1��� 1 : N (z) � 13 + �2 � 1�I2;I2 � 0:168; (A.38)

ãäåI2 = 16�3 �=2Z0 dx �=2Z0 dy �� �=2Z0 dz sin2 x sin2 y�sin2 x+ sin2 y + sin2 z�2 : (A.39)ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. B. I. Shklovskii, Phys. Stat. Sol. B 85, K111 (1978).2. Á. È. Øêëîâñêèé, Ïèñüìà â ÆÒÔ 7, 1312 (1981).3. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÆÝÒÔ 82, 2053 (1982).4. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÆÝÒÔ 139, 378 (2011).5. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÆÝÒÔ 140, 976 (2011).6. C. J. Lobb, D. J. Frank, and M. Tinkham, Phys. Rev.B 23, 2262 (1981).7. S. Kirkpatrik, Rev. Mod. Phys. 45, 574 (1973).8. J. Bernasoni, Phys. Rev. B 9, 4575 (1974).9. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÔÒÒ 27, 2375 (1985).10. È. Ñ. �ðàäøòåéí, È. Ì. �ûæèê, Òàáëèöû èíòåãðà�ëîâ, ñóìì, ðÿäîâ è ïðîèçâåäåíèé, Ôèçìàòãèç, Ìîñê�âà (1962).11. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Ýëåêòðîäèíàìèêàñïëîøíûõ ñðåä, Íàóêà, Ìîñêâà (1992).12. �. Á. Äâàéò, Òàáëèöû èíòåãðàëîâ, Íàóêà, Ìîñêâà(1966).
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