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ÊÎÍÔÈ�Ó�ÀÖÈß ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕ ÎÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÍÓÑÎÂ Â�È�ÎÒ�ÎÏÍÛÕ Ê�ÈÑÒÀËËÀÕ Ï�È ÍÀËÈ×ÈÈ ÄÈÕ�ÎÈÇÌÀÂ. Ñ. Ìåðêóëîâ *Íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèé öåíòð Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Áåëàðóñè ïî ìàòåðèàëîâåäåíèþ220072, Ìèíñê, ÁåëàðóñüÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 3 àïðåëÿ 2014 ã.�àññìîòðåíû îïòè÷åñêèå êîíè÷åñêèå ñèíãóëÿðíîñòè â êðèñòàëëàõ ïðè íàëè÷èè ëèíåéíîãî äèõðîèçìà èåñòåñòâåííîé îïòè÷åñêîé àêòèâíîñòè â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ äèñïåðñèè ãëàâíûõ ïîêàçàòåëåé ïðåëîì-ëåíèÿ. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ îñîáåííîñòåé òèïà óçëîâîé òî÷êè, òî÷êè êàñàíèÿ, òðîéíîéòî÷êè è òî÷åê âîçâðàòà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Óñòàíîâëåíû 49 ðàçëè÷íûõ òèïîâ íåïðèâîäèìûõ ñèíãó-ëÿðíûõ îïòè÷åñêèõ êîíóñîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ áè�óðêà-öèé âîñüìè îñíîâíûõ ñèíãóëÿðíûõ êîíóñîâ. Â îñíîâó êëàññè�èêàöèè ïîëîæåíû ïîíÿòèÿ ãðóáîñòè ñèñòåì,çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ.DOI: 10.7868/S00444510150200291. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ðàáîòå [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî â ãèðîòðîïíûõ êðèñ-òàëëàõ â óñëîâèÿõ èçîòðîïèè ñèììåòðè÷íîé ÷àñòèäèýëåêòðè÷åñêîãî òåíçîðà âîçíèêàþò çàìêíóòûå ëè�íèè ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé ðå�ðàêöèè, îòâå÷àþ�ùèå êîíóñàì è, â ÷àñòíîñòè, ïëîñêîñòÿì îïòè÷åñêèõîñåé. Ýòè êîíóñû èñ÷åçàþò ïðè ìàëûõ àíèçîòðîï�íûõ èçìåíåíèÿõ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè äèýëåêòðè÷å�ñêîãî òåíçîðà, è íà èõ ìåñòå îñòàþòñÿ òîëüêî íåêî�òîðûå ïîëÿðèçàöèîííûå àíîìàëèè. Îäíàêî â êðè�ñòàëëàõ, â êîòîðûõ íà îïðåäåëåííîé äëèíå âîëíûíàáëþäàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå êðèâûõ äèñïåðñèè ãëàâ�íûõ ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ, ñîâñåì íå îáÿçàòåëü�íî ñîâïàäåíèå ìíèìûõ ÷àñòåé ïîêàçàòåëåé. Äðóãèìèñëîâàìè, ìíèìàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷å�ñêîãî òåíçîðà, ïðèâîäÿùàÿ ê ëèíåéíîìó äèõðîèçìó,íå îáÿçàòåëüíî èçîòðîïíà. Ýòîìó ñïîñîáñòâóåò òîò�àêò, ÷òî äëèíà âîëíû òàê íàçûâàåìîé ¾èçîòðîï�íîé¿ òî÷êè, êàê ïðàâèëî, î÷åíü áëèçêà ê çîíå ïîãëî�ùåíèÿ êðèñòàëëà [2�4℄, ÷òî îáóñëîâëèâàåò ñèëüíóþäèñïåðñèþ ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ è ïðèâîäèò êïåðåñå÷åíèþ êðèâûõ äèñïåðñèè. Êðèñòàëë, îñòàâà�ÿñü ïðîçðà÷íûì (��� 1), òåì íå ìåíåå èìååò çíà÷è�òåëüíûé êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ � � 1�10 ñì�1.*E-mail: merkul�physis.by

Ïîýòîìó ðàçíîñòü ìíèìûõ ÷àñòåé ïîêàçàòåëåé ïðå�ëîìëåíèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ è äàæå ìîæåò áûòü ñðàâ�íèìîé ñ ãèðîòðîïíûì âêëàäîì. Â òàêîé ñèòóàöèèêîíóñû (ïëîñêîñòè) îïòè÷åñêèõ îñåé (â îáû÷íîì èõïîíèìàíèè) íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âîîáùå. Â ðàáî�òå [5℄ ïîêàçàíî, ÷òî äàæå íåçíà÷èòåëüíûé äèõðîèçìïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ êîíóñîâ îïòè÷åñêèõ îñåéíà êîíóñû ñèíãóëÿðíûõ îïòè÷åñêèõ îñåé, ìåæäó êî�òîðûìè îáðàçóåòñÿ ¾ùåëü¿ ñ ðàâíûìè ñêîðîñòÿìèñîáñòâåííûõ âîëí. Ñèíãóëÿðíûé êîíóñ ðàçäåëÿåò îá�ëàñòè ðàâíûõ ñêîðîñòåé è ðàâíûõ ïîãëîùåíèé ñîá�ñòâåííûõ âîëí. Çàìåòèì, ÷òî â íåãèðîòðîïíûõ êðè�ñòàëëàõ ìîãóò èìåòü ìåñòî òîëüêî ëèíèè ðàâíûõ ñêî�ðîñòåé è ðàâíûõ ïîãëîùåíèé [6℄. Äëÿ êðèñòàëëîâñðåäíèõ ñèíãîíèé âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñî÷åòàíèÿñèíãóëÿðíûõ êîíóñîâ âòîðîãî ïîðÿäêà è ñèíãóëÿð�íûõ ïëîñêîñòåé [5℄. Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [1℄ ïðåä�ñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå ñèíãóëÿðíûõ êîíó�ñîâ è äëÿ êðèñòàëëîâ íèçøèõ ñèíãîíèé. Ïðè ó÷åòåäèõðîèçìà â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò îæèäàòü áîëüøå�ãî ðàçíîîáðàçèÿ êîí�èãóðàöèé ñèíãóëÿðíûõ êîíó�ñîâ, ÷åì â ìàãíèòîîïòèêå [7℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåñ öåëüþ ðàçâèòèÿ ñîîáðàæåíèé, âûêàçàííûõ â ðà�áîòå [5℄, óñòàíîâëåíû ðàçëè÷íûå òèïû íåïðèâîäè�ìûõ ñèíãóëÿðíûõ îïòè÷åñêèõ êîíóñîâ äëÿ êðèñòàë�ëîâ ïðîèçâîëüíîé ñèíãîíèè ïðè óñëîâèè èçîòðîïèèâåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ÷àñòè äèýëåêòðè÷åñêî�ãî òåíçîðà.208



ÆÝÒÔ, òîì 147, âûï. 2, 2015 Êîí�èãóðàöèÿ ñèíãóëÿðíûõ îïòè÷åñêèõ êîíóñîâ : : :2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß�àññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò ñïåöè�àëüíûé ñëó÷àé, êîãäà àíèçîòðîïíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ÷àñòü îáðàòíîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî òåíçîðà êðèñòàë�ëà ÿâëÿåòñÿ àíòèýðìèòîâîé, à àíòèñèììåòðè÷íàÿ÷àñòü � ýðìèòîâîé:�ij = �0Æij + idij + ieijkgklnl; (1)ãäå òåíçîð äèõðîèçìà dij è òåíçîð ãèðàöèè gij ÿâ�ëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè è ñèììåòðè÷íûìè, Æij �ñèìâîë Êðîíåêåðà, eijk � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîðòðåòüåãî ïîðÿäêà, ni � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïàðàë�ëåëüíûé âîëíîâîìó. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòüRe �0 � Im �0; jgij j; jdij j.Ñîãëàñíî [8; 9℄ óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà�ïðàâëåíèé, â êîòîðûõ ñîâïàäàþò ïîêàçàòåëè ïðå�ëîìëåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ âîëí (íå âàæíî, ïðåä�ñòàâëÿþò îíè èçîëèðîâàííûå îïòè÷åñêèå îñè èëè êî�íóñû îñåé), ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:(n; ~dn)� [(n;dn)� dtr℄2 =4 + (n;gn)2 = 0; (2)ãäå ~d � òåíçîð, äóàëüíûé òåíçîðó d, dtr � ñëåä òåí�çîðà. Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé��2 � êâàäðàò ïîëóðàçíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé�� = �0 ��� òåíçîðà �ij . Äëÿ ïîêàçàòåëåé ïðåëîì�ëåíèÿ èìååì n� = ��1=2� . Âèäíî, ÷òî â óðàâíåíèå(2) âõîäèò òîëüêî àíèçîòðîïíàÿ ÷àñòü òåíçîðà � èðåøåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà �0, ïîýòîìó ïðèìåìäëÿ óäîáñòâà �0 = (�xx + �yy)=2, òîãäà dxx = �dyy,dtr = dzz.Â ìàëîé îêðåñòíîñòè èññëåäóåìîé îïòè÷åñêîéîñè, èçíà÷àëüíî íàïðàâëåííîé âäîëü îñè z, óäîáíîâûðàçèòü êîîðäèíàòû âåêòîðà n ÷åðåç êîîðäèíàòû(x; y) ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè â ïëîñêîñòè z = 1:n = (x; y; 1)=p1 + x2 + y2 : (3)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ (3) â (2) ïîëó÷èìóðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êî�ý��èöèåíòàìè fabxayb = 0; (4)ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî a è b îò 0 äî4 (a+ b � 4). Çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ, êîòîðûå ïî�íàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì, äàíû â Ïðèëîæåíèè.Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíûå êîíè÷åñêèå ïîâåðõ�íîñòè (â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ îñè èëè ïëîñêîñòè) îòîá�ðàæàþòñÿ â âåùåñòâåííûå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå÷åòâåðòîé ñòåïåíè íà ïëîñêîñòè xy. Îòäåëüíûå îñèåñòåñòâåííî îòîáðàæàþòñÿ â èçîëèðîâàííûå òî÷êèíà ýòîé ïëîñêîñòè.

Ïîëîæåíèå îïòèêè àíèçîòðîïíûõ ñðåä î òîì, ÷òîðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêèõ îäíîðîäíûõ âîëí âäîëüâûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìåðíîéìàòðèöåé �̂, ñîñòàâëåííîé èç êîìïîíåíò îáðàòíîãîäèýëåêòðè÷åñêîãî òåíçîðà â ïëîñêîñòè �ðîíòà [10℄,îñòàåòñÿ â ñèëå ïðè ïðîèçâîëüíîì (â îáùåì ñëó÷àåêîìïëåêñíîì è íåýðìèòîâîì) òåíçîðå. Åñëè âîëíî�âîé âåêòîð íàïðàâëåí âäîëü îñè z, òî�̂ = " �0 + idxx idxy � igzzidxy + igzz �0 � idxx # : (5)Â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýëåêòðè÷åñêîéèíäóêöèè ìîæíî âçÿòü ñëåäóþùèå:D� = " dxx � i��dxy + gzz # � onst; (6)èëè ðàâíîñèëüíûå èìD� = " dxy � gzz�dxx � i�� # � onstíà òîò ñëó÷àé, åñëè êàêîé-íèáóäü èç âåêòîðîâ îêà�æåòñÿ íóëåâûì.Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ÷åðåç êðèñòàëë âåêòîð Dðåçóëüòèðóþùåé âîëíû èçìåíÿåòñÿ ñ ðàññòîÿíèåìñëåäóþùèì îáðàçîì:D = exp�ikz�̂�1=2�D0 == 2664 os Æ�dxx�� sin Æ gzz�dxy�� sin Æ�gzz�dxy�� sin Æ os Æ+dxx�� sin Æ 3775D0ei'; (7)ãäå ' � Æ = n�kz � íàáåãè �àç ñîáñòâåííûõ âîëí.Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (7) çàïèñàíî ïðè óñëîâèè�� 6= 0.Ïîëÿðèçàöèÿ âîëíû èçìåíÿåòñÿ ñ ðàññòîÿíèåìòàêèì îáðàçîì, ÷òî íîðìèðîâàííûé âåêòîð Ñòîêñà�i = �(i)��D�D��DD�(�(i)�� � ìàòðèöû Ïàóëè) îïèñûâàåò îïðåäåëåííûåòðàåêòîðèè íà ñ�åðå Ïóàíêàðå �21 + �22 + �23 = 1.Àçèìóò áîëüøåé îñè ýëëèïñà ïîëÿðèçàöèè � == artg(�1=�3)=2, ýëëèïòè÷íîñòü ïîëÿðèçàöèè � == arsin(�2)=2.3. ÑÈÍ�ÓËß�ÍÀß ËÈÍÅÉÍÀß ÎÑÜ ÈÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÉ ÊÎÍÓÑ�àññìîòðèì ñèíãóëÿðíóþ îñü, ðàñïîëîæåííóþâ íà÷àëå êîîðäèíàò, ò. å. f00 = 0, ïðè gzz =2 ÆÝÒÔ, âûï. 2 209
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�èñ. 1. Òðàåêòîðèè, îïèñûâàåìûå êîíöîì íîðìèðîâàííîãî âåêòîðà Ñòîêñà íà ñ�åðå Ïóàíêàðå ïðè ðàñïðîñòðàíåíèèâîëíû ÷åðåç êðèñòàëë: a � ñëó÷àé ñèíãóëÿðíîé ëèíåéíîé îñè ïðè gzz = �dxy, ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè èçîáðàæåíûðÿäîì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè ñ�åðû Ïóàíêàðå, öåíòðàëüíîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò �3 = 1; á � ñëó÷àé ðàâíûõïîãëîùåíèé ñîáñòâåííûõ âîëí; â � ñëó÷àé ðàâíûõ ñêîðîñòåé ñîáñòâåííûõ âîëí; ã � îáùèé ñëó÷àé ïðè ñäâèãå äëèíûâîëíû îò ¾èçîòðîïíîé¿ òî÷êè= �qd2xx + d2xy 6= 0. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîá�ñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû �̂ îäèíàêîâûå. Åäèí�ñòâåííàÿ ñîáñòâåííàÿ âîëíà ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàíà ètg 2� = �dxx=dxy. Èìååò ìåñòî ñèíãóëÿðíàÿ ëèíåé�íàÿ îñü ïî àíàëîãèè ñ ñèíãóëÿðíîé êðóãîâîé îñüþ[10℄. Â êðèñòàëëå ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñèíãóëÿð�íàÿ âîëíà ñ àìïëèòóäîé, ëèíåéíî èçìåíÿþùåéñÿ ñðàññòîÿíèåì. Èç âûðàæåíèÿ (7) ïðè �� ! 0 ïîëó�÷èì D = D0ei' � 12 ikz (�̂ � �0) ��3=20 D0ei': (8)Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ÷åðåç êðèñòàëë ïîëÿðèçà�öèÿ âîëíû îïèñûâàåò òðàåêòîðèè íà ñ�åðå Ïóàíêà�ðå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1à ïðè gzz = �dxy. Åñòå�ñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí íà

ðàññòîÿíèÿõ x < ��1; òîãäà îòíîøåíèå àìïëèòóäûñèíãóëÿðíîé âîëíû ê àìïëèòóäå îáû÷íîé ìåíüøååäèíèöû. Ïîýòîìó �èçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò òîëüêîìàëûå îòðåçêè äóã, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 1a, ïðè÷åìîíè íå ìîãóò äîñòèãàòü òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîá�ñòâåííîé ïîëÿðèçàöèè. Åñëè ïîëÿðèçàöèÿ âõîäíîãîèçëó÷åíèÿ D0 ñîâïàäàåò ñ ïîëÿðèçàöèåé ñîáñòâåí�íîé âîëíû (öåíòðàëüíàÿ òî÷êà íà ðèñ. 1à), òî âòî�ðîé ÷ëåí â �îðìóëå (8) îáðàùàåòñÿ â íóëü è ñèíãó�ëÿðíàÿ âîëíà âîîáùå íå âîçáóæäàåòñÿ. Ýòîò ìîìåíòíåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòà�òîâ èçìåðåíèé îïòè÷åñêîãî âðàùåíèÿ â êðèñòàëëàõïðè íàëè÷èè ëèíåéíîãî äèõðîèçìà.Ñóòü âîçíèêíîâåíèÿ ñèíãóëÿðíîé ëèíåéíîé îñèçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äåéñòâèå åñòåñòâåííîé îïòè�210



ÆÝÒÔ, òîì 147, âûï. 2, 2015 Êîí�èãóðàöèÿ ñèíãóëÿðíûõ îïòè÷åñêèõ êîíóñîâ : : :
A0 A1 A∗

1 A2 A3

A∗

3 A4 D4 {2A0} {2A1}�èñ. 2. Òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ è îñîáûå òî÷êè íà ñèíãóëÿðíîì êîíóñå (îáîçíà÷åíèÿ â òåêñòå)÷åñêîé àêòèâíîñòè ïðèâîäèò ê ïîâîðîòó ëèíåéíîéïîëÿðèçàöèè âîëíû âñåãäà â îäíîì íàïðàâëåíèè, àëèíåéíûé äèõðîèçì ñòðåìèòñÿ ïîâåðíóòü ïîëÿðèçà�öèþ ê îñè ìåíüøåãî ïîãëîùåíèÿ. Êîãäà ýòè �àê�òîðû ðàâíû è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó, âîçíèêà�åò ñèíãóëÿðíàÿ îñü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íóëåâîìó ïî�âîðîòó ïîëÿðèçàöèè. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïîëîæåíèåòî÷êè íóëåâîãî âðàùåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõñäâèãàõ äëèíû âîëíû îò ¾èçîòðîïíîé¿ òî÷êè. Òðà�åêòîðèè ìîãóò ïðèíèìàòü âèä, ïðåäñòàâëåííûé íàðèñ. 1ã, íî òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð ðè�ñóíêà, îáÿçàòåëüíî èìååò âåðòèêàëüíóþ êàñàòåëü�íóþ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ¾ñëåäîì¿ ñèíãóëÿðíîé îñè.Òåïåðü ðàññìîòðèì ìàëóþ îêðåñòíîñòü ñèíãóëÿð�íîé îñè. Åñëè êîý��èöèåíòû ïåðâîãî ïîðÿäêà f10è/èëè f01 íå ðàâíû íóëþ, òî ïîâîðîòîì ñèñòåìû êî�îðäèíàò ìîæíî îáðàòèòü â íóëü êîý��èöèåíò f10 èñäåëàòü f01 áîëüøå íóëÿ. Òîãäà â ïåðâîì ïðèáëèæå�íèè âäîëü îñè x èìååì �� � 0, ò. å. ðàññìàòðèâàåìàÿñèíãóëÿðíàÿ îñü çàíèìàåò îáùåå ïîëîæåíèå íà ñèí�ãóëÿðíîì êîíóñå (ðèñ. 2, êðèâàÿ A0). Â íàïðàâëåíèèîñè y èìååì êîðíåâóþ çàâèñèìîñòü �� � pf01y. Åñ�ëè y > 0, òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè àçèìóòû ïîëÿðè�çàöèè ñîáñòâåííûõ âîëí ñîâïàäàþò, à èõ ýëëèïòè÷�íîñòè îäèíàêîâû ïî ìîäóëþ, íî ïðîòèâîïîëîæíûïî çíàêó. Êîý��èöèåíòû ïîãëîùåíèÿ ñîáñòâåííûõâîëí ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò â ñâÿçè ñ äåéñòâèòåëü�íîñòüþ âåëè÷èíû �� è óñëîâèåì Re �0 � Im �0. Íàðèñ. 3a èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè äåéñòâèòåëüíûõ èìíèìûõ ÷àñòåé �� îò y, à òàêæå ïîëÿðèçàöèè ñîá�ñòâåííûõ âîëí äëÿ ñëó÷àÿ gzz = �dxy. Íîðìèðîâàí�íûé âåêòîð Ñòîêñà îïèñûâàåò òðàåêòîðèè íà ñ�åðå

Ïóàíêàðå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1á.Åñëè y < 0, òî çíà÷åíèå �� ÷èñòî ìíèìîå, è ñîá�ñòâåííûå âîëíû ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàíû ñîãëàñíî (6)(ðèñ. 3a). Ôàçîâûå ñêîðîñòè ñîáñòâåííûõ âîëí ïðàê�òè÷åñêè îäèíàêîâû (â ñâÿçè ñ Re �0 � Im �0). �àñ÷åòñîãëàñíî (7) ïðè çàìåíå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíê�öèé íà ãèïåðáîëè÷åñêèå äàåò èçìåíåíèå ïîëÿðèçà�öèé âîëí ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ÷åðåç êðèñòàëë, ïî�êàçàííîå íà ðèñ. 1â.4. ÎÑÎÁÛÅ ÒÎ×ÊÈÅñëè êîý��èöèåíòû ïåðâîãî ïîðÿäêà f10 è f01ðàâíû íóëþ, à ýòî âîçìîæíî ïðègxz = �(dxxdxz + dxydyz)=2gzz;gyz = (dxxdyz � dxydxz)=2gzz; (9)òî èìååì îñîáóþ òî÷êó è íåîáõîäèìî ðàññìàòðè�âàòü êîý��èöèåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà. Åñëè äèñêðè�ìèíàíò �1 = f211 � 4f02f20 > 0, òî ðåàëèçóåòñÿïåðåñå÷åíèå äâóõ âåòâåé êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè èñîîòâåòñòâóþùàÿ óçëîâàÿ òî÷êà A1, ïîêàçàííàÿ íàðèñ. 2. Â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèÿ îñîáûõ òî÷åêáóäóò ñîâïàäàòü ñ îáîçíà÷åíèÿìè ïðîñòûõ àëãåáðËè [11℄. Ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíî îáðà�òèòü â íóëü êîý��èöèåíò f20 è òåì ñàìûì íàïðà�âèòü êàñàòåëüíóþ ê îäíîé èç âåòâåé âäîëü îñè x.Åñëè f02 > 0, òî ïî îáå ñòîðîíû â íàïðàâëåíèè îñèy èìååì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü �� � pf02 y è ñåêòî�ðû ðàâíûõ ïîãëîùåíèé ñîáñòâåííûõ âîëí (ðèñ. 3á ).Åñëè f02 < 0, òî ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü211 2*
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ ÷à-ñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �� îò êîîðäèíàòû y:a � â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè îáùåãî ïîëîæå-íèÿ íà ñèíãóëÿðíîì êîíóñå (ïîëÿðèçàöèè ñîáñòâåí-íûõ âîëí èçîáðàæåíû ðÿäîì ñ êðèâûìè äëÿ ñëó÷àÿgzz = �dxy > 0); á � â îêðåñòíîñòè óçëîâîé òî÷êè(çäåñü è äàëåå íå óêàçûâàåòñÿ, êàêîé ÷àñòè ñîîòâåò-ñòâóåò êàæäàÿ êðèâàÿ, òàê êàê âîçìîæíû îáà âàðè-àíòà); â � â îêðåñòíîñòè òî÷êè âîçâðàòà (âäîëü îñèx) è òðîéíîé òî÷êè; ã � â îêðåñòíîñòè âûðîæäåí-íûõ äâîéíîãî è ÷åòâåðíîãî óçëîâ

ìíèìîé ÷àñòè �� è ñåêòîðû ðàâíûõ ñêîðîñòåé. Âñâÿçè ñ ýòèì íà ðèñ. 3á�3ã íå óêàçûâàåòñÿ, êàêîé ÷à�ñòè ��, äåéñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé, ñîîòâåòñòâóåòêàæäàÿ êðèâàÿ; âîçìîæíû îáà âàðèàíòà.Åñëè äèñêðèìèíàíò �1 < 0, òî èìååì èçîëèðî�âàííóþ òî÷êó A�1 (ñì. ðèñ. 2) â îáëàñòè ðàâíûõ ïî�ãëîùåíèé èëè ðàâíûõ ñêîðîñòåé â çàâèñèìîñòè îòçíàêà f02.Ïðè �1 = 0 (f02 6= 0, f20 = f11 = 0) è f30 6= 0âîçíèêàåò îñîáåííîñòü òèïà ïîëóêóáè÷åñêîé òî÷êèâîçâðàòà A2 (ñì. ðèñ. 2):y2 = �(f30=f02)x3 + o(x3): (10)Ýòî âîçìîæíî ïðè óñëîâèègxx = (4g2yz + g2zz + dxxdzz)=2gzz;gxy = (dxydzz � 4gxzgyz)=gzz: (11)Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîëó÷àåì òîæå ïîëóêó�áè÷åñêèå çàâèñèìîñòè îò x (ðèñ. 3â).Åñëè f30 = 0, òî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äèñêðè�ìèíàíò �2 = f221 � 4f02f40. Ïðè �2 > 0 ðåàëèçóåòñÿîñîáåííîñòü òèïà òî÷êè êàñàíèÿ èëè ñàìîïðèêîñíî�âåíèÿ A3 (ñì. ðèñ. 2):y = ��f21 �p�2 �x2=2f02 + o(x2): (12)Ïðè �2 < 0 èìååì èçîëèðîâàííóþ òî÷êó êàñàíèÿ A�3(ñì. ðèñ. 2).Ïðè �2 = 0 âû÷èñëåíèÿ ñëåäóþùåãî äèñêðèìè�íàíòà äàþò �3 = f21f31=2 � f12f40 = 0, è äðóãèåäâîéíûå îñîáûå òî÷êè íå âîçíèêàþò, ÷òî îáóñëîâëå�íî íàëè÷èåì ñâÿçåé ìåæäó êîý��èöèåíòàìè â âûðà�æåíèè (4). Ïîëó÷àåì äâàæäû âûðîæäåííóþ êðèâóþâòîðîãî ïîðÿäêà f2A0g (ñì. ðèñ. 2, �èãóðíûå ñêîáêèîçíà÷àþò, ÷òî êðèâûå íå ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìèêðèâûìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà). Çàâèñèìîñòè �� ëè�íåéíûå (ðèñ. 3á ).È, íàêîíåö, ïðè f02 = f20 = f11 = 0 âîçìîæíàòðîéíàÿ òî÷êà D4, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ òðè âåò�âè êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 2). Ê óñëîâèÿì(11) äîáàâèòñÿ åùågyy = (4g2xz + g2zz � dyydzz)=2gzz:Â ìàëîé îêðåñòíîñòè òàêîé òî÷êè èìååì(f03y2 + f12yx+ f21x2)y � 0ïðè f30 = 0 è �4 = f212 � 4f03f21 > 0. Ïðèâåäåìïðèìåð òðîéíîé òî÷êè ïðè gxx = 2gyz = 2gyy == gzz = dxy = �dxz (îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíûíóëþ). Îòìåòèì, ÷òî �� �pf03y3, è ïðè äâèæåíèè212



ÆÝÒÔ, òîì 147, âûï. 2, 2015 Êîí�èãóðàöèÿ ñèíãóëÿðíûõ îïòè÷åñêèõ êîíóñîâ : : :âäîëü îñè y ïðîèñõîäèò ïåðåõîä èç îáëàñòè ðàâíûõïîãëîùåíèé â îáëàñòü ðàâíûõ ñêîðîñòåé (èëè íàî�áîðîò). Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîëó÷àåì ïîëó�êóáè÷åñêèå çàâèñèìîñòè (ñì. ðèñ. 3â). Äðóãèå òðîé�íûå îñîáûå òî÷êè íå âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íåðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé �4 < 0. Ïðè �4 = 0 âñå êîý��è�öèåíòû òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ è ìû èìååìâûðîæäåííûé äâîéíîé óçåë f2A1g (ñì. ðèñ. 2), íà�ïðèìåð, ïðè 2gxx = 2gyy = gzz = dxy, ïðè÷åì çàâè�ñèìîñòü �� � pf04 y2 êâàäðàòè÷íàÿ ïðè äâèæåíèèâäîëü îñè y (ñì. ðèñ. 3ã).Îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ òðåáóåò îêðåñòíîñòüîáû÷íîé îïòè÷åñêîé îñè ïðè dxx = dxy = gzz = 0.Â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà f10 = f01 = 0, ÷òî îçíà÷àåò ïî�ñòîÿííîå íàëè÷èå îñîáîé òî÷êè, è îñü íå ìîæåò çà�íèìàòü îáùåå ïîëîæåíèå íà íåâûðîæäåííîì êîíóñå÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïîâòîðÿÿ øàãè, êàê è â ñëó÷àåñèíãóëÿðíîé îñè, ìîæíî óáåäèòüñÿ â íàëè÷èè ïðèîïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îñîáûõ òî÷åê A1, A�1, A2, A3è A�3. Îäíàêî ïðè �2 = 0 âîçìîæåí ñëó÷àé �3 6= 0,êîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà âîçâðàòà âòîðîãî ðîäà èëèêëþâ A4 (ñì. ðèñ. 2) � îáå âåòâè ðàñïîëîæåíû ïîîäíó ñòîðîíó ïî îòíîøåíèþ ê îáùåé êàñàòåëüíîéy = � f212f02 x2 � p�3f02 x5=2 + o(x2): (13)Íàïðèìåð, òàêàÿ òî÷êà âîçìîæíà ïðè gxy = gxz == gyy = dyz=2.Çàìåòèì, ÷òî âäîëü îñè y äëÿ òî÷åê A2, A3 è A4 ñîáû÷íîé îïòè÷åñêîé îñüþ âñåãäà íàõîäèòñÿ îáëàñòüðàâíûõ ñêîðîñòåé, ïîñêîëüêó f02 < 0.Ïðè �3 = 0 äðóãèå äâîéíûå îñîáûå òî÷êè íåâîçíèêàþò, è ìû ïîëó÷àåì äâàæäû âûðîæäåííóþêðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà (f2A0g, ñì. ðèñ. 2). Òðîé�íîé óçåë òîæå îòñóòñòâóåò, ÷òî îáóñëîâëåíî íàëè÷è�åì ñâÿçåé ìåæäó êîý��èöèåíòàìè â âûðàæåíèè (5).Ìîãóò èìåòü ìåñòî âûðîæäåííûé äâîéíîé óçåëf2A1g, ðàñïàäàþùèéñÿ ÷åòâåðíîé óçåë [5℄, ðàñïàäà�þùàÿñÿ ÷åòâåðíàÿ èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà, à òàêæå ÷å�òûðåæäû âûðîæäåííàÿ ïëîñêîñòü. Âî âñåõ ñëó÷àÿõçàâèñèìîñòü �� îò y êâàäðàòè÷íàÿ (ñì. ðèñ. 3ã).5. ÊÎÍÔÈ�Ó�ÀÖÈß ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕÊÎÍÓÑÎÂÂ ðàáîòå [12℄ ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññè�èêàöèÿíåïðèâîäèìûõ âåùåñòâåííûõ êðèâûõ ÷åòâåðòîé ñòå�ïåíè. Âñåãî èìååòñÿ 99 òèïîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó�÷èòü ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ áè�óðêàöèé íåêîòî�ðûõ ÷åòûðåõ îñíîâíûõ êðèâûõ. Â îñíîâó êëàññè�è�êàöèè ïîëîæåíû ïîíÿòèÿ ãðóáîñòè è ñòåïåíåé íåãðó�

áîñòè ñèñòåì, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ. Ýòè ïîíÿ�òèÿ èìåþò âàæíûé �èçè÷åñêèé ñìûñë è âïåðâûå èñ�ïîëüçîâàëèñü â òåîðèè êîëåáàíèé [13℄. Âñÿêîé êðè�âîé ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êà â êîí�èãóðàöèîí�íîì ïðîñòðàíñòâå êîý��èöèåíòîâ. Êðèâàÿ íàçûâà�åòñÿ ãðóáîé (èëè èìåþùåé íóëåâóþ ñòåïåíü íåãðó�áîñòè), åñëè ïðè ëþáûõ ìàëûõ âàðèàöèÿõ êîý��è�öèåíòîâ ïîëó÷àþòñÿ êðèâûå, ãîìåîìîð�íûå èñõîä�íîé. Êðèâàÿ èìååò (l + 1)-þ ñòåïåíü íåãðóáîñòè, åñ�ëè ïðè âàðèàöèÿõ êîý��èöèåíòîâ ìîãóò ïîëó÷àòüñÿêðèâûå l-é ñòåïåíè íåãðóáîñòè, à òàêæå, âîçìîæíî,êðèâûå, ãîìåîìîð�íûå èñõîäíîé. Ýòî îïðåäåëåíèåñëåäóåò ÷èòàòü ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ l = 0, 1, 2 èò. ä.Êðèâûå áåç îñîáûõ òî÷åê ÿâëÿþòñÿ ãðóáûìè. Âðàáîòå [12℄ óñòàíîâëåíî, êàêèå íàáîðû èç 13 âîçìîæ�íûõ âèäîâ îñîáûõ òî÷åê ìîæåò èìåòü íåïðèâîäèìàÿêðèâàÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè è ïîêàçàíî, ÷òî íàèáîëü�øàÿ ñòåïåíü íåãðóáîñòè êðèâîé ðàâíà øåñòè.Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîé îïòè÷åñêîé çàäà÷åèìåþò ìåñòî òîëüêî ñåìü âèäîâ îñîáûõ òî÷åê, ñëå�äóåò îæèäàòü, ÷òî ÷èñëî òèïîâ êðèâûõ çíà÷èòåëüíîóìåíüøèòñÿ. Ïåðå÷èñëèì çäåñü âîçìîæíûå áè�óð�êàöèè, ïðèâîäÿùèå ê ïîíèæåíèþ ñòåïåíè íåãðóáî�ñòè êðèâîé íà åäèíèöó äëÿ èìåþùåãîñÿ íàáîðà îñî�áûõ òî÷åê:� èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà A�1 ìîæåò ïðåâðàùàòüñÿâ îâàë èëè èñ÷åçàòü;� óçåë A1 ìîæåò ðàñïàäàòüñÿ íà äâå âåòâè;� òî÷êà âîçâðàòà A2 ìîæåò ïðåâðàùàòüñÿ â óçåëèëè ðàñïàäàòüñÿ íà èçîëèðîâàííóþ òî÷êó A�1 è îäíóâåòâü;� òî÷êà êàñàíèÿ A3 ìîæåò ïðåâðàùàòüñÿ â òî÷�êó âîçâðàòà A2 èëè ðàñïàäàòüñÿ íà äâà ñâÿçàííûõóçëà A1;� èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà êàñàíèÿ A�3 ìîæåò ïðå�âðàùàòüñÿ â òî÷êó âîçâðàòà A2 èëè ðàñïàäàòüñÿ íàäâå èçîëèðîâàííûå òî÷êè A�1;� êëþâ A4 ìîæåò ïðåâðàùàòüñÿ â òî÷êó êàñàíèÿA3 èëè ðàñïàäàòüñÿ íà èçîëèðîâàííóþ òî÷êó êàñà�íèÿ A�3 è îäíó âåòâü, íà ñâÿçàííûå òî÷êó âîçâðàòàA2 è óçåë A1; íà òî÷êó âîçâðàòàA2 è èçîëèðîâàííóþòî÷êó A�1;� òðîéíàÿ òî÷êà D4 ìîæåò ïðåâðàùàòüñÿ â òî÷�êó êàñàíèÿ A3 è îäíó âåòâü.�àñïàäû îñîáûõ òî÷åê îïèñûâàþòñÿ â òî÷íîñòèðàñïàäîì ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàìì Äûíêèíà [11℄.Íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü íåãðóáîñòè íåïðèâîäèìûõêðèâûõ â äàííîé çàäà÷å ðàâíà ÷åòûðåì. Ýòî êðè�âûå, ñîäåðæàùèå åäèíñòâåííûé êëþâ A4 èëè òðîé�íóþ òî÷êó D4, è åùå øåñòü òèïîâ A�1A�3, A1A3, 2A2,A�1 ~A3, 2 ~A1 ~A2, ~A1 ~A3, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 4 è 5, ãäå213
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�èñ. 4. Êîí�èãóðàöèè çàêðûòûõ êîíóñîâ. Öè�ðû â íà÷àëå ñòðîê îáîçíà÷àþò ñòåïåíè íåãðóáîñòè êîíóñîâòèëüäà îçíà÷àåò îòêðûòûé õàðàêòåð êðèâîé. Êðè�âûå îòêðûòîãî òèïà ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì áè�óðêàöèéâûðîæäåííûõ äâîéíûõ óçëîâ f2 ~A1g, à çàêðûòîãî òè�ïà � ïóòåì áè�óðêàöèé âûðîæäåííûõ äâîéíûõ îâà�ëîâ f2A0g (ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíè èìåþò ïÿòóþñòåïåíü íåãðóáîñòè, åñëè ðàñïðîñòðàíèòü ýòî ïîíÿ�òèå è íà âûðîæäåííûå êðèâûå). Ïîñëåäîâàòåëüíûåáè�óðêàöèè ýòèõ êðèâûõ ïðèâîäÿò ê 49 íåïðèâîäè�ìûì òèïàì ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ, à ñëåäîâàòåëüíî,è ñèíãóëÿðíûõ êîíóñîâ.Íà ðèñ. 4 è 5 èçîáðàæåíû ñòåðåîãðà�è÷åñêèåïðîåêöèè ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñîâ ñ åäèíè÷íîéñ�åðîé äëÿ âñåõ òèïîâ. �îðèçîíòàëüíûå ñòðîêè ñîîò�âåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ñòåïåíÿì íåãðóáîñòè. Âñå òè�ïû, çà èñêëþ÷åíèåì AI2 è AII2 , ðàçëè÷àþòñÿ òàêèì îá�ðàçîì, ÷òî íèêàêèìè íåïðåðûâíûìè îäíîçíà÷íûìèîòîáðàæåíèÿìè èõ íåëüçÿ ïðåîáðàçîâàòü äðóã â äðó�ãà ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ íàáîðà îñîáûõ òî÷åê. Áè��óðêàöèè îòêðûòûõ êîíóñîâ ìîãóò ïðèâîäèòü ê çà�êðûòûì, íî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî. Îòêðû�òûé êîíóñ 3 ~AII1 ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðÿìîé áè�óðêà�

öèè âûðîæäåííîãî äâîéíîãî óçëà f2 ~A1g. Íåïîñðåä�ñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå òèïûðåàëèçóþòñÿ. Òàê, íà ðèñ. 4 è 5 ïðèâåäåíû ðàñ÷åò�íûå êðèâûå ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ êîìïîíåíòòåíçîðîâ. Îòìåòèì, ÷òî ìû íå âûäåëÿåì â îòäåëü�íûå òèïû íåïðèâîäèìûå êîíóñû ñ êîìïëåêñíûìèîñîáûìè òî÷êàìè (êîòîðûå ìîãóò èìåòü ìåñòî), ïî�ñêîëüêó îíè íå äàþò íîâûõ òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâêîíóñîâ. Òàêæå ìîãóò èìåòü ìåñòî ïðèâîäèìûå êî�íóñû, ÿâëÿþùèåñÿ ðàçëè÷íûìè ñî÷åòàíèÿìè ïëîñ�êîñòåé, êîíóñîâ âòîðîé è òðåòüåé ñòåïåíåé. Èõ ïå�ðå÷èñëåíèå íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûõ ìàòåìàòè÷åñêèõçàòðóäíåíèé, íî ìåíåå èçÿùíî.Îòìåòèì, ÷òî â ìàãíèòîîïòèêå áåç ó÷åòà ïðî�ñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè âîçìîæíû òîëüêî 13 òè�ïîâ íåïðèâîäèìûõ ñèíãóëÿðíûõ êîíóñîâ, âêëþ÷àÿèçîëèðîâàííûå îñè [6; 14℄, ñðåäè êîòîðûõ, îäíàêî,èìåþòñÿ è äâà òèïà òîïîëîãè÷åñêè îòëè÷íûõ îò ðàñ�ñìîòðåííûõ âûøå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç 3 ~AII1 è2AII1 ïóòåì ðåáè�óðêàöèè äâóõ óçëîâ â îäíó òî÷êóêàñàíèÿ. Ïîñëåäíèé òèï â êðèñòàëëàõ ñ åñòåñòâåííîé214
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�èñ. 5. Êîí�èãóðàöèè îòêðûòûõ êîíóñîâîïòè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ îêàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì,ò. å. ñîîòâåòñòâóåò äâóì êàñàþùèìñÿ êîíóñàì âòîðîéñòåïåíè.Òåïåðü çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, íà êàêîé óãîë ïîâåð�íåòñÿ ïîëÿðèçàöèÿ ñîáñòâåííîé âîëíû ïðè îáõîäå ïîçàìêíóòîìó êîíòóðó êîíóñà áåç îñîáûõ òî÷åê A0. Ñî�ãëàñíî ðàáîòå [8℄, äëÿ èñêîìîãî êîíòóðíîãî èíòåãðà�ëà ïîëó÷èì I d� = 2�Xi Ci; (14)ãäå Ci � òîïîëîãè÷åñêèå èíäåêñû òî÷åê, ñîîòâåò�ñòâóþùèõ âûõîäàì îïòè÷åñêèõ îñåé (áåç ó÷åòà ãèðî�òðîïèè), ïîïàäàþùèõ âíóòðü êîíòóðà. Òàê êàê èí�äåêñû òî÷åê ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ +1 (îïòè÷å�ñêàÿ îñü îäíîîñíîãî êðèñòàëëà) èëè +1=2 (îïòè÷å�ñêàÿ îñü äâóîñíîãî êðèñòàëëà), à ñèíãóëÿðíûå êðó�ãîâûå îñè ñ èíäåêñàìè +1=4 îòñóòñòâóþò, òî äâè�æåíèå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ìîæåò ïðèâîäèòü êïîâîðîòó ïîëÿðèçàöèè íà 0, +� èëè +2�.

6. Î ÌÀËÎÌ ÏÀ�ÀÌÅÒ�Å ÂÊ�ÈÑÒÀËËÎÎÏÒÈÊÅÂ òåîðèè êîëåáàíèé èç ñîîáðàæåíèé óñòîé÷è�âîñòè ïðèíÿòî îãðàíè÷èâàòüñÿ èçó÷åíèåì ãðóáûõñèñòåì. Íåãðóáûå ñëó÷àè ÿâëÿþòñÿ ñâîåîáðàçíûìè¾âîäîðàçäåëàìè¿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ãðóáûìè ñî�ñòîÿíèÿìè. Èñõîäÿ èç òàêîé àíàëîãèè, â ðàññìàò�ðèâàåìîé çàäà÷å íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðåäñòàâëÿ�þò ñëó÷àè ñèíãóëÿðíûõ êîíóñîâ áåç îñîáûõ òî÷åê,è ÷åì âûøå ñòåïåíü íåãðóáîñòè, òåì ìàëîâåðîÿòíåéñîîòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèå. Îäíàêî ñèòóàöèÿ â êðè�ñòàëëîîïòèêå ñîâåðøåííî ïðîòèâîïîëîæíàÿ è áëè�æå ïî ñâîåé ñóòè ê òåîðèè âîçìóùåíèé. Â êà÷åñòâåìíîãîêîìïîíåíòíîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà âûñòóïàþòâñå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ dij è gij . Åñëè îäèí èçòåíçîðîâ, íàïðèìåð gij , ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìóâèäó, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äîñòàòî÷íî ðàñ�ñìàòðèâàòü âîñüìèìåðíûé ìàëûé ïàðàìåòð â ïðî�ñòðàíñòâå R8. Íà÷àëó êîîðäèíàò áóäåò ñîîòâåòñòâî�âàòü îáû÷íàÿ èçîòðîïíàÿ ñðåäà, îáëàäàþùàÿ íàè�áîëüøèìè ñèììåòðèåé è ñòåïåíüþ íåãðóáîñòè. Òî÷�215



Â. Ñ. Ìåðêóëîâ ÆÝÒÔ, òîì 147, âûï. 2, 2015êàì â ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò áóäóò ñî�îòâåòñòâîâàòü âñå ðàññìîòðåííûå òèïû êîíóñîâ. Ýòîñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) íå èçìå�íÿþòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîì ìàñøòàáèðîâàíèè âñåõêîìïîíåíò òåíçîðîâ. �ðóáûì ñèíãóëÿðíûì êîíóñàìñîîòâåòñòâóþò îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà R8. Êîíóñàìl-é ñòåïåíè íåãðóáîñòè ñîîòâåòñòâóþò ãèïåðïîâåðõ�íîñòè ðàçìåðíîñòè 8� l. Îäíîîñíûì êðèñòàëëàì ñî�îòâåòñòâóþò ëèíèè, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü 1. Ìàëîéîêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ýòîé ëèíèè ñîîòâåòñòâóþòâñå çàêðûòûå òèïû êîíóñîâ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âñåçàêðûòûå êîíóñû âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå áè�óðêà�öèé îïòè÷åñêîé îñè îäíîîñíîãî êðèñòàëëà.Îòìåòèì, ÷òî âñå òèïû êîíóñîâ ñîõðàíÿþòñÿ èïðè îäíîâðåìåííîì óìíîæåíèè âñåé àíèçîòðîïíîé÷àñòè òåíçîðà �ij íà ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñ�ëî. Â ÷àñòíîñòè, ïðè óìíîæåíèè íà ìíèìóþ åäèíè�öó i àíèçîòðîïíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ñòàíîâèòñÿýðìèòîâîé, à àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü � àíòèýðìè�òîâîé. Âî âñåì ïðåäûäóùåì èçëîæåíèè ìåíÿþòñÿìåñòàìè îáëàñòè ðàâíûõ ñêîðîñòåé è ðàâíûõ ïîãëî�ùåíèé, à êðèâûå íà ðèñ. 1 îêàçûâàþòñÿ ïîâåðíóòû�ìè íà �=2.7. ÎÖÅÍÊÈ È ÂÎÇÌÎÆÍÀß �ÅÀËÈÇÀÖÈßÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕ ÊÎÍÓÑÎÂÏðèâåäåì íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ êðèñòàëëà CdP2(ñèììåòðèÿ D4). Â ¾èçîòðîïíîé¿ òî÷êå íà äëèíåâîëíû 654 íì [2℄ èìååì ñóùåñòâåííóþ àíèçîòðîïèþïîãëîùåíèÿ. �ëàâíûå êîý��èöèåíòû ïîãëîùåíèÿäëÿ ñâåòà, ïîëÿðèçîâàííîãî âäîëü è ïîïåðåê îïòè÷å�ñêîé îñè, ñîñòàâëÿþò �k = 58 ñì�1 è �? = 22 ñì�1.Îòñþäà ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà äè�õðîèçìà dxx = 0:5 � 10�5 è dzz = 1:3 � 10�5. Íåñìîòðÿíà òî ÷òî ãèðîòðîïèÿ î÷åíü ñëàáîå ñâîéñòâî è óäåëü�íîå âðàùåíèå ïëîñêîñòè ïîëÿðèçàöèè äëÿ äàííîãîêðèñòàëëà âäîëü îïòè÷åñêîé îñè ñîñòàâëÿåò îêîëî510Æ/ìì, äëÿ ïëàñòèíêè òîëùèíîé, ðàâíîé ãëóáèíåïîãëîùåíèÿ ��1 � 0:2 ìì, ïîëó÷àåì çíà÷èòåëüíîåâðàùåíèå îêîëî 100Æ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êîì�ïîíåíòû òåíçîðà ãèðàöèè (â ðàçëîæåíèè îáðàòíîãîäèýëåêòðè÷åñêîãî òåíçîðà) gxx = 1:0 � 10�5, gzz == �4:0 � 10�5 [15℄ ñîïîñòàâèìû ïî âåëè÷èíå ñ êîì�ïîíåíòàìè òåíçîðà äèõðîèçìà (ïðè ðàñ÷åòàõ ïîêàçà�òåëü ïðåëîìëåíèÿ âçÿò n0 = 3:6).Êîí�èãóðàöèÿ ñèíãóëÿðíûõ êîíóñîâ â CdP2 ñî�îòâåòñòâóåò òèïó 2AII0 , èìååì äâà âëîæåííûõ ñîîñ�íûõ êîíóñà âòîðîãî ïîðÿäêà. Èç óðàâíåíèÿ (2) ïîëó�

÷åíà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà äëÿ ïîëÿðíûõ óãëîâ ��îáðàçóþùèõ êîíóñîâ:tg �� =s�2gxx � (dzz � dxx)2gzz :Îöåíêè äàþò çíà÷åíèÿ óãëîâ �+ = 37Æ, �� = 31Æ,è ðàñõîæäåíèå îáðàçóþùèõ êîíóñîâ ñîñòàâëÿåò 6Æ.�àññìîòðåííûå îñîáåííîñòè ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ âèíòåð�åðåíöèè â ñõîäÿùåìñÿ ïó÷êå ñâåòà â ñêðå�ùåííûõ ïîëÿðèçàòîðàõ. Ïðè íàáëþäåíèè êîíîñêî�ïè÷åñêîé êàðòèíû íà ïëàñòèíêå, âûðåçàííîé ïåðïåí�äèêóëÿðíî êàêîé-ëèáî îáðàçóþùåé, ïðè èçìåíåíèèàçèìóòà âõîäíîé ïîëÿðèçàöèè íà �=2 äîëæåí ïðî�èñõîäèòü ñäâèã öåíòðàëüíîé ïîëîñû íóëåâîé èíòåí�ñèâíîñòè íà óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçíîñòè óãëîâ�+ � ��.�àñ÷åòû äëÿ êðèñòàëëà AgGaS2 (ñèììåòðèÿD2d), ïðîâåäåííûå â ðàáîòå [5℄, è äëÿ êðèñòàëëàCdGa2S4 (ñèììåòðèÿ S4) [3; 16℄ òàêæå ïîäòâåðæäà�þò íàëè÷èå â ¾èçîòðîïíîé¿ òî÷êå ðàñïàäàþùåãîñÿ÷åòâåðíîãî óçëà, ñîñòîÿùåãî èç ïëîñêîñòåé ñèíãó�ëÿðíûõ îïòè÷åñêèõ îñåé.Èçâåñòíûå äàííûå ïî ãèðîòðîïèè êðèñòàëëîâ ïî�êàçûâàþò îãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè ïî ðåàëèçà�öèè ðàçëè÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ êîí�èãóðàöèé ñèí�ãóëÿðíûõ êîíóñîâ. Îäèí èç ïóòåé ðåàëèçàöèè óñëî�âèé ¾èçîòðîïíîé¿ òî÷êè â êðèñòàëëàõ íèçøèõ ñèí�ãîíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ìåíÿÿ äëèíó âîëíû, ïî�ïûòàòüñÿ íàéòè ñîâïàäåíèå õîòÿ áû äâóõ ãëàâíûõïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ. Òðåòèé ïîêàçàòåëü ïðå�ëîìëåíèÿ ìîæíî ïîäñòðîèòü ïóòåì ïðèëîæåíèÿ ñî�îòâåòñòâóþùåãî îäíîîñíîãî ìåõàíè÷åñêîãî íàïðÿæå�íèÿ çà ñ÷åò ïüåçîîïòè÷åñêîãî ý��åêòà (âîçìîæíî,ïðè ñîãëàñîâàííîì ñäâèãå äëèíû âîëíû). Äðóãèì ïó�òåì ìîæåò ñëóæèòü èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùååñÿ â ïî�ñëåäíåå âðåìÿ íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé òðåõìåð�íûõ �îòîííûõ ìåòàìàòåðèàëîâ. Ïîêàçàíà ïðèíöè�ïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü èñêóññòâåííîãî êîíñòðóèðî�âàíèÿ ìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè ïîêàçàòåëÿìè ïðå�ëîìëåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿìè êîìïîíåíò òåíçîðîâ ãè�ðàöèè è ïîãëîùåíèÿ íà çàäàííîé äëèíå âîëíû [17℄.Îòìåòèì, ÷òî ðåàëèçîâàííûé òîïîëîãè÷åñêèéïîäõîä ïåðåêëèêàåòñÿ ñ îïèñàíèåì âîçìîæíûõ êîí��èãóðàöèé ëèíèé ðàâíûõ ñêîðîñòåé è ðàâíûõ ïî�ãëîùåíèé â íåãèðîòðîïíûõ êðèñòàëëàõ [18℄. Ïîëó�÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî êðèñòàëëîîïòè�êà ìîæåò ñëóæèòü óäîáíûì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿðàçëè÷íûõ ïîëÿðèçàöèîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé è òî�ïîëîãè÷åñêèõ ý��åêòîâ, â ÷àñòíîñòè, êîíè÷åñêèõ.216
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