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ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÂÎËÍÛ ÍÀ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈÄÈÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÍÀÊËÎÍÍÎÌÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎÌ ÏÎËÅÌ. À. �àøêîâ a, Í. Ì. Çóáàðåâ a;b *, Å. À. Êî÷óðèí a **aÈíñòèòóò ýëåêòðî�èçèêè Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê620016, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿbÔèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 13 ìàÿ 2015 ã.Èññëåäîâàíà íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîé äèýëåêòðè÷åñêîé æèäêîñòè, ïî-ìåùåííîé âî âíåøíåå íàêëîííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Â ðàìêàõ ãàìèëüòîíîâà �îðìàëèçìà ïîëó÷åíàñèñòåìà íåëèíåéíûõ èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó íåëèíåéíûõ âîëí âìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ æèäêîñòè ñ âûñîêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþóðàâíåíèÿ äîïóñêàþò ðåøåíèå â âèäå ïëîñêèõ âîëí ïðîèçâîëüíîé �îðìû, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ áåç èñ-êàæåíèé â íàïðàâëåíèè ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âíåøíåãî ïîëÿ.DOI: 10.7868/S00444510150901991. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçâåñòíî [1℄, ÷òî äîñòàòî÷íî ñèëüíîå âíåøíååýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, íàïðàâëåííîå ïî íîðìàëè êíåâîçìóùåííîé ãðàíèöå íåïðîâîäÿùåé æèäêîñòè,ïðèâîäèò ê ðàçâèòèþ íåóñòîé÷èâîñòè ïîâåðõíîñòè.Çàäà÷à îá ýâîëþöèè ãðàíèöû æèäêîñòè â âåðòèêàëü�íîì ïîëå äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà � ñì. ðàáî�òû [2�6℄ äëÿ èäåàëüíîé äèýëåêòðè÷åñêîé æèäêîñòèáåç ñâîáîäíîãî ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà, ðàáîòû [7�11℄äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíûì ïî�âåðõíîñòíûì çàðÿäîì (â ÷àñòíîñòè, æèäêîãî ãåëèÿ èâîäîðîäà ñ çàðÿæåííîé èîíàìè èëè ýëåêòðîíàìè ïî�âåðõíîñòüþ). Ñëåäóåò óïîìÿíóòü òàêæå ñëó÷àé èäå�àëüíî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè [12�14℄, ðàññìîòðåíèåêîòîðîãî àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåíèþ æèäêîãî äèýëåê�òðèêà ñ �îðìàëüíî áåñêîíå÷íîé äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòüþ [15℄.Íàïðàâëåííîå ïî êàñàòåëüíîé ê ãðàíèöå íåïðîâî�äÿùåé æèäêîñòè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, â îòëè÷èå îòíîðìàëüíîãî ïîëÿ, îêàçûâàåò íà íåå ñòàáèëèçèðóþ�ùåå âîçäåéñòâèå [16℄. Âîçìîæíîñòü ïîäàâëåíèÿ òàí�ãåíöèàëüíûì ïîëåì íåóñòîé÷èâîñòåé �ýëåÿ �Òåéëî-*E-mail: ni
k�iep.uran.ru**E-mail: ko
hurin�iep.uran.ru

ðà è Êåëüâèíà ��åëüìãîëüöà ðàññìàòðèâàëàñü â ðà�áîòàõ ñîîòâåòñòâåííî [17, 18℄ è [19℄. �àñïðîñòðàíå�íèþ íåëèíåéíûõ âîëí â ïðèñóòñòâèè ãîðèçîíòàëüíî�ãî ïîëÿ ïîñâÿùåíû, ê ïðèìåðó, ðàáîòû [20�24℄.Âíåøíåå ïîëå, íàïðàâëåííîå ïîä óãëîì ê ïîâåðõ�íîñòè, ìîæåò êàê ñòàáèëèçèðîâàòü, òàê è äåñòàáèëè�çèðîâàòü ãðàíèöó æèäêîñòè. Õàðàêòåð âëèÿíèÿ íà�êëîííîãî ïîëÿ çàâèñèò îò óãëà íàêëîíà è âåëè÷èíûäèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè æèäêîñòè. Èíòåðåñê èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè âíàêëîííîì ýëåêòðè÷åñêîì èëè ìàãíèòíîì ïîëå îáó�ñëîâëèâàåòñÿ âîçìîæíîñòüþ óïðàâëåíèÿ åå ïîâåäå�íèåì [25�29℄.Ïðè èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ æèäêîñòåé ñî ñâî�áîäíîé ïîâåðõíîñòüþ åñòåñòâåííî îñóùåñòâèòü ðå�äóêöèþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñðåäû ê óðàâíåíèÿìáîëåå íèçêîé ðàçìåðíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ íåïîñðåä�ñòâåííî åå ãðàíèöû. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿïîëó÷àåìûå óðàâíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ íåëîêàëüíûìè(îíè ñîäåðæàò èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòî�ðû), ÷òî çíà÷èòåëüíî çàòðóäíÿåò èõ àíàëèç. Êàêïðàâèëî, ïðè àíàëèçå íåëèíåéíîé äèíàìèêè äèýëåê�òðè÷åñêèõ æèäêîñòåé â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ëèáîìàãíèòíûõ æèäêîñòåé â ìàãíèòíîì ïîëå (ýòè çàäà÷èýêâèâàëåíòíû ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) èñ�ïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ ìåëêîé âîäû [3; 30; 31℄ èëèñïåêòðàëüíîé óçîñòè âîëíîâîãî ïàêåòà [2, 7, 4, 28℄.630



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 3 (9), 2015 Íåëèíåéíûå âîëíû íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè : : :Îáà ïîäõîäà ïîçâîëÿþò ñâåñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó êðàññìîòðåíèþ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ (ëîêàëüíûõ)óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òîíåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íåïðî�âîäÿùåé æèäêîñòè â íàêëîííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëåìîæåò áûòü îïèñàíà àíàëèòè÷åñêè âíå ðàìîê ýòèõïðèáëèæåíèé â ñèòóàöèè, êîãäà ýëåêòðîñòàòè÷åñêèåñèëû äîìèíèðóþò íàä êàïèëëÿðíûìè è ãðàâèòàöè�îííûìè. Äëÿ âîëí ìàëîé, íî êîíå÷íîé àìïëèòóäûáóäóò ïîëó÷åíû èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûå óðàâ�íåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â íà�ïðàâëåíèè ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ. Ýòèóðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ðåøåíû àíàëèòè÷åñêè â ÷àñò�íîì ñëó÷àå æèäêîñòè ñî çíà÷èòåëüíîé äèýëåêòðè÷å�ñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ. Ñîãëàñíî íàéäåííûì ðåøåíè�ÿì, íåëèíåéíûå âîëíû ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ñïî�ñîáíû ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áåç èñêàæåíèé, ÷òî â öåëîìàíàëîãè÷íî âîëíàì â ãîðèçîíòàëüíîì ïîëå [22, 23℄.�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2ïðîâåäåí àíàëèç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿëèíåéíûõ âîëí íà ãðàíèöå æèäêîñòè. Ñ�îðìóëèðî�âàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ñè�ëû áóäóò èãðàòü äîìèíèðóþùóþ ðîëü â ýâîëþöèèâîëí. Â ñëåäóþùåì ðàçä. 3 âûïèñàíû óðàâíåíèÿ äâè�æåíèÿ èäåàëüíîé äèýëåêòðè÷åñêîé æèäêîñòè â íà�êëîííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Â ðàçä. 4 â ðàìêàõãàìèëüòîíîâà �îðìàëèçìà ïîëó÷åíû ñëàáîíåëèíåé�íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðàíèöû æèäêîñòè. �àçäå�ëû 5 è 6 ñîäåðæàò âûâîä è àíàëèç óðàâíåíèé, îïè�ñûâàþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå íåëèíåéíûõ âîëí â îä�íîì âûäåëåííîì íàïðàâëåíèè; ïîêàçàíî, ÷òî âîëíûêîíå÷íîé àìïëèòóäû ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áåçèçìåíåíèÿ �îðìû. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçä. 7 îá�ñóæäàþòñÿ óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè ïîäîáíîãî ðåæèìàðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.2. ÀÍÀËÈÇ ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÎ�ÎÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß�àññìîòðèì äèíàìèêó èäåàëüíîé íåïðîâîäÿùåéæèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ âî âíåøíåìíàêëîííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Â íåâîçìóùåííîìñîñòîÿíèè ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé ïëîñêîñòü z = 0 (îñè x è y ïðÿìîóãîëüíîé ñè�ñòåìû êîîðäèíàò ëåæàò â ýòîé ïëîñêîñòè, à îñü zíàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê íåé). Âíåøíåå ýëåêòðè÷å�ñêîå ïîëå íàä æèäêîñòüþ èìååò äâå êîìïîíåíòû: Exâäîëü îñè x (ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà) è Ez âäîëüîñè z (âåðòèêàëüíàÿ) � ñì. ðèñóíîê. Óãîë íàêëî�íà âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ê íåâîçìóùåííîé

�Ez Ex z xyz = �(x; y; t)z = 0 � "
Ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíà ãåîìåòðèÿ çàäà÷èãðàíèöå åñòü � = ar
tg(Ez=Ex). Íå òåðÿÿ îáùíîñòè,ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ex � 0, Ez � 0 è, ñîîòâåòñòâåí�íî, 0Æ � � � 90Æ.Ïîëîæèì, ÷òî �îðìà ïîâåðõíîñòè çàäàåòñÿ óðàâ�íåíèåì z = �(x; y; t). Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèåäëÿ ëèíåéíûõ âîëí íà ãðàíèöå,� � exp(ikxx+ ikyy � i!t);ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [25℄!2 = gjkj+ "0("� 1)2�("+ 1) �E2xk2x � "�1E2zk2�++ �� jkj3; (1)ãäå ! � ÷àñòîòà, kx è ky � ïðîåêöèè âîëíîâîãî âåê�òîðà k íà îñè x è y, "0 � ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿí�íàÿ, " � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü æèäêîñòè,� � åå ïëîòíîñòü, � � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãîíàòÿæåíèÿ. Îíî ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé çàêîíîâ äèñ�ïåðñèè äëÿ ñëó÷àåâ âåðòèêàëüíîãî è ãîðèçîíòàëüíî�ãî ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé [1, 16℄, âëèÿíèå êîòîðûõ âëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî íåçàâèñè�ìûì.Èç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (1) âèäíî, ÷òîïîâåäåíèå âîëí çíà÷èòåëüíî çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿâåêòîðà k. Òàêàÿ àíèçîòðîïèÿ âîçíèêàåò èç-çà íà�êëîíà âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â íàïðàâëåíèèîñè x. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ñèëû, îáóñëîâëåííûå íà�ëè÷èåì òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ, îêàçûâà�þò ñòàáèëèçèðóþùåå âîçäåéñòâèå íà ñâîáîäíóþ ïî�âåðõíîñòü æèäêîñòè. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò êàïèë�ëÿðíûõ è ãðàâèòàöèîííûõ ñèë, ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå631



Ì. À. �àøêîâ, Í. Ì. Çóáàðåâ, Å. À. Êî÷óðèí ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 3 (9), 2015ñèëû ñòàáèëèçèðóþò ïîâåðõíîñòü òîëüêî â íàïðàâëå�íèè îñè x è íå âëèÿþò íà åå äèíàìèêó â ïîïåðå÷íîìíàïðàâëåíèè. Ýâîëþöèÿ ïëîñêèõ âîëí, ðàñïðîñòðà�íÿþùèõñÿ âäîëü îñè y, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåð�òèêàëüíîé êîìïîíåíòîé ïîëÿ Ez . Êàê îòìå÷àëîñü âðàçä. 1, ïîâåäåíèå ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â âåðòè�êàëüíîì ïîëå õîðîøî èçó÷åíî. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåéðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ïëîñêèå âîëíû, ðàñïðîñòðà�íÿþùèåñÿ âäîëü îñè x (ïðèìåíèòåëüíî ê çàêîíó äèñ�ïåðñèè (1) ýòî îçíà÷àåò ky = 0), ò. å. ñèòóàöèþ, êîãäàè âåðòèêàëüíàÿ, è ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòû ïîëÿèãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõïîäîáíîå ïðèáëèæåíèå îïðàâäàíî, áóäóò ñ�îðìóëè�ðîâàíû â ðàçä. 7 ðàáîòû.Ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè óñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþê ìàëûì âîçìóùåíèÿì âäîëü îñè x (ò. å. !2 � 0 äëÿëþáûõ kx) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî íåé áóäóò ðàñïðî�ñòðàíÿòüñÿ âîëíû ïðè"E2x +E2
 � E2z ; E2
 � 2"("+ 1)p�g�"0("� 1)2 : (2)Èññëåäóåì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ýëåêòðî�ñòàòè÷åñêèå ñèëû èãðàþò äîìèíèðóþùóþ ðîëü âðàñïðîñòðàíåíèè âîëí (â ÷àñòíîñòè, ñêîðîñòü âîëííàìíîãî ïðåâûøàåò ñêîðîñòü ãðàâèòàöèîííî-êàïèë-ëÿðíûõ âîëí). Îí ðåàëèçóåòñÿ, åñëè çíà÷åíèå ãîðè�çîíòàëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äîñòà�òî÷íî âåëèêî:"E2x �E2z = E2x("� tg2 �)� E2
 : (3)Òîãäà ïîÿâëÿåòñÿ äèàïàçîí âîëíîâûõ ÷èñåë, â êîòî�ðîì âëèÿíèåì êàïèëëÿðíûõ è ãðàâèòàöèîííûõ ñèëìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îí çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîìgV �20 � kx � �V 20 =�; (4)ãäå ìû ââåëè ïîñòîÿííóþV0 = Ex("� 1)s"0("� tg2 �)�"("+ 1) ;èìåþùóþ ñìûñë ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíâäîëü îñè x. Âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü V0 óìåíüøàåòñÿïðè óâåëè÷åíèè óãëà íàêëîíà ïîëÿ �.Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðåàëèçàöèè (3) ÿâëÿåòñÿ,î÷åâèäíî, ñëåäóþùåå:" > tg2 �: (5)Îíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîéæèäêîñòè ïðè 0 � � < 45Æ, à òàêæå äëÿ æèäêîñòåéñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì çíà÷åíèåì ïðîíèöàåìîñòè "ïðè ëþáûõ óãëàõ �, êðîìå ïðÿìîãî. Îòìåòèì, ÷òî

íåðàâåíñòâî (5) ëèáî (3) àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâà�åò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (2).Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè (3) äèñïåðñèîííîå ñîîòíî�øåíèå äëÿ âîëí, èìåþùèõ òîëüêî x-êîìïîíåíòó âîë�íîâîãî âåêòîðà (ky = 0), ïðèìåò ïðîñòîé âèä:!2 � V 20 k2x; (6)ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíîìó îäíîìåðíîìó âîëíîâî�ìó óðàâíåíèþ. Ñîãëàñíî (6) ìàëûå âîçìóùåíèÿ ïî�âåðõíîñòè áóäóò áåçäèñïåðñèîííî ðàñïðîñòðàíÿòüñÿâ íàïðàâëåíèè ëèáî ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ îñè x.3. ÈÑÕÎÄÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÂûïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñ�êîé ñèììåòðèè çàäà÷è (íåò çàâèñèìîñòè îò y). Áó�äåì ñ÷èòàòü æèäêîñòü íåâÿçêîé è íåñæèìàåìîé, àåå òå÷åíèå � áåçâèõðåâûì (ïîòåíöèàëüíûì). Ïîòåí�öèàëû ñêîðîñòè æèäêîñòè (�) è ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ âíóòðè ('1) è âíå ('2) æèäêîñòè óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèÿì Ëàïëàñàr2� = 0; r2'1;2 = 0:Äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïîëÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ãðà�íè÷íûå óñëîâèÿ'1 = '2; "�n'1 = �n'2; z = �(x; t); (7)ãäå �n � ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê ïî�âåðõíîñòè z = �. Îíè ñîîòâåòñòâóþò òðåáîâàíèÿìíåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòî�ðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è íîðìàëü�íîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèèíà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà (ñ÷èòàåì, ÷òî ñâîáîäíûå ïî�âåðõíîñòíûå çàðÿäû íà ãðàíèöå îòñóòñòâóþò). Íàóäàëåíèè îò ãðàíèöû äâèæåíèå æèäêîñòè çàòóõàåò,à ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíûì:�! 0; '1 ! �Exx� "�1Ezz; z ! �1;'2 ! �Exx�Ezz; z ! +1:Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ  (x; t) == �jz=�. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðàíèöû (íåñòàöèî�íàðíîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè è êèíåìàòè÷åñêîå ãðà�íè÷íîå óñëîâèå) ïðåäñòàâèìû â ãàìèëüòîíîâîé �îð�ìå [32℄, ïðè÷åì �óíêöèè � è  ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñ-êè-ñîïðÿæåííûìè âåëè÷èíàìè: t = �ÆHÆ� ; �t = ÆHÆ : (8)632



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 3 (9), 2015 Íåëèíåéíûå âîëíû íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè : : :�àìèëüòîíèàí ñèñòåìû H èìååò âèä [2℄H = �"0"2 Zz�� �(r'1)2 �E2x � "�2E2z� d2r �� "02 Zz�� �(r'2)2 �E2x �E2z � d2r+ �2 Zz�� (r�)2 d2r:Â ñîâîêóïíîñòè ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðåä�ñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïè�ñûâàþùèõ äâèæåíèå äèýëåêòðè÷åñêîé æèäêîñòè ñîñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðîñòà�òè÷åñêèõ ñèë, îáóñëîâëåííûõ íàëè÷èåì âíåøíåãî íà�êëîííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.Ââåäåì âîçìóùåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ïîëÿ:~'1 = '1 +Exx+ "�1Ezz; ~'2 = '2 +Exx+Ezz:Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: ~'1;2 ! 0 ïðèz ! �1. Ïðèìåíÿÿ ïåðâóþ òåîðåìó �ðèíà è èñ�ïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (7), ãàìèëüòîíèàí ìîæ�íî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà ïî ñâîáîäíîé ïî�âåðõíîñòè:H = "0("� 1)Ez2 ZS � �n ~'1 dS �� "0("� 1)Ex2 ZS ~'1�xp1 + �2x dS + �2 ZS  �n� dS; (9)ãäå dS � äè��åðåíöèàë ïîâåðõíîñòè.4. ÌÀËÎÓ�ËÎÂÎÅ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ�àññìîòðèì äèíàìèêó æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèèìàëîñòè óãëîâ íàêëîíà ïîâåðõíîñòè:j�xj � �� 1;ãäå � � ìàëûé ïàðàìåòð. Äëÿ óäîáñòâà ïåðåéäåì êáåçðàçìåðíûì îáîçíà÷åíèÿì:�! �Exk0 r"0"� ;  !  Exk0 r"0"� ; ~'1;2 ! ~'1;2Exk0 ;� ! �k0 ; t! tExk0r �"0"; r! rk0 ;ãäå k0 � õàðàêòåðíîå âîëíîâîå ÷èñëî, ëåæàùåå â èí�òåðâàëå (4).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîâåðõíî�ñòè íåîáõîäèìî âûðàçèòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ÷å�ðåç êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå � è  è, ñëåäîâàòåëü�íî, ðàçëîæèòü ïî íèì âõîäÿùèå â (9) âåëè÷èíû ~'1,

�n ~'1 è �n�. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷å�ñêèõ �óíêöèé, çàòóõàþùèõ ïðè z ! �1 (ïîòåíöè�àëû �, ~'1 è, ñîîòâåòñòâåííî, ~'2, à òàêæå èõ âñåâîç�ìîæíûå ïðîèçâîäíûå), ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà�z�1;2jz=0 = ��xĤ �1;2jz=0 ;�1;2jz=� = �1;2jz=0 + � �z�1;2jz=0 + : : : ;ãäå Ĥ � ïðåîáðàçîâàíèå �èëüáåðòà, îïðåäåëÿåìîåêàê Ĥ�(x) = 1� P.V. 1Z�1 �(x0)x� x0 dx0è îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:Ĥ2 = �1; 2Ĥ�Ĥ� = (Ĥ�)2 � �2:Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ ãðàíè÷�íûìè óñëîâèÿìè (7), ïîñëå íåñëîæíûõ, íî äîâîëüíîãðîìîçäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì äëÿ áåçðàçìåð�íîãî ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ äî êóáè÷å�ñêèõ ñëàãàåìûõ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè:H = 12 Z  xĤ dx+("� tg2 �)("�1)22"2("+1) Z �xĤ� dx�� Z �Ĥ xĤ x dx�2 tg �("�1)2"("+1)2 Z ��xĤ�x dx�� ("+ tg2 �)("� 1)3"2("+ 1)2 Z �Ĥ�xĤ�x dx:Âû÷èñëÿÿ âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå, íàõîäèì èç(8) èñêîìûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ: t � v20Ĥ�x = Ĥ xĤ x + ("+ tg2 �)("� 1)3"2("+ 1)2 �� hĤ�xĤ�x + Ĥ(�Ĥ�x)x + (��x)xi++ 2 tg �("� 1)2"("+ 1)2 hĤ(��x)x � �Ĥ�xxi+O(�3); (10)�t + Ĥ x = �Ĥ(�Ĥ x)x � (� x)x +O(�3); (11)ãäå v0 � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿâîëí, îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåìv0 = ("� 1)p"� tg2 �"p"+ 1 :Äëÿ àíàëèçà ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé(10) è (11) óäîáíî ââåñòè íîâûå �óíêöèè:f = � + v�10 Ĥ 2 ; g = � � v�10 Ĥ 2 :633



Ì. À. �àøêîâ, Í. Ì. Çóáàðåâ, Å. À. Êî÷óðèí ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 3 (9), 2015Ñìûñë ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì,åñëè ïåðåïèñàòü ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåàðèçîâàí�íûå óðàâíåíèÿ (10) è (11). Íàõîäèì, ÷òîft + v0fx = 0; gt � v0gx = 0: (12)Êàê âèäíî, óðàâíåíèå äëÿ f îïèñûâàåò áåçäèñïåðñè�îííîå ðàñïðîñòðàíåíèå ëèíåéíîé âîëíû â ïîëîæè�òåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x ñî ñêîðîñòüþ v0, à óðàâ�íåíèå äëÿ g � â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Òàêèìîáðàçîì, �óíêöèè f è g ñîîòâåòñòâóþò âîëíàì, ðàñ�ïðîñòðàíÿþùèìñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíè�ÿõ.5. �ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕÂÎËÍÂ ðàìêàõ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ (12) óñëîâèåg = 0 ñîîòâåòñòâóåò âîëíàì, ðàñïðîñòðàíÿþùèì�ñÿ ïî íàïðàâëåíèþ îñè x, à óñëîâèå f = 0 � ïðî�òèâ íàïðàâëåíèÿ îñè x. Ïðè ðàññìîòðåíèè íåëèíåé�íûõ âîëí, êîãäà f è g áóäóò âçàèìîäåéñòâîâàòü, äëÿâîëí, áåãóùèõ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ñëå�äóåò îæèäàòü, ÷òî g = O(f2), à â îòðèöàòåëüíîìíàïðàâëåíèè � ÷òî f = O(g2).Ïðîàíàëèçèðóåì ýâîëþöèþ âîëí â ðàìêàõ êâà�äðàòè÷íî íåëèíåéíûõ èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé (10) è (11). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîò�ðèì âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ ïî íàïðàâëåíèþîñè x. Óäîáíî ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå� = x�v0t è � = �t, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåíèþìåäëåííîé ýâîëþöèè âîëíû (� � ìåäëåííîå âðåìÿ)â äâèæóùåéñÿ âìåñòå ñ âîëíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (� �ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ).Áóäåì èñêàòü �óíêöèè f è g â âèäåf = �F (�; �); g = �2G(�; �): (13)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (13) â óðàâíåíèÿ (10) è (11) âîñíîâíîì ïîðÿäêå ðàçëîæåíèÿ ïî � ïîëó÷èìF� = v0(
 � 1) hĤ(FF�)��(FĤF�)��F�ĤF�i�� � h(FF�)� + ĤF ĤF��i ; (14)2G� = (
 + 1) hĤ(FF�)� + (FĤF�)�i�� (
 � 1)F�ĤF� � v�10 � h(FF�)� + ĤF ĤF��i ; (15)ãäå ìû îáîçíà÷èëè
 = ("�1)("+tg2 �)("+1)("� tg2 �) ; � = 2("�1) tg �("+1)p"("� tg2 �) :

Îïåðàòîð �èëüáåðòà â ýòèõ óðàâíåíèÿõ äåéñòâóåò ïîïåðåìåííîé �. Îòìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè êëþ÷åâî�ãî óðàâíåíèÿ (14) èìåþòñÿ äâå ãðóïïû íåëèíåéíûõñëàãàåìûõ. Ïåðâàÿ ãðóïïà îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè� = 45Æ, à âòîðàÿ � ïðè � = 0.Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ÿâëÿ�åòñÿ òî, ÷òî óðàâíåíèå (14) îêàçûâàåòñÿ àâòîíîìíûì(â íåãî íå âõîäèò �óíêöèÿ G), à óðàâíåíèå (15) �ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî G (åãî ðåøåíèå ëåãêî ïîëó�÷èòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî �).6. ÑËÓ×ÀÉ ÇÍÀ×ÈÒÅËÜÍÎÉÏ�ÎÍÈÖÀÅÌÎÑÒÈ ÆÈÄÊÎÑÒÈÏîñòðîåíèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî èíòåãðîäè���åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14) â îáùåì ñëó÷àå çà�òðóäíèòåëüíî. Îäíàêî, êàê íåñëîæíî çàìåòèòü, ýòîóðàâíåíèå ðàäèêàëüíî óïðîùàåòñÿ â ñëó÷àå ìàëîñòèêîý��èöèåíòîâ v0(
 � 1) è �. Ïðàâàÿ (íåëèíåéíàÿ)÷àñòü (14) òîãäà îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîäîáíàÿ ñèòó�àöèÿ âîçíèêàåò ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ"� max(tg2 �; 1): (16)Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà 
 � 1, v0 � 1, � � 0, è óðàâíå�íèÿ (14), (15) ïðèìóò ñëåäóþùèé êîìïàêòíûé âèäF� = 0; G� = Ĥ(FF�)� � (FĤF�)� : (17)Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óñëîâèå (16) ñîîòâåò�ñòâóåò ðàññìîòðåíèþ íåïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ñ âû�ñîêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ. Òàê, ê ïðè�ìåðó, ïðè " = 10 è � = 30Æ (òîãäà tg2 � � 0:3) äëÿêîý��èöèåíòîâ â óðàâíåíèè (14) èìååìv0(
 � 1) � �0:1; � � 0:1;ò. å. èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûìè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿòàêèõ æèäêîñòåé, êàê âîäà (" � 81), íèòðîáåíçîë(" � 36), ýòèëîâûé ñïèðò (" � 26), óñëîâèå (16)âûïîëíÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïðè ëþáûõ óãëàõ � (èñ�êëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü ïðÿìî�ãî óãëà � = 90Æ).�åøåíèå ñèñòåìû (17) çàïèñûâàåòñÿ â âèäåF = F (�); G = G(�) = ĤFF� � FĤF� ;ò. å. F � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ �, íå çàâèñÿùàÿ îòâðåìåíè � . Ôóíêöèÿ G, êàê âèäíî, öåëèêîì îïðåäå�ëÿåòñÿ �óíêöèåé F è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå çàâèñèòëèøü îò ïåðåìåííîé �.Â òåðìèíàõ èñõîäíûõ �óíêöèé � è  ïîëó÷èì� = �(x � v0t) = �F + �2G+ O(�3); =  (x� v0t) = ��v0ĤF + �2v0ĤG+O(�3);634



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 3 (9), 2015 Íåëèíåéíûå âîëíû íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè : : :ò. å. âîçìóùåíèå ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéñòàöèîíàðíóþ âîëíó ïðîèçâîëüíîé �îðìû, áåãóùóþâ ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x. Ïðèìå÷àòåëü�íî, ÷òî åå ñêîðîñòü íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû âîëíûè ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ëèíåéíûõ âîëí v0. Ïîäîá�íîå ïîâåäåíèå â öåëîì àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ íåëè�íåéíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â ãîðèçîí�òàëüíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå [22, 23℄. Ïîíÿòíî, ÷òîïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ëåãêî ìîæåò áûòü îáîáùåííà ñëó÷àé âîëí, áåãóùèõ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëå�íèè.Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí âíàïðàâëåíèè ëèáî ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ îñè x ïðî�èñõîäèò áåç èñêàæåíèé (ò. å. êàê â ðàìêàõ ëèíåà�ðèçîâàííûõ óðàâíåíèé (12)), íå îçíà÷àåò, ÷òî íåëè�íåéíîñòü íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ýâîëþöèþ ñèñòå�ìû. Íåëèíåéíîñòü áóäåò îïðåäåëÿòü âçàèìîäåéñòâèåâñòðå÷íûõ íåëèíåéíûõ âîëí (äëÿ ãîðèçîíòàëüíîãîïîëÿ � ñì. íåäàâíþþ ðàáîòó [33℄).7. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈßÂ ðàáîòå ìû îãðàíè÷èëèñü ðàññìîòðåíèåì ïëîñ�êèõ âîëí, áåãóùèõ âäîëü íàïðàâëåíèÿ íàêëîíà âíåø�íåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ò. å. âäîëü îñè x). Îáñó�äèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿîáîñíîâàííûì.Äëÿ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîìíàïðàâëåíèè (âäîëü îñè y) âîëí, êàê óæå óêàçûâà�ëîñü â ðàçä. 2, ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿEx íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ïîâåäåíèå æèäêîñòè.Ýâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ âåð�òèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ Ez . Êàê ìîæíî óâè�äåòü èç (1), ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Ezïîÿâëÿåòñÿ îáëàñòü âîëíîâûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ!2 < 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àïåðèîäè÷åñêîé íåóñòîé�÷èâîñòè ãðàíèöû æèäêîñòè. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ðå�àëèçóåòñÿ ïðè Ez > E
. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, âäîëü îñèx óñëîâèå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëååñèëüíûì: E2z > "E2x+E2
 . Êàê ñëåäñòâèå, äîìèíèðóþ�ùóþ ðîëü â ðàçâèòèè íåóñòîé÷èâîñòè áóäóò èãðàòüîáëàäàþùèå áîëüøèìè èíêðåìåíòàìè ãàðìîíèêè âíàïðàâëåíèè y. Ïðè Ez � E
 (18)äëÿ ëþáûõ kx è ky áóäåò !2 � 0, ò. å. íåóñòîé÷èâîñòèíå âîçíèêàåò.Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè Ez > E
 ïîÿâëåíèå íåóñòîé�÷èâûõ ãàðìîíèê â íàïðàâëåíèè y íàðóøàåò ïðè�ìåíèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ, îñíîâàííîãî íà èññëåäî�âàíèè ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü îñè x ïëîñêèõ

âîëí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìîòðåíèå çàäà÷è â ïëîñ�êî-ñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå áóäåò îáîñíîâàííûìòîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (18). Ïðîàíàëèçèðó�åì, êàê îíî ñî÷åòàåòñÿ ñ äðóãèìè èñïîëüçîâàííûìèíàìè óñëîâèÿìè (3) è (16).Â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèì, ÷òî åñëè (16) ñïðà�âåäëèâî, òî óñëîâèå (3) ïåðåïèøåòñÿ â áîëåå ïðîñòîìâèäå: "E2x � E2
 . Îáúåäèíÿÿ åãî ñ óñëîâèåì (18), ïðè�õîäèì ê ñëåäóþùåìó äâîéíîìó íåðàâåíñòâó:tg2 � � (E
=Ex)2 � ": (19)Èç (16), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî tg2 � � ", òàê÷òî ðåàëèçàöèÿ óñëîâèÿ (19) âïîëíå âîçìîæíà. Ïðèýòîì äâóìåðíîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (1) ïðè�ìåò îäíîìåðíûé âèä (6) äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë kx èçäèàïàçîíà (4) è ky = O(kx).Èòàê, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îñíîâíîé ðåçóëüòàòíàøåé ðàáîòû � âûÿâëåííàÿ âîçìîæíîñòü ðàñïðî�ñòðàíåíèÿ íåëèíåéíûõ âîëí âäîëü íàïðàâëåíèÿ íà�êëîíà âíåøíåãî ïîëÿ áåç èñêàæåíèé � ðåàëèçóåòñÿïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4) äëÿ õàðàêòåðíûõ âîëíî�âûõ ÷èñåë, óñëîâèÿ (16) äëÿ ïðîíèöàåìîñòè ñðåäûè óñëîâèÿ (19) äëÿ íàïðÿæåííîñòè ïðèëîæåííîãîïîëÿ.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ òåìû ãîñóäàð�ñòâåííîãî çàäàíèÿ �0389-2014-0006 ïðè ïîääåðæ�êå �ÔÔÈ è Ïðàâèòåëüñòâà Ñâåðäëîâñêîé îáëàñòè(ïðîåêò �13-08-96010), à òàêæå Ïðåçèäèóìà ÓðÎ�ÀÍ (ïðîåêò �15-8-2-8). �àáîòà îäíîãî èç àâòîðîâ(Å. À. Ê.) âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îíäà ¾Äèíà�ñòèÿ¿ è �ÔÔÈ (ïðîåêò �14-08-31194).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. J. R. Mel
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