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С помощью метода квантовых функций Грина получены выражения для энергетических спектров одно-
слойного, двухслойного и многослойного графена, а также эпитаксиального графена. Получены аналити-
ческие выражения для плотностей состояний рассматриваемых систем. Показано, что в спектре эпитак-
сиального бислоя графена может открыться запрещенная щель. В качестве приложений рассмотрен ряд
вопросов термодинамики электронов в свободных и эпитаксиальных графеновых слоях. Получены ана-
литические выражения для химического потенциала и теплоемкости для предельных случаев низких и
высоких температур. Исследованы квантовые осцилляции теплоемкости в графене с учетом кулоновского
взаимодействия. Исследована фаза Берри эпитаксиального графена.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Первое исследование графена было проведено,
по-видимому, в 1947 г. Уоллесом для описания
электронных свойств графита [1]. Хотя в этой ра-
боте теоретически продемонстрирован ряд свойств
графена, принципиально отличающих этот матери-
ал от других известных в то время, она не вызвала
большого интереса у научного сообщества. В проме-
жутке между 1947 г. и 2004 г. можно отметить лишь
несколько очень важных работ, связанных с графе-
ном (см., например, [2–7]). Слабый интерес к ре-
зультатам Уоллеса по графену был обусловлен тем,
что известная теорема Ландау –Пайерлса –Мерми-
на –Вагнера [8–10] запрещала существование дву-
мерных кристаллов. Действительно, согласно этой
теореме, в двумерном случае не может существо-
вать дальнего порядка из-за расходимости тепло-
вых флуктуаций, т. е. двумерный графит был чи-
сто теоретическим объектом. Вследствие этого ре-
зультаты, полученные для графена рассматрива-
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лись всего лишь как основа для графита. С 2004 г.,
когда группой Гейма и Новоселова была экспери-
ментально продемонстрирована возможность полу-
чения графена и были исследованы его необычные
свойства [11, 12], интерес к этому материалу значи-
тельно возрос. В 2010 г. Гейму и Новоселову была
вручена Нобелевская премия за открытие и исследо-
вание нового материала — графена. Реальность дву-
мерного кристалла заставила пересмотреть теоре-
му Ландау –Пайерлса –Мермина –Вагнера, которая
была выведена в гармоническом приближении. Бо-
лее строгое рассмотрение вопроса о существовании
дальнего порядка с учетом ангармонических вкла-
дов показало, что в двумерных системах может су-
ществовать квазидальний порядок.

Сегодня можно уверенно утверждать, что ис-
следование графена является одним из актуаль-
ных вопросов физики конденсированного состояния.
С каждым днем увеличивается количество публи-
каций, в которых графен исследуется для весьма
широкого диапазона практических интересов, начи-
ная с оптоэлектрических [13–18] и термоэлектричес-
ких [19] применений и заканчивая улучшением за
счет графена добычи природного газа [20] и опресне-
ния воды [21]. Уникальная цитотоксичность графе-
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на делает его идеальным материалом для очистки
воды от биообрастания [22–24]. Очень большое чис-
ло работ посвящено исследованиям графена для ме-
дицинских приложений. Это и транспорт лекарств
по организму и нейроонкология [25–27], и нейромо-
ниторинг [28–30] и многое другое. Графен и дру-
гие углеродные аллотропы могут быть использова-
ны для защиты от химического оружия [31]. Все
это связано со своеобразной геометрией графена
(истинно двумерная система) и дираковским спект-
ром носителей [32], устойчивым относительно ку-
лоновского взаимодействия [33]. Необычный элект-
ронный спектр графена есть следствие симметрии
кристаллической решетки (гексагональная структу-
ра — пчелиные соты). Графен относят к полуметал-
лам или к бесщелевым полупроводникам, поскольку
валентная зона графена полностью заполнена, а зо-
на проводимости полностью пустая. Тот факт, что
уровень Ферми электронов графена проходит через
точку Дирака (точка пересечения валентной зоны и
зоны проводимости), связан с валентностью атома
углерода (атом углерода в 2pz-состоянии содержит
один электрон вместо двух, которые в этом состоя-
нии могут находиться согласно принципу Паули).

Одним из основных направлений физики гра-
фена является изучение эпитаксиального графе-
на (ЭГ), сформированного на поверхности метал-
лов или полупроводников [34–40]. Интерес к изу-
чению ЭГ вызван несколькими причинами. Во-
первых, при выращивании кристаллов на карбиде
кремния различными методами (например, методом
молекулярно-лучевой эпитаксии) может произойти
рост графена, что сильно влияет на свойства кри-
сталлов. Существуют специальные методы подав-
ления роста графена. Во-вторых, графеновый слой
на поверхности металлов и полупроводников может
быть рассмотрен в качестве эффективного контак-
та в приборных устройствах. Этот вопрос для под-
ложки из карбида кремния был рассмотрен в рабо-
те [35]. В-третьих, для того, чтобы в полной мере ис-
пользовать свойства графеновых слоев в электрони-
ке, необходимо варьировать их структуру, химиче-
ский состав, морфологию и т. д., что можно сделать
с помощью соответствующей подложки. Кроме того,
существует известное обстоятельство, ограничиваю-
щее реальное применение изолированного графена
в электронике. Это отсутствие щели в энергетиче-
ском спектре носителей. Получение щели в спектре
графена (выбором соответствующей подложки, при-
ложением внешнего электрического поля к бислою
графена, добавлением примесей и т. д.) является ак-
туальной проблемой физики графена. Существует

достаточное количество экспериментальных работ
по исследованию электронных свойств ЭГ (см., на-
пример, работы [34, 36–40], а также многочисленные
работы группы Уолта де Хира (W. de Heer).

Одним из существенных следствий необычного
спектра является необычное поведение графена в
магнитном поле [32]. Так, уровни Ландау в графене
являются неэквидистантными, причем имеется ну-
левой уровень. Расстояние между уровнями Ландау
аномально большое (разность между двумя первы-
ми уровнями Ландау в магнитном поле 10 Тл со-
ставляет более 1000 К). Это приводит к гигантским
магнитооптическим [41] и термомагнитным эффек-
там [42], а также к необычному квантовому эффек-
ту Холла, который в графене, в отличие от других
материалов, можно наблюдать даже при комнатной
температуре [11, 43]. Большой интерес представляет
исследование графена, помещенного в скрещенные
магнитное и электрическое поля. В случае наличия
продольного электрического поля уровни Ландау в
графене зависят от последнего [44, 45]. Такая зави-
симость связана с неквадратичностью энергетиче-
ского спектра носителей. Действительно, еще Лиф-
шицем и Кагановым было показано [46], что в случае
неквадратичной зависимости энергии электрона от
импульса циклотронная частота электронов в маг-
нитном поле зависит от приложенного электриче-
ского поля. Дело в том, что только для квадратич-
ного спектра циклотронная масса носителей не за-
висит от энергии. В недавней работе [47] были иссле-
дованы осцилляции намагниченности, а в [48, 49] —
осцилляции Нернста –Эттингсгаузена в графене в
скрещенных полях. Было показано, что период и
форма осцилляций зависят от электрического поля.
Кроме фундаментального интереса возможность пе-
рестраивать диамагнитные свойства вещества с по-
мощью электрического поля представляет большой
интерес для потенциальных практических приложе-
ний графена.

В основе всех свойств графена лежит необыч-
ный энергетический спектр квазичастиц. Безуслов-
но, расчет последнего, исследование влияния на
него кулоновского взаимодействия, рассеяния на де-
фектах и т. д. является одной из основных задач
физики графена. В настоящей работе мы с помо-
щью единого подхода, основанного на квантовых
функциях Грина, получили энергетические спектры
и плотности состояний однослойного, двухслойного,
трехслойного и N -слойного графена с разными ти-
пами упаковок: берналловским и ромбоэдрическим.
Кроме того, мы показали, как в рамках указанного
подхода исследовать влияние дефектов на энерге-
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тический спектр. При этом мы ограничились при-
ближением T -матрицы рассеяния, а также привели
борновское и самосогласованное борновское прибли-
жения рассеяния.

Настоящая работа построена следующим обра-
зом. В разд. 2 мы привели выводы электронных
спектров многослойного графена и эпитаксиально-
го графена. В разд. 3 исследуются химический по-
тенциал, теплоемкость и ее квантовые осцилляции
для частных случаев: монослоя и бислоя графена, а
также для однослойного эпитаксиального графена.
Для последнего исследована фаза Берри.

2. ЭЛЕКТРОННЫЙ СПЕКТР
ОДНОСЛОЙНОГО, ДВУХСЛОЙНОГО И

МНОГОСЛОЙНОГО ГРАФЕНА

Здесь мы продемонстрируем вывод энергетиче-
ского спектра для исследуемых систем с помощью
метода функций Грина в приближении сильной свя-
зи. При этом мы будем учитывать лишь наиболее су-
щественные интегралы перекрытия. На протяжении
всей статьи не учитываются эффекты, связанные со
спином.

2.1. Монослой графена

Кристаллическая структура и зона Бриллюэна
однослойного графена представлены на рис. 1. Гра-
фен имеет гексагональную кристаллическую решет-
ку с двумя примитивными решетками Бравэ. Эти
решетки называются подрешетками A и B. В физи-
ке графена принадлежность электрона к какой-либо
из этих подрешеток описывается так называемым

Рис. 1. a) Кристаллическая решетка графена; под-
решетки A и B — соответственно светлые и темные
кружки; б ) обратная решетка и некоторые специаль-
ные точки в зоне Бриллюэна. a1, a2 и b1, b2 — век-
торы соответственно прямой и обратной решеток

псевдоспином. Благодаря тому что псевдоспин мо-
жет принять два значения (подрешетка A или под-
решетка B), волновая функция электронов графена
представляет собой спинор. Гамильтониан монослоя
графена в приближении ближайших соседних ато-
мов записывается в следующем виде:

H =
∑
i

E0

(
a†iai + b†i+δj

bi+δj

)
+

+
∑
i,j

t
(
a†ibi+δj +H.c.

)
, (1)

где E0 — энергия, соответствующая 2pz-орбитали
атома углерода в структуре графена, ai и a†i —
операторы уничтожения и рождения электрона,
принадлежащего i-му атому подрешетки A, bi и
b†i — операторы уничтожения и рождения электро-
на, принадлежащего i-му атому подрешетки B, t —
энергия перескока между ближайшими соседними
атомами (между подрешетками A и B),

δ1 =
a

2

(
1,
√
3
)
, δ2 =

a

2

(
1,−

√
3
)
, δ3 =

a

2
(−1, 0)

— векторы расстояний между ближайшими сосед-
ними атомами, a ≈ 1.42 Å — расстояние между бли-
жайшими атомами углерода. Переходя от коорди-
натного пространства к импульсному с помощью со-
отношений

ai =
1√
Na

∑
k

ak exp(ik · ri),

bi =
1√
Na

∑
k

bk exp(ik · ri),
(2)

a†i =
1√
Na

∑
k

a†k exp(−ik · ri),

b†i =
1√
Na

∑
k

b†k exp(−ik · ri),
(3)

гдеNa — число атомов в одной подрешетке, получим

H =
∑
k

E0

(
a†kak+b

†
kbk

)
+
∑
k

[
f(k)a†kbk+H.c.

]
, (4)

f(k) =
∑
j

t exp(ik · δj),

f∗(k) =
∑
j

t exp(−ik · δj).
(5)

Введем следующие функции Грина при нулевой
температуре:

GA = 〈〈ak|a†k〉〉, GB = 〈〈bk|b†k〉〉, (6)
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GAB = 〈〈ak|b†k〉〉, GBA = 〈〈bk|a†k〉〉, (7)

где 〈〈. . .〉〉 означает квантовомеханическое усредне-
ние. Воспользуемся известным соотношением для
произвольных операторов A и B:

ε〈〈A|B〉〉 = 〈[A,B]η〉+ 〈〈{AH −HA}|B〉〉, (8)

где [A,B]η = AB + ηBA, η = +1 для фермионов,
η = −1 для бозонов. Используя это соотношение,
получим следующее выражение для функции Гри-
на электронов, принадлежащих подрешетке A:

GA =

(
ε− E0 − |f(k)|2

ε− E0

)−1

. (9)

Здесь и далее под ε в функциях Грина подразумева-
ется величина ε + i0. Энергетический спектр опре-
деляется из условия ReG−1 = 0, что дает

εk = E0 ± |f(k)|. (10)

Спектральная функция определяется следующим
образом:

A(k, ε) = −π−1 ImG(ε+ i0). (11)

Заметим, что

GA =
1

2

(
1

ε− E0 − |f(k)| +
1

ε− E0 + |f(k)|
)

=

=
1

2

∑
νb=±1

1

ε− E0 − νb|f(k)| , (12)

т. е. полная функция Грина состоит из функций
Грина электронов валентной зоны (νb = −1) и зоны
проводимости (νb = +1). Итак, для спектральной
функции получаем

A(k, ε) =
1

2

∑
νb=±1

δ (ε− E0 − νb|f(k)|) . (13)

Вблизи точки Дирака с координатами K =

=
(
2π/3a, 2π/3

√
3 a
)
для энергетического спектра

имеем
f(k) = νbvF (−ipx − py),

где p = �(k − K), vF = 3ta/2� — скорость Ферми
для электронов графена. Как легко видеть, точке
Дирака соответствует энергия E0. Будем энергию
отсчитывать от этой точки, в связи с чем, положим
E0 = 0. На самом деле, в зоне Бриллюэна есть две
неэквивалентные точки Дирака, K и K′, вблизи ко-
торых спектр линеен. Окрестности этих точек назы-
ваются долинами по аналогии с физикой полупро-
водников. Таким образом, электроны графена дву-

кратно вырождены по долинам. В окрестности точ-
ки Дирака для плотности состояний с учетом вы-
рождения по спину и по долинам получаем

ρ(ε) =
|ε|S
πv2F �

2
θ(ξ2 − ε2), (14)

где S — площадь поверхности графена, ξ — энерге-
тический параметр порядка ширины зоны. Величи-
ну ξ определим из естественного условия, что один
атом недопированного графена содержит один элек-
трон в 2pz-состоянии, т. е.

∫ εF
−ξ

ρ(ε) dε = 1, где εF —
энергия Ферми, равная нулю для недопированно-
го графена. Из этого условия имеем ξ =

√
π
√
3 t.

При получении выражения (14) мы воспользовались
формулой

δ(ε− x) + δ(ε+ x) = 2|ε|δ(ε2 − x2). (15)

Теперь обсудим случай щелевого графена. Ес-
ли нарушить симметрию между двумя подрешетка-
ми (дефекты, примеси и т. д.), то в спектре графе-
на возникает запрещенная щель. Нарушение сим-
метрии между подрешетками с физической точки
зрения означает, что атомы углерода, принадлежа-
щие различным подрешеткам в графене, находятся
в разных физических условиях. Например, при на-
личии вакансий или примесей разные атомы окру-
жены различным числом соседних атомов. Это при-
водит к тому, что энергии 2pz-орбиталей, которые
перенормируются в кристалле за счет кристалличе-
ского поля, для атомов различных подрешеток бу-
дут различными. В общем виде гамильтониан сле-
довало бы написать в следующем виде:

H =
∑
i

(
EA

i a
†
iai + EB

i+δj b
†
i+δj

bi+δj

)
+

+
∑
i,j

t
(
a†ibi+δj +H.c.

)
.

Такая запись существенно усложняет задачу. Будем
использовать предположение о том, что все атомы
данной подрешетки обладают одинаковой энергией,
но энергии, соответствующие разным подрешеткам,
разные. Тогда гамильтониан запишется в виде

H =
∑
i

(
EAa†iai + EBb†i+δj

bi+δj

)
+

+
∑
i,j

t
(
a†ibi+δj +H.c.

)
.

После фурье-преобразования имеем

H =
∑
k

(
EAa†kak + EBb†kbk

)
+
∑
k

[
f(k)a†kbk +H.c.

]
.
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Рис. 2. Кристаллическая структура бислоя графена.
Линии соединяющие два слоя обозначают взаимодей-
ствие t⊥, которое является наиболее существенным из

всех возможных интегралов перекрытия

Такой гамильтониан приводит к следующему выра-
жению для функции Грина:

GA =

(
ε− EA − |f(k)|2

ε− EB

)−1

.

Полагая, что EA − EB = 2Δ, или EA = E0 + Δ,
EB = E0 −Δ, для спектра получаем

εk = E0 ±
√
|f(k)|2 +Δ2 .

Именно такой спектр в основном и используется
при исследовании щелевого графена (см., напри-
мер, [32]). Как легко видеть, ширина щели равна 2Δ.

2.2. Бислой графена

Рассмотрим теперь бислой графена. Второй слой
повернут относительно первого на угол 60◦. Крис-
таллическая структура бислоя показана на рис. 2. В
случае бислоя имеются электронные перескоки как
внутри слоев, так и между различными слоями. Из
рис. 2 видно, что в общем случае между слоями име-
ется несколько интегралов перекрытия. Мы оставим
только один наиболее существенный. Для ситуации,
показанной на рис. 2, наиболее существенным инте-
гралом перекрытия является t⊥.

Гамильтониан бислоя запишется в виде

H =
∑
i

E0

(
1

a†i
1
ai +

1

b†i
1

bi

)
+
∑
i

E0

(
2

a†i
2
ai +

2

b†i
2

bi

)
+

+
∑
i,j

t

(
1

a†i
1

bj +H.c.

)
+
∑
i,j

t

(
2

a†i
2

bj +H.c.

)
+

+
∑
i

t⊥

(
1

a†i
2

bi +H.c.

)
, (16)

где индексы над операторами рождения и уничто-
жения электронов соответствуют номеру слоя. Пе-
реход к импульсному пространству дает

H =
∑
k

[
f(k)

(
1

a†k
1

bk +
2

a†k
2

bk

)
+H.c.

]
+

+
∑
k

t⊥

(
1

a†k
2

bk +H.c.

)
, (17)

где мы положили E0 = 0. Поступая так же, как и в
предыдущем случае, получим

GA =

[
ε− |f(k)|2

ε
− t2⊥

(
ε− |f(k)|2

ε

)−1
]−1

. (18)

Соответственно, для спектра вблизи точки Дирака
получаем

εp = ±
√
v2F p

2 +
t2⊥
2

±
√
v2F p

2t2⊥ +
t4⊥
4

. (19)

Заметим, что

GA =
1

4
×

×
∑

νb,νsb=±1

1

ε−νb
√
v2F p

2+
t2⊥
2
−νsb

√
v2F p

2t2⊥ +
t4⊥
4

, (20)

где νsb = ±1 — индексы подзон. Поступая аналогич-
но предыдущему разделу, получим

A(p, ε) = |ε|
∣∣∣∣ε2 − v2F p

2 − t2⊥
2

∣∣∣∣×
× δ

((
ε2 − v2F p

2 − t2⊥
2

)2

−
(
v2F p

2t2⊥ +
t4⊥
4

))
. (21)

Приложение внешнего электрического поля на-
рушает электронейтральность слоев из-за электрон-
ного обмена между последними. Именно, заряд од-
ного слоя становится отрицательным из-за избытка
электронов, а заряд второго — положительным. Ес-
ли обозначить потенциал поля, индуцируемого на
атомах первого слоя, через U , то потенциал атомов
второго слоя будет равен −U . Соответствующий га-
мильтониан, очевидно, запишется как

H =
∑
k

(E0 + U)

(
1

a†k
1
ak +

1

b†k
1

bk

)
+

+
∑
k

(E0 − U)

(
2

a†k
2
ak +

2

b†k
2

bk

)
+

+
∑
k

[
f(k)

(
1

a†k
1

bk +
2

a†k
2

bk

)
+H.c.

]
+

+
∑
k

t⊥

(
1

a†k
2

bk +H.c.

)
. (22)
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Рис. 3. Кристаллическая структура трислоя графена с упаковками ABA (а) и ABC (б ). Линии, соединяющие слои,
обозначают взаимодействие t⊥

Нетрудно показать, что спектр такой системы имеет
вид

εp =

= ±
√
v2F p

2+U2+
t2⊥
2

±
√
v2F p

2(t2⊥+4U2)+
t4⊥
4
. (23)

Проводя суммирование по зонным и подзонным ин-
дексам, получаем

GA(U, ε) =

=
ε(ε2 − v2F p

2 − t2⊥/2− U2)

(ε2−v2F p2−t2⊥/2−U2)2− [(t2⊥+U2)v2F p
2+t4⊥/4]

.

(24)

Проводя в (24) суммирование по p, окончательно
можно написать

GA(U, ε) = − εS

2π�2v2F
×

× ln
(ξ2 + C)2 + 3U4/4−B2 + t2⊥U

2

C2 + 3U4/4−B2 + t2⊥U2
+

+
B2S

4π�2v2F ε
√
B2 − t2⊥U2 − 3U4/4

×

× ln

∣∣∣∣A+ + ξ2

A− − ξ2

∣∣∣∣
∣∣∣∣A−
A+

∣∣∣∣ , (25)

где введены обозначения

A± =
√
B2 − t2⊥U2 − 3U4/4 ± C,

B =
√
t2⊥ + U2 ε, C = U2/2− ε2.

Для дальнейшего удобно пользоваться упрощен-
ным вариантом выражения (6). Для соответствую-
щего упрощения заметим, что t2⊥, U

2 � 1, а следо-
вательно, членами, содержащими U4 и t2⊥U

2 можно
пренебречь, после чего соотношение (25) принимает
вид

GA(U, ε) = − ε

2π�2v2F
ln

(ξ2 + C)2 −B2

C2 −B2
+

+

√
t2⊥ + U2

4π�2v2F
ln

∣∣∣∣B + C + ξ2

B − C − ξ2

∣∣∣∣
∣∣∣∣B − C

B + C

∣∣∣∣ . (26)

При U → 0, (26) дает функцию Грина бислоя гра-
фена.

Для плотности состояний перестраиваемого бис-
лоя графена имеем

ρ(U, ε) = π−1 ImG0(U, ε− i0+) =
S

2π2�2v2F
×

× [F (U, α = 1) + F (U, α = −1)] , (27)

F (U, α) =

(
ε+

α
√
t2⊥ + U2

2

)
×

×
⎡
⎣arctg α

√
t2⊥ + U2 ε+ ε2 − U2/2

S
(
α
√
t2⊥ + U2 + 2ε

) −

− arctg
α
√
t2⊥ + U2 ε+ ε2 − ξ2 − U2/2

S
(
α
√
t2⊥ + U2 + 2ε

)
⎤
⎦ . (28)

Как легко заметить, при t⊥ → 0 и U → 0 выраже-
ние (27) дает плотность состояний монослоя графе-
на (14).
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2.3. Трислой графена

Третий слой может быть расположен над вто-
рым двумя способами (рис. 3). Первый способ — это
так называемая берналловская упаковка (ABA), при
которой третий слой повернут относительно второ-
го на угол −60◦, т. е. непосредственно над первым
слоем. Такая упаковка наиболее часто встречается в
природе. Второй способ — это так называемая ром-
боэдрическая упаковка (ABC), при которой третий
слой повернут относительно второго на угол 60◦. Та-
кая упаковка графеновых слоев встречается значи-
тельно реже. Мы рассмотрим оба случая.

В случае берналловской упаковки гамильтониан
трислоя пишется моментально. Для этого достаточ-
но к гамильтониану бислоя добавить еще члены, со-
ответствующие третьему слою. Именно, к гамиль-
тониану бислоя нужно добавить электронные пере-
скоки внутри третьего слоя и взаимодействие этого
слоя со вторым:

H =
∑
k

E0

(
1

a†k
1
ak +

2

a†k
2
ak +

3

a†k
3
ak

)
+

+
∑
k

E0

(
1

b†k
1

bk +
2

b†k
2

bk +
3

b†k
3

bk

)
+

+
∑
k

[
f(k)

(
1

a†k
1

bk +
2

a†k
2

bk +
3

a†k
3

bk

)
+H.c.

]
+

+
∑
k

t⊥

(
1

a†k
2

bk +H.c.

)
+

+
∑
k

t⊥

(
2

b†k
3
ak +H.c.

)
. (29)

Для трислоя имеем следующие функции Грина

G1
A = 〈〈 1

ak |
1

a†k〉〉, G1
B = 〈〈

1

bk |
1

b†k〉〉,

G2
A = 〈〈 2

ak |
2

a†k〉〉, G2
B = 〈〈

2

bk |
2

b†k〉〉,

G3
A = 〈〈 3

ak |
3

a†k〉〉, G3
B = 〈〈

3

bk |
3

b†k〉〉.

Гамильтониан (29) дает следующее выражение для
функции Грина:

G1
A = G2

A = G3
A =

⎧⎨
⎩ε− |f(k)|2

ε
−

− t2⊥

[
ε−|f(k)|2

ε
−t2⊥

(
ε− |f(k)|2

ε

)−1
]−1
⎫⎬
⎭

−1

, (30)

где мы опять положили E0 = 0. Это уравнение име-
ет шесть решений (три решения для электронов, три
для дырок). Для различных ветвей спектра получа-
ем

(
ε− |f(k)|2

ε

)2

− 2t2⊥ = 0,

(
ε− |f(k)|2

ε

)2

= 0.

(31)

Соответственно, для спектра имеем

εnk = ±
√
|f(k)|2 + (3 − an)

t2⊥
2

±
√
|f(k)|2(3 − an)t2⊥ + (3 − an)2

t4⊥
4
, (32)

где n = 1, 2, 3, a1 = 1, a2 = −1, a3 = 3. Нетрудно показать, что

GA =
1

6
×

×
∑

νb,νsb=±1

∑
n

[
ε− νb

√
|f(k)|2 + (3− an)

t2⊥
2

−

− νsb

√
|f(k)|2(3− an)t2⊥ + (3− an)2

t4⊥
4

]−1

. (33)

Рассмотрим трислой с упаковкой ABC (см.
рис. 3). В этом случае гамильтониан запишется в
виде

H =
∑
k

[
f(k)

(
1

a†k
1

bk +
2

a†k
2

bk +
3

a†k
3

bk

)
+H.c.

]
+

+
∑
k

t⊥

(
1

a†k
2

bk +H.c.

)
+

+
∑
k

t⊥

(
2

a†k
3

bk +H.c.

)
. (34)

Для функции Грина имеем следующее выражение:
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G1
A =

⎧⎨
⎩ε− |f(k)|2

ε
− t2⊥

⎡
⎣ε− |f(k)|2 ×

×
(
ε− t2⊥

(
ε− |f(k)|2

ε

)−1
)−1

⎤
⎦
−1
⎫⎪⎬
⎪⎭

−1

, (35)

из которого для спектра получаем

ε2
(
1 +

t2⊥
|f(k)|2 − ε2

)2

= |f(k)|2. (36)

Вблизи точек Дирака f(k) → 0 соответствующее
разложение в ряд Тейлора дает

εk ≈ ±|f(k)|3
t2⊥

. (37)

Очевидно, что при приложении перпендику-
лярного электрического поля электронейтральность
слоев нарушится. Легко показать, что в случае три-
слоя в электрическом поле, направленном верти-
кально вверх, получим, что нижний слой заряжен
положительно с потенциалом U из-за нехватки элек-
тронов, средний слой сохраняет свою электроней-
тральность, а верхний слой заряжен отрицательно

с потенциалом −U из-за избытка электронов. Га-
мильтониан трислоя в этом случае запишется сле-
дующим образом:

H =
∑
k

(E0 + U)

(
1

a†k
1
ak +

1

b†k
1

bk

)
+

+
∑
k

E0

(
2

a†k
2
ak +

2

b†k
2

bk

)
+

+
∑
k

(E0 − U)

(
3

a†k
3
ak +

3

b†k
3

bk

)
+

+
∑
k

[
f(k)

(
1

a†k
1

bk +
2

a†k
2

bk +
3

a†k
3

bk

)
+H.c.

]
+

+
∑
k

t⊥

(
1

a†k
2

bk +H.c.

)
+

+
∑
k

t⊥

(
2

b†k
3
ak +H.c.

)
. (38)

Для функции Грина получим

G1
A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ε− U − |f(k)|2

ε− U
− t2⊥

ε− |f(k)|2
ε+ U

− t2⊥

ε+ U − |f(k)|2
ε+ U

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−1

, (39)

где мы положили E0 = 0. Спектр определяется из
решения уравнения(

ε− U − |f(k)|2
ε− U

)(
ε− |f(k)|2

ε+ U

)
×

×
(
ε+ U − |f(k)|2

ε+ U

)
−

− 2εt2⊥

(
1− |f(k)|2

ε2 − U2

)
= 0. (40)

Очевидно, что из-за несимметричности этого урав-
нения относительно энергетической переменной, в
отличие от (31), в некоторых ветвях спектра появит-
ся запрещенная щель.

2.4. Многослойный графен

Начнем со случая многослойного графена, ко-
гда число слоев N все еще мало, чтобы образовать
непрерывный спектр вдоль оси z. Рассмотрим сна-
чала многослойный графен с берналловской (ABA)
упаковкой. Введем следующие гамильтонианы:

H(0)
n =

∑
k

E0

( n

a†k
n
ak +

n

b†k
n

bk

)
, (41)

H(1)
n =

∑
k

[
f(k)

n

a†k
n

bk +H.c.
]
, (42)

H(2)
n =

∑
k

t⊥

( n

a†k
n+1
ak +H.c.

)
, (43)

где n — номер слоя. Тогда гамильтонианN -слойного
графена запишется как

H =
N∑

n=1

(
H(0)

n +H(1)
n

)
+

N−1∑
n=1

H(2)
n . (44)

Из (44) видно, что в случае N -слойного графена для
функции Грина получаем рекуррентное соотноше-
ние

GN
AG

N−1
A =

[(
ε− |f(k)|2

ε

)2

− (N − 1)t2⊥

]−1

(45)
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с очевидным граничным условием G0
A = 1. Это ре-

куррентное соотношение дает

(GN
A )−1 =

⎡
⎢⎢⎢⎣
(
ε− |f(k)|2

ε

)2

− (N − 1)t2⊥(
ε− |f(k)|2

ε

)2

− (N − 2)t2⊥

⎤
⎥⎥⎥⎦×

×

⎡
⎢⎢⎢⎣
(
ε− |f(k)|2

ε

)2

− (N − 3)t2⊥(
ε− |f(k)|2

ε

)2

− (N − 4)t2⊥

⎤
⎥⎥⎥⎦ . . .

. . .

⎡
⎢⎢⎢⎣
(
ε− |f(k)|2

ε

)2

− t2⊥(
ε− |f(k)|2

ε

)2

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

Отсюда можно получить энергетический спектр для
любого числа слоев. Понятно, что для этого необхо-
димо решить следующее уравнение порядка 2N :[(

ε− |f(k)|2
ε

)2

− (N − 1)t2⊥

]
×

×
[(

ε− |f(k)|2
ε

)2

− (N − 3)t2⊥

]
. . .

. . .

[(
ε− |f(k)|2

ε

)2

− t2⊥

]
= 0.

Это уравнение имеет 2N решений (N решений для
электронов,N — для дырок). Для различных ветвей
спектра получаем

(
ε− |f(k)|2

ε

)2

− (N − 1)t2⊥ = 0,

(
ε− |f(k)|2

ε

)2

− (N − 3)t2⊥ = 0,

...(
ε− |f(k)|2

ε

)2

− t2⊥ = 0.

(46)

Эту последовательность можно представить в об-
щем виде:

(
ε− |f(k)|2

ε

)2

− (N − am)t2⊥ = 0, (47)

где m = 1, . . . , N , а

am =

N∑
i=1

(2i− 1)
(
δ(2i−1)m − δ(2i)m

)
, (48)

где δmn — символ Кронекера. Отсюда получаем яв-
ное выражение для энергетического спектра:

εmk = ±
√
|f(k)|2 + (N − am)

t2⊥
2

±
√
|f(k)|2(N − am)t2⊥ + (N − am)2

t4⊥
4
. (49)

Интересно рассмотреть случай большого числа
слоев, когда в третьем измерении образуется зона
Бриллюэна из-за периодичности расположения сло-
ев. Для этого возьмем три произвольных слоя с но-
мерами n − 1, n и n + 1. Гамильтониан этих слоев
имеет вид

H =
∑
k

[
f(k)

(
n−1

a†k
n−1

bk +
n

a†k
n

bk +
n+1

a†k
n+1

bk

)
+H.c.

]
+

+
∑
k

t⊥

(
n−1

a†k
n
ak +H.c.

)
+
∑
k

t⊥

(
n−2

a†k
n−1
ak +H.c.

)
+

+
∑
k

t⊥

( n

a†k
n+1
ak +H.c.

)
+

+
∑
k

t⊥

(
n+1

a†k
n+2
ak +H.c.

)
. (50)

Соотношение (8) дает

(
ε− |f(k)|2

ε

)
〈〈 n
ak |

n

a†k〉〉 =

= 1 + t⊥〈〈n+1
ak |

n

a†k〉〉+ t⊥〈〈n−1
ak |

n

a†k〉〉. (51)

В случае большого числа слоев условие периодич-
ности дает

n
ak= ake

inζ , (52)

где параметр ζ = 2kzc, 2c— период кристаллической
решетки N -слойного графена в третьем измерении,
c — расстояние между слоями, kz — волновой вектор
в третьем измерении. Учитывая это условие, полу-
чаем

Gn
A =

(
ε− |f(k)|2

ε
− 2t⊥ cos ζ

)−1

. (53)

11 ЖЭТФ, вып. 2
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Для спектра имеем

εk = t⊥ cos ζ ±
√
|f(k)|2 + t2⊥ cos2 ζ . (54)

Для конечного числа слоев параметр ζ принимает
дискретные значения [32],

ζm =
mπ

N + 1
, m = 1, . . . , N.

Итак

εm = t⊥ cos

(
mπ

N + 1

)
±

±
√
|f(k)|2 + t2⊥ cos2

(
mπ

N + 1

)
. (55)

Для плотности состояний нетрудно получить

ρ(ε) = π−1 ImG(ε) =
S1

πNv2F �
2
×

×
N∑
i=1

[
(ε− t⊥ cos ζ)θ (ε− t⊥(cos ζ + | cos ζ|)) ×

× θ

(
t⊥ cos ζ +

√
ξ2 + t2⊥ cos2 ζ − ε

)]
. (56)

В случае многослойного графена с упаковкой ABA
будем использовать формулу (55) для электронного
спектра. Рассмотрим теперь многослойный графен
с ромбоэдрической (ABC) упаковкой. В этом случае
зона Бриллюэна в третьем измерении не возникает,
так как перескоки между ближайшими соседними
слоями осуществляются для разных слоев разными
электронами: A1 → A2, B2 → B3, A3 → B4 и т. д.
В случае упаковки ABA эти перескоки могут осу-
ществляться одним и тем же электроном. Последо-
вательное рассмотрение трехслойного, четырехслой-
ного и т. д. графена дает следующую формулу для
спектра вблизи точек Дирака [32]:

εk ≈ ±|f(k)|N
tN−1
⊥

. (57)

2.5. Эпитаксиальный графен

Большинство теоретических расчетов ЭГ дела-
ются численными методами в рамках формализма
функционала плотности. Наряду с этим для иссле-
дования системы «графен – полупроводниковая под-
ложка» есть и аналитический подход. Такой под-
ход основан на модельном гамильтониане Халдей-
на –Андерсона [50] и впервые предложен в работах
Давыдова [51], где были рассмотрены случаи метал-
лической и полупроводниковой подложек. Модель

Давыдова заключается в том, что лист графена, на-
ходящегося на поверхности подложки, можно пред-
ставить как адсорбированные на этой поверхности
атомы углерода, выстроенные в структуру графе-
на. В работах [51–53] было показано, что эта модель
приводит к вполне адекватным результатам. В ра-
ботах [54–58] в рамках этой модели были исследова-
ны электронные состояния системы «ЭГ– размерно-
квантованная пленка», а в [59, 60] эта модель исполь-
зовалась для исследования электронных состояний
системы «квантовая точка – графен – SiO2». В рабо-
тах [61–63] обсуждаются некоторые вопросы элек-
тронного и термоэлектронного транспорта, а также
перенормировка скорости Ферми в ЭГ. Суть подхо-
да подробно изложена в работах [51–53], а также ря-
де работ авторов [58, 61–63]. В наиболее общем виде
выражение для функции Грина в случае ЭГ можно
записать следующим образом [58, 61–63]:

G−1
k (ε) = G̃−1

0 (ε)− tf(k)− iγ, (58)

где γ — энергия затухания квазичастиц за счет внут-
ренних столкновительных процессов, таких как рас-
сеяние на фононах, на примесных атомах, на де-
фектах кристаллической решетки и т. д. (остаточ-
ное рассеяние). Здесь нас не будет интересовать яв-
ный вид величины γ. В настоящей работе предпола-
гается, что в случае ЭГ величина t остается такой
же, как и для изолированного графена. Кроме того,
предполагается справедливость приближения силь-
ной связи для ЭГ. Вообще говоря, указанные до-
пущения требуют более строгого обоснования, что
представляет самостоятельный интерес и выходит
за рамки данной статьи. В выражении (58) G̃0(ε) —
функция Грина изолированного адатома углерода,

G̃0(ε) = [ε− ε̃a − Λ(ε)− iΓc(ε)]
−1 , (59)

где
Γc(ε) = π|V |2ρ(ε)

и

Λ(ε) =
1

π
P

∞∫
−∞

Γc(ε
′) dε′

ε− ε′

— соответственно полуширина и функция сдвига
квазиуровня, ρ(ε) — плотность состояний подлож-
ки, знак «P» означает интегрирование в смысле
главного значения, V — потенциал гибридизации,
ε̃a — квазиуровень адатома углерода, перенормиро-
ванный за счет кристаллического потенциала. Вели-
чина ε̃a есть аналог точки Дирака в ЭГ. При V → 0

величина ε̃a → εc, где εc — точка Дирака изолиро-
ванного графена. При исследовании ЭГ мы не мо-
жем, вообще говоря, положить εc = 0, как в случае
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изолированного графена. Это связано с тем, что мы
имеем дело с двумя системами (графен и подложка),
которые характеризуются разными характерными
энергиями (точка Дирака, края зоны разрешенных
энергий в полупроводнике). Из (59) видно, что в слу-
чае ЭГ необходимо осуществить замену ε→ ε−Λ(ε).
Тогда

(
Λ(ε) tf(k)

tf∗(k) Λ(ε)

)(
ψA

ψB

)
= ε

(
ψA

ψB

)
, (60)

где ψA и ψB — волновые функции электронов под-
решеток A и B.

Энергетический спектр определяется из условия∣∣∣∣∣ −ε+ Λ(ε) t∗(k)
t(k) −ε+ Λ(ε)

∣∣∣∣∣ = 0.

Рассмотрим вопрос о плотности состояний ЭГ,
сформированного на поверхности полупроводника.
Используя выражение (59), получим

ρepitax(ε) = − 1

π
Im

1

2N

∑
k,νb=±1

Gk(ε) =

=
ΓcS

2π2v2F �
2
ln

(ξ2 + Γ2
c − ε2)2 + 4Γ2

cε
2(

Γ2
c + ε2

)2 +

+
Sε

π2v2F�
2

(
arctg

ξ2 + Γ2
c − ε2

2Γcε
−

− arctg
Γ2
c − ε2

2Γcε

)
, (61)

где ε = ε − Λ(ε). Отметим, что здесь и дальше
подразумевается плотность состояний, приходяща-
яся на один атом графена. В связи с этим S = S1 =

= 3
√
3 a2/4.

Рассмотрим эпитаксиальный бислой графена
(рис. 4). Покажем, что в спектре бислоя, сфор-
мированного на полупроводниковой подложке,
может возникнуть запрещенная щель. Физическая
причина, по которой должна появиться щель, ясна
из следующих рассуждений. Нижний слой взаи-
модействует с подложкой сильнее, чем верхний.
Тем самым нарушается симметрия между слоями,
что должно привести к возникновению щели. В
настоящей работе мы считаем, что с подложкой
взаимодействует только нижний слой. Это взаи-
модействие будем описывать с помощью модели
Давыдова.

Для качественного анализа используем здесь
простейшие выражения для функций Λ(ε) и Γc(ε),
предполагая, что подложка двумерная. Имеем [63]

Рис. 4. Бислой графена, сформированный на поверх-
ности подложки

Γc = |V |2m
∗S1

�2
[θ(Δε−Δs − ε) + θ(ε−Δε−Δs)] ,

Λ(ε) = −|V |2m
∗S1

π�2
ln

∣∣∣∣ε−Δε+Δs

ε−Δε−Δs

∣∣∣∣ ,
где m∗ — эффективная масса электрона в подлож-
ке, Δs — полуширина запрещенной зоны полупро-
водниковой подложки, Δε — расстояние между точ-
кой Дирака и центром запрещенной зоны подложки.
В настоящей работе все энергии отсчитываются от
точки Дирака. Оценки величины Δε (см. [55]) по-
казывают, что для подложек SiC она по модулю не
превышает 0.8 эВ. Учитывая, что для этих подло-
жек величина Δ ≈ 1.5 эВ, получаем, что Γc = 0 для
энергий |ε| ≤ 0.7 эВ. Именно эти энергии и рассмат-
риваются дальше. Таким образом, энергии атомов
нижнего слоя сдвигаются на величину Λ(ε),

ε̃c = εc + Λ(ε̃c). (62)

Энергия атомов углерода верхнего слоя остается
равной εc. С учетом сказанного запишем теперь га-
мильтониан бислоя:

H =
∑
i

ε̃c

(
1

a†i
1
ai +

1

b†i
1

bi

)
+
∑
i

εc

(
2

a†i
2
ai +

2

b†i
2

bi

)
+

+
∑
i,j

t

(
1

a†i
1

bj +H.c.

)
+
∑
i,j

t

(
2

a†i
2

bj +H.c.

)
+

+
∑
i

t⊥

(
1

a†i
2

bi +H.c.

)
. (63)

Переход к импульсному пространству дает
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H =
∑
k

ε̃c

(
1

a†k
1
ak +

1

b†k
1

bk

)
+
∑
k

εc

(
2

a†k
2
ak +

2

b†k
2

bk

)
+
∑
k

[
f(k)

(
1

a†k
1

bk +
2

a†k
2

bk

)
+H.c.

]
+
∑
k

t⊥

(
1

a†k
2

bk +H.c.

)
.

Для ФГ получаем следующее выражение:

G1
A = G2

A =

[
ε− ε̃c − |f(k)|2

ε− ε̃c
− t2⊥

(
ε− εc − |f(k)|2

ε− εc

)−1
]−1

. (64)

Далее введем обозначение ε0 = ε̃c−Δc/2 = εc+Δc/2 и перейдем к переменной ξ = ε− ε0. Тогда вместо (64)
получаем

G1
A =

[
ξ−Δc−|f(k)|2

ξ−Δc
−t2⊥

(
ξ+Δc−|f(k)|2

ξ+Δc

)−1
]−1

.

Энергетический спектр определяется из условия ReG−1 = 0. Тогда получаем

εk = ε0 ±
√

Δ2
c

4
+ |f(k)|2 + t2⊥

2
±
√
(Δ2

c+t
2
⊥)|f(k)|2+

t4⊥
4
. (65)

Вблизи точки Дирака имеем

εk = ε0 ±
√

Δ2
c

4
+ v2F p

2 +
t2⊥
2

±
√
(Δ2

c + t2⊥)v
2
F p

2 +
t4⊥
4

. (66)

Энергетический спектр (66) показан на рис. 5,
где энергии отсчитываются от точки Дирака εc. Как
видно из рисунка, в спектре имеется запрещенная
щель шириной

√
t2⊥Δ2

c/(t
2
⊥ +Δ2

c). В отличие от слу-
чая бислоя графена в перпендикулярном электриче-
ском поле, здесь мы имеем дело с несимметричной
относительно точки Дирака запрещенной щелью.

2.6. Учет рассеяния на примесях

Учет рассеяния электронов на примесях без-
условно является очень важной задачей физики
конденсированного состояния. Действительно, ре-
альные образцы материалов всегда содержат при-
меси и дефекты. Здесь мы в рамках простой модели
рассмотрим эту задачу для графена.

Использованные до сих пор гамильтонианы не
содержат рассеяния на примесях. Введем примес-
ную часть гамильтониана в следующем виде:

Himp =
∑
i

Vi

(
a†iai + b†i+δj

bi+δj

)
, (67)

где Vi — случайный потенциал на i-м узле, обуслов-
ленный примесями. Переходя к фурье-образу, полу-
чаем

Himp =
∑
q,k

Vq

(
a†k−qak + b†k−qbk

)
. (68)

Введем функцию

FAB
kk′ = 〈〈Ak|B†

k′〉〉, (69)

где A, B — произвольные операторы. Диагональная
компонента этой функции есть функция Грина. Со-
отношение (8) для этой функции имеет вид

εFAB
kk′ = 〈[Ak, B

†
k′ ]η〉+ 〈〈{AkH −HAk}|B†

k′〉〉. (70)

Для примесного гамильтониана имеем

akHimp −Himpak =
∑
q

Vqak+q. (71)

Обозначая через G0 функцию Грина идеального
графена, получим

F a
kk′ = δkk′G0(k) +G0(k)

∑
q

VqF
a
k+q,k′ , (72)

или

F a
kk′ = δkk′G0(k) +G0(k)

∑
q

Vq−kF
a
q,k′ . (73)

Решение уравнения (73) можно представить в виде
иттерационного ряда
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Рис. 5. Энергетический спектр свободного (штрихо-
вые линии) и эпитаксиального (сплошные) бислоев

графена, Δc = 0.2 эВ

k k k k k kkk+q k+q
= + + + + ...

Vq = 0 Vq Vq

V
–q

V
– –q q�

Vq�

k+q+q�

Рис. 6. Диаграммы Фейнмана, соответствующие
функции Грина (76)

Fkk′ =
∑
n

F
(n)
kk′ , F

(0)
kk′ = δkk′G0(k). (74)

Тогда из (73) следует

F
(n)
kk′ = G0(k)

∑
q

Vq−kF
(n−1)
q,k′ . (75)

Окончательно для функции Грина получаем

G(k) ≡ F a
kk = G0(k) +G0(k)

∑
q

Vq−kF
2
q,k =

= G0(k) +G0(k)Vq=0G0(k) +G0(k)×
×
∑
q

VqG0(k+ q)V−qG0(k)+

+G0(k)
∑
q,q′

VqG0(k+ q)×

× Vq′G0(k+ q+ q′)V−q−q′G0(k) . . . (76)

Диаграммы Фейнмана, соответствующие функции
Грина (76), представлены на рис. 6. Выражение
(76) можно переписать, введя собственно-энергети-
ческую часть T , в виде

G(k) = G0 +G0TG0,

а это есть не что иное, как уравнение Дайсона.
Собственно-энергетическая часть в данном случае
называется T -матрицей рассеяния, а формализм, ос-
нованный на разложении (76), называется прибли-
жением T -матрицы рассеяния. Для одной примеси,
задавая потенциал в виде

V (r) = V δ(r), (77)

выражение (76) можно привести к виду

G(k) = G0(k) +G0(k)
V/Na

1− V G0(ε)
G0(k), (78)

где G0(ε) = N−1
a

∑
kG0(k), т. е. в этом случае T -мат-

рица имеет вид

T (ε) =
V/Na

1− V G0(ε)
. (79)

При конечной, но малой концентрации ni примесей
получаем [64]

T (ε) =
niV

1− V G0(ε)
, (80)

а уравнение Дайсона запишется в виде

G(k) = G0(k) +G0(k)TG(k), (81)

что соответствует борновскому приближению рассе-
яния. Из (81) следует, что

G(k) =
1

G−1
0 − T

=
1

ε− ε(k)− T + i0
. (82)

И, наконец, приведем самосогласованное борновское
приближение рассеяния [64]:

T (ε) =
niV

1− V G0(ε− T (ε))
. (83)

3. ТЕРМОДИНАМИКА ЭЛЕКТРОНОВ

Здесь мы рассмотрим ряд вопросов термодина-
мики электронов монослоя, бислоя графена и эпи-
таксиального графена. Начнем с бислоя графена.
Термодинамика электрон-дырочной жидкости в мо-
нослое графена была рассмотрена в работе [65].
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3.1. Химический потенциал

Рассмотрим прежде всего температурную зави-
симость химического потенциала. Последний опре-
деляется из выражения для числа электронов

Ne = 4S

∫
|f(ε− μ)− f(ε+ μ)| d2p

(2π�)2
, (84)

где f(ε) = [exp(ε/kBT ) + 1]−1 — функция распре-
деления Ферми –Дирака, kB — постоянная Больц-
мана, S — площадь графена, T — температура. По-
ложительный химический потенциал соответствует
электронам, а отрицательный — дыркам. В настоя-
щей работе мы рассматриваем случай электронного
допирования, т. е. μ(T = 0) ≡ εF > Δ. Чтобы пе-
рейти в выражении (84) к интегрированию по энер-
гии, в общем случае мы не можем воспользовать-
ся непосредственно выражением (23), так как функ-
ция ε(U, k) не является однозначной. Поэтому раз-
делим энергетический спектр на два промежутка:
0 < k < k0 и k0 < k, в которых, как легко видеть,
зависимость энергии от волнового числа является
однозначной. Значение k0 определяется из условия
определения экстремума: ∂ε/∂k|k=k0 = 0. Указан-
ные промежутки соответствуют областям энергий:
Δ < ε < U и U < ε. Такая процедура была использо-
вана в работе [66]. Такое разделение, однако, услож-
няет решение поставленных в настоящей работе за-
дач. В связи с этим, полагая еще, что U −Δ � U ,
дальше будем рассматривать лишь область U < ε.
Тогда, следуя работе [66], получаем

p =

√
ε2 + U2 +

√
(4U2 + t2⊥)ε2 − U2t2⊥ ,

откуда следует

2p dp = [2 + Z(ε, t⊥, U)] ε dε,

где

Z(ε, t⊥, U) = ζ2(ζ2ε2 − U2t2⊥)
−1/2, ζ2 = t2⊥ + 4U2.

Тогда

Ne =
S

πv2F �
2

∞∫
U

|f(ε− μ)− f(ε+ μ)| ×

× [2 + Z(ε, t⊥, U)] ε dε. (85)

Из (85) можно найти зависимость химического по-
тенциала от концентрации n носителей и темпера-
туры. При нулевой температуре и электронном до-
пировании из (84) получим

εF =

√
πv2F�

2n+t2⊥/2+U2−
√
ζ2πv2F�

2n+ t4⊥/4 .

Рассмотрим предельные случаи низких и высо-
ких температур.

При низких температурах (μ � kBT ) удобно
дифференцировать уравнение (84) по температуре.
При μ � kBT функция f(ε + μ) → 0. Учитывая,
что число допированных электронов не зависит от
температуры, получим

0 = 4

∫
d

dT
[f(ε− μ)]

d2p

(2π�)2
. (86)

Также имеем

d

kBdT
[f(ε− μ)] =

= −
(
ε− μ

kBT
+

dμ

kBdT

)
∂

∂ε
[f(ε− μ)] . (87)

Функция (87) лишь в окрестности точки ε = μ за-
метно отлична от нуля. В связи с этим можно раз-
ложить функцию εZ(ε, t⊥, U) по степеням ε− μ:

εZ(ε, t⊥, U) ≈ ζ(μ2 −K)−3/2(μ3 − εK),

где K = t2⊥U
2/ζ2. Тогда из (86) можно получить

dμ

dT
= −π

2k2B
3μ

(
1 +

ζμ2

2(μ2 −K)3/2 − ζK

)−1

T,

причем химический потенциал при нулевой тем-
пературе определен выше. Легко видеть, что при
t⊥, U → 0 получается результат для монослоя (см.,
например, работу [65]).

В случае высоких температур (μ � kBT ) выра-
жение (85) можно разложить по степеням μ:

πv2F �
2n =

μ

2kBT

∞∫
U

2 + Z(ε, t⊥, U)

ch2(ε/2kBT )
ε dε, (88)

и легко получить зависимость химического потенци-
ала от температуры. При интегрировании выраже-
ния (88) нужно перейти к переменной z = ε/2kBT

и положить нижний предел равным нулю, так как
условие μ � kBT автоматически означает, что
U � kBT , а следовательно, U/2kBT → 0.

3.2. Теплоемкость

Рассмотрим теперь электронную теплоемкость
бислоя графена при постоянном значении площади.
Энергия носителей дается выражением

E = 4S

∞∫
0

ε |f(ε− μ)− f(ε+ μ)| d2p

(2π�)
2 . (89)
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Оно с точностью до множителя ε совпадает с (84).
Следовательно, мы можем использовать приближе-
ния, приведенные выше. При низких температурах
имеем

CS =
dE

dT
= − 2S

πv2F�
2

∞∫
U

(
ε−μ
T

+
dμ

dT

)
∂f(ε−μ)

∂ε
×

×
[
2ε+ ζ(μ2 −K)−3/2(μ3 − εK)

]
ε dε.

Проводя интегрирование, получаем

CS =
2S

πv2F �
2
×

×
{
π2

3
k2BTμ

[
4 + (μ2 − 2K)ζ(μ2 −K)−3/2

]
+

+
dμ

dT

[
2μ2 + 2

π2k2BT
2

3
+ ζ(μ2 −K)−3/2 ×

×
(
μ4 −K

(
k2BT

2π
2

3
+ μ2

))]}
.

Используя результат, полученный выше для хими-
ческого потенциала, и пренебрегая членами, содер-
жащими kBT/μ в степени больше первой, получим
окончательно

CS(kBT � μ) ≈
≈ 2πS

3v2F�
2
k2Bμ

[
2 + ζ(μ2 −K)−1/2

]
T. (90)

При высоких температурах из выражения (89) име-
ем

E =
μS

2πkBTv2F�
2

∞∫
U

2 + Z(ε, t⊥, U)

ch2(ε/2kBT )
ε2 dε,

а с учетом (88) получаем

E =

2nSkBT

(
π2

6
+ I1

)
ln 2 + I2

,

где

I1 =

∞∫
0

Z(2kBTz, t⊥, U)

ch2 z
z2dz,

I2 =

∞∫
0

Z(2kBTz, t⊥, U)

ch2 z
z dz.

Чтобы рассчитать интегралы I1 и I2, можно вос-
пользоваться условием U � kBT и пренебречь в вы-
ражении для Z(2kBTz, t⊥, U) членом t2⊥U

2. Тогда

I1 ≈ ζ ln 2

2kBT
, I2 ≈ ζ

2kBT
,

причем kBT < ζ. В результате для теплоемкости по-
лучим

CS(kBT � μ) ≈ 2nSkB
2kBT ln 2 + ζ

×

×
[
kBT

(
π2

3
+ ζ

π2/3− 2(ln 2)2

2kBT ln 2 + ζ

)
+ ζ ln 2

]
. (91)

При t⊥, U → 0 получается результат для монослоя
графена [65]

CMG
S (kBT � μ) ≈ 4πS

3v2F�
2
k2BμT,

CMG
S (kBT � μ) ≈ nSkB

ln 2

π2

3
.

Уместно отметить, что при малых концентраци-
ях носителей становится существенным кулоновское
взаимодействие. Изучение термодинамики носите-
лей монослоя графена с учетом этого взаимодей-
ствия было проведено в работе [65]. Однако здесь
мы пренебрегли кулоновским взаимодействием.

3.3. Квантовые осцилляции теплоемкости в
магнитном поле

Один из экспериментальных методов изучения
электронного спектра двумерных электронов осно-
ван на измерениях электронной теплоемкости в по-
перечном квантующем магнитном поле [67, 68]. В
настоящем разделе мы исследуем осцилляции элект-
ронной теплоемкости в монослое графена.

Рассмотрим электронную теплоемкость при по-
стоянном значении площади. Теплоемкость опреде-
ляется как C = T (∂S/∂T ), где S — энтропия, кото-
рую мы здесь определим через термодинамический
потенциал: S = −(∂Ω/∂T )μ. Термодинамический
потенциал двумерного электронного газа в кванту-
ющем магнитном поле в общем случае определяется
выражением

Ω = −2eHkBTS

π�c

∑
n

ln

[
1 + exp

(
μ− εn
kBT

)]
. (92)

Здесь мы рассматриваем случай электронного допи-
рования, т. е. μ > 0. Будем, следуя Лифшицу и Ка-
ганову [46] и недавним работам [45–49, 68], использо-
вать квазиклассический подход, основанный на ис-
пользовании условия квантования Лифшица –Он-
сагера [69], которое для двумерной системы (здесь
и далее считаем, что электронный газ находится в
плоскости xy, а магнитное поле направлено вдоль
оси z) можно записать в виде
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A(ε) =
2π�eH

c
(n+ γσ), (93)

где A(ε) — площадь сечения поверхности ε(p) =

= ε, γσ = γ + [mc(μ)/m]σ/2 с σ = ±1, mc(ε) =

= (2π)−1dA/dε — циклотронная масса, γ — постоян-
ная, которая в случае квадратичного спектра равна
1/2 (в случае графена γ = 0), m — масса электрона.
В настоящей работе мы пренебрегаем зеемановским
расщеплением уровней, т. е. считаем, чтоmc(μ)/m =

= 0. Величину A(ε) можно найти из следующего вы-
ражения [46]:

A(ε) =

∫
dε

∮
dl

v(p)
, (94)

где dl — элемент дуги кривой ε = const в импульс-
ном пространстве, v =

√
v2x + v2y . Хорошо извест-

но, что в квантующем магнитном поле термодина-
мический потенциал состоит из двух составляющих
[70, 71]: из не зависящей от поля части Ω0 и части
Ωosc

H , осциллирующей по магнитному полю:

Ω = Ω0 +Ωosc
H ,

где

Ω0 = − S

(π�)2

∞∫
0

A(ε)f(ε− μ) dε, (95)

Ωosc
H =

2mc(μ)ωckBTS

π�
×

×
∞∑
i=1

1

k

cos[kA(μ)c/�eH ]

sh k
2π2kBT

�ωc

, (96)

где ωc = eH/mc(μ)c. Соответственно, для энтропии
получаем

S0 =
S

4π2�2

1

kBT 2

∞∫
0

ε− μ

ch2(ε− μ)/2kT
A(ε) dε, (97)

Sosc
H =

πmc(μ)k
2
BTS

�2
×

×
∞∑
k=1

L(xk) cos[kA(μ)c/�eH ]

shxk
, (98)

где xk = 2kπ2kBT/�ωc, L(x) = cthx − 1/x — функ-
ция Ланжевена. В формуле (97) подынтегральное
выражение заметно отлично от нуля лишь в окрест-
ности точки ε = μ. Тогда мы можем разложить A(ε)
вблизи этой точки, что дает

SH=0(T ) ≈ 2πmc(μ)Sk
2
BT

3�2
.

Окончательно для теплоемкости получаем

C =
πmc(μ)k

2
BTS

�2
×

×
[
2

3
+

∞∑
k=1

Ψ(xk)
cos[kA(μ)c/�eH ]

shxk

]
, (99)

где

Ψ(xk) = 2 cthxk − xk

(
1

sh2 xk
+ cth2 xk

)
. (100)

Необходимо отметить, что мы рассматриваем лишь
внутризонный вклад в теплоемкость, т. е. область
температур kBT � �ωc. Наконец, нам необходимо
учесть, что в квантующем магнитном поле химиче-
ский потенциал есть осциллирующая функция маг-
нитного поля. Для этого мы воспользуемся условием
сохранения числа электронов

Ne = −
(
∂Ω

∂μ

)
H,T

=

= S
A(μ)

(π�)2
−
(
∂Ωosc

H

∂μ

)
H,T

= const. (101)

Тогда с помощью (96) при нулевой температуре по-
лучаем (см. [19])

cA(μ)

eH�
=
π2

�c

eH
n− arctg

sin

(
2π2

�c

eH
n

)

1 + cos

(
2π2

�c

eH
n

) , (102)

откуда получаем зависимость химического потенци-
ала от магнитного поля и концентрации электронов.
Для функции A(μ) имеем

A(μ) =
πμ2

v2F
для бесщелевого графена,

A(μ) =
π

v2F
(μ2 −Δ2) для щелевого графена.

На рис. 7 показаны зависимости теплоемкостей
щелевого и бесщелевого графена от обратной вели-
чины магнитного поля. Проанализируем представ-
ленные на рисунке зависимости. Осцилляции теп-
лоемкости объясняются квантовыми осцилляциями
плотности состояний, от которой зависит полная
энергия системы. Вблизи значений магнитного по-
ля, при которых нижние уровни Ландау полностью
заполнены, а верхние полностью пусты, происхо-
дит резкое изменение плотности состояний. Непо-
средственно при этих значениях теплоемкость рез-
ко уменьшается, что связано с тем, что система с
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Рис. 7. Зависимости теплоемкостей от обратного маг-
нитного поля в бесщелевом (а) и щелевом (б ) графене

при различных температурах

полностью заполненными уровнями Ландау не по-
глощает энергии, так как, во-первых, невозможны
межуровневые переходы из-за малости температу-
ры, а во-вторых, невозможны внутриуровневые пе-
реходы, поскольку уровни полностью заполнены. В
таком состоянии теплоемкость определяется лишь
тепловым уширением уровней Ландау. На рис. 7б
приведены осцилляции теплоемкости для щелевого
графена. Увеличение периода осцилляций связано
с тем, что при одном и том же химическом потен-
циале концентрация электронов в щелевом графене
меньше, чем в бесщелевом. Запишем выражение для
периода осцилляций по обратному полю:

δ

(
1

H

)
=

2π�e

A(μ)c
.

Тогда становится ясным природа увеличения пери-
ода осцилляций в случае щелевого графена: вели-
чина A(μ) для щелевого графена меньше, чем для
бесщелевого при одинаковых значениях химическо-
го потенциала.

Рассмотрим влияние кулоновского взаимодей-
ствия на осцилляции теплоемкости. Учет кулонов-
ского взаимодействия является очень важной зада-
чей физики графена. Это связано с тем, что в гра-
фене это взаимодействие не экранируется из-за дву-
мерности. Строго говоря, на сегодняшний день зада-
ча о влиянии кулоновского взаимодействия на маг-
нитные осцилляции не решена. Чтобы включить ку-
лоновское взаимодействие в квазиклассический под-
ход необходимо изменить сами условия квантова-
ния. Однако в некоторых работах [45–49, 65] это вза-
имодействие введено в функцию A(ε), но при этом
условия квантования не изменены. В настоящей ра-
боте мы также будем использовать этот простой
подход.

Перенормированный за счет кулоновского вза-
имодействия электронный спектр графена имеет
вид [72]

ε(p) = νbvF p [1 + g ln(p0/p)] , (103)

где g = e2/8π�vFκ, κ — диэлектрическая про-
ницаемость (подложки плюс графен), p0 ≈ 5 ×
× 10−20 эрг·с/см. Нетрудно убедиться, что в первом
приближении по малому параметру g траектория
электрона в импульсном пространстве есть эллипс
с параметрами

a = ε [1− g ln(vF p0/ε)] /vF ,

b = ε [1− g ln(vF p0/ε)] /vF .

На рис. 8 показаны осцилляции теплоемкости
с учетом и без учета межэлектронного взаимодей-
ствия. Как видно из рисунка, учет кулоновского вза-
имодействия приводит к уменьшению теплоемкости,
а также к смещению и увеличению периода осцил-
ляций. По-видимому, это связано с тем, что учет
кулоновского взаимодействия приводит к уменьше-
нию химического потенциала. Последний эффект
рассмотрен в работе [65].

3.4. Термодинамика электронов в
эпитаксиальном графене

Рассмотрим теперь термодинамику электронов
в эпитаксиальном графене на полупроводниковой
подложке. Далее ограничимся областью энергий
|ε| � Δs, чтобы расходимости в (62) вблизи |ε| = Δs
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Рис. 8. Зависимости теплоемкости от обратного маг-
нитного поля с учетом (кривая 1 ) и без учета (кривая

2 ) кулоновского взаимодействия

(мы положили Δε = 0) не приводили к артефакт-
ным результатам. Чтобы перейти в (84) к интегри-
рованию по энергии, воспользуемся выражением

p = v−1
F [ε− Λ(ε)] ,

которое следует из (62), если вместо ε̃c подставить
vF p. Тогда

Ne =
2S

πv2F �
2

∫
|f(ε− μ)− f(ε+ μ)| ×

× [ε− Λ(ε)]

(
1− dΛ(ε)

dε

)
dε. (104)

Из (104) можно найти зависимость химического по-
тенциала ЭГ от концентрации носителей и темпера-
туры. При нулевой температуре и электронном до-
пировании из (104) получим

nπv2F�
2 = 2

μ∫
0

[ε− Λ(ε)]

(
1− dΛ(ε)

dε

)
dε.

На рис. 9 приведены результаты численного расчета
зависимости химического потенциала от температу-
ры из выражения (104). При построении кривых мы
положили, что Δs = 1 эВ, n = 1010 см−2.

При исследовании химического потенциала при
низких температурах имеет место разложение

p ≈ v−1
F [ε− Λ(μ)−K(μ)(ε− μ)] . (105)

Тогда для случая электронного допирования имеем

0 =

∞∫
0

(
ε− μ

T
+
dμ

dT

)
∂f(ε− μ)

∂ε
×

× [ε− Λ(μ)−K(μ)(ε − μ)] dε, (106)

где K(μ) = (dΛ(ε)/dε)ε=μ. Поскольку мы рассматри-
ваем область |ε| � Δ, можно разложить функцию
Λ(ε) по степеням ε/Δ:

Λ(ε) ≈ −2|V |2ρ0 ε

Δs
, K ≈ −2|V |2ρ0

Δ
, (107)

где ρ0 = S1m
∗/π�2. Тогда можно интегрировать

непосредственно выражение (104), не прибегая к
(105). В результате имеем

dμ

dT
≈ −π

2T

12μ
. (108)

В случае высоких температур (|μ| � T ) можно раз-
ложить (104) по степеням μ,

n =
4μ

πv2F�
2T

∞∫
0

1

ch2(ε/T )
[ε− Λ(ε)]×

×
(
1− dΛ(ε)

dε

)
dε, (109)

и легко получить зависимость химического потенци-
ала от температуры. Используя разложение (107),
имеем

μ ≈ π

4 ln 2

nv2F �
2

(1−K)T
. (110)

Для теплоемкости ЭГ при низких температурах
имеем

CS =
dE

dT
= − 2S

πv2F�
2
(1−K)2 ×

×
∞∫
0

(
ε− μ

T
+
dμ

dT

)
∂f(ε− μ)

∂ε
ε2dε =

=
2S

πv2F �
2
(1−K)2

(
2μ2 dμ

dT
+
π2

3
μT

)
.

Используя (108), получим окончательно

CS(|μ| � T ) ≈ Sπ

3πv2F�
2
(1−K)2μT.

При высоких температурах имеем E = πSμ(1−K)2×
× T 2/3v2F�

2, а для теплоемкости с учетом (110) по-
лучаем

CS(|μ| � T ) ≈ π2

12 ln2
nS(1−K).
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Рис. 9. Зависимости химических потенциалов изо-
лированного (V = 0, кривая 1 ) и эпитаксиального

(V = 2, кривая 2 ) графена от температуры

Приведем маленькое заключение для случая ЭГ.
Из представленного исследования видно, что при
наличии подложки химический потенциал уменьша-
ется (см. рис. 9), а теплоемкость увеличивается. По-
видимому, это можно объяснить тем, что электро-
ны ЭГ более «инертны» из-за наличия взаимодей-
ствия. Термодинамика электрон-дырочной жидко-
сти в изолированном графене была исследована в
работе Фальковского [65]. Здесь мы в основном сле-
довали духу этой работы. Учет межэлектронного
взаимодействия увеличивает химический потенци-
ал [65]. Наличие же какой-либо подложки уменьша-
ет это взаимодействие (из-за возрастания диэлект-
рической проницаемости среды), а следовательно,
должен уменьшиться и химический потенциал. Ин-
тересно, что этот вывод качественно совпадает с ре-
зультатом нашей работы.

3.4. Фаза Берри

Необычное поведение дираковских электронов в
графене в магнитном поле тесно связано с топологи-
ческой фазой — фазой Берри. Наиболее интересным
явлением в этой связи является полуцелочисленный
квантовый эффект Холла. Фаза Берри электронов
свободного графена равна π.

Рассмотрим случай ЭГ. Чтобы исследовать фа-
зу Берри γ(ε), будем следовать статье Фальковско-
го [73], которая была написана задолго до опублико-

вания известной работы Берри [74]. В [73] для γ(ε)
было получено следующее выражение:

γ(ε) = − Im

∮
dkx

ϕ∗
0ϕ0vy

ϕ∗
0Vy

dϕ0

dkx
, (111)

где Vy = ∂H/∂ky — оператор скорости, ϕ0 — соб-
ственные функции гамильтониана. Изоэнергетиче-
ская траектория электронов в ЭГ в импульсном про-
странстве есть окружность площадью

A(ε) = πp2 =
π

v2F
[ε− Λ(ε)]2 . (112)

Далее нам необходимо написать гамильтониан
ЭГ. Как видно из (60), в общем виде это сделать
невозможно. В связи с этим мы рассмотрим случай
ε < Δs. Тогда имеем

Λ(ε) ≈ −2|V |2mS1ε/π�
2Δs. (113)

Легко показать, что гамильтониан ЭГ в этом случае
имеет вид

H ≈
(
1 + 2|V |2mS1

π�2
1

Δs

)−1

×

×
(

0 vF (−ipx − py)

vF (ipx − py) 0

)
. (114)

Этот гамильтониан можно интерпретировать как
гамильтониан свободного графена с перенормиро-
ванной скоростью Ферми

ṽF = vF
(
1 + 2|V |2mS1/πΔs�

2
)−1

.

Следуя работе [73], представим собственные функ-
ции гамильтониана (114) в виде

ϕ0 =

(
ε
(
ṽ2F p

2 − ε2
)

ṽF (ipx − py)
(
ṽ2F p

2 − ε2
)
)
. (115)

Тогда

ϕ∗
0ϕ0 =

(
ṽ2F p

2 + ε2
) (
ṽ2F p

2 − ε2
)2
. (116)

Далее имеем

Imϕ∗
0Vy

dϕ0

dkx
= −ṽ2F ε

(
ṽ2F p

2 − ε2
)2
. (117)

Легко показать, что в случае ЭГ оператор Vy дается
матрицей

Vy = ṽF

(
0 −1

−1 0

)
. (118)
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Функции (116) и (117) не зависят от kx. Далее име-
ем
∮
dkx/vy = dA/dε. Действительно, по опреде-

лению A =
∮
dkxdky. С другой стороны, dky =

= dε/(∂ε/∂ky) = dε/vy. Тогда A =
∮
dε dkx/vy. В

нашем случае

dA

dε
=

2π

v2F
[ε− Λ(ε)]

(
1− dΛ(ε)

dε

)
≈ 2πε

ṽ2F
. (119)

Таким образом,

γ(ε) =
2πε2

ṽ2F p
2 + ε2

. (120)

Используя выражение (114), окончательно получа-
ем γ = π.

Этот результат может быть получен и другим пу-
тем. Гамильтониан двукратно-вырожденной элект-
ронной системы имеет вид H = R(p) · σ, R — па-
раметр, зависящий от импульса, σ — матрицы Па-
ули. Фаза Берри такой системы определяется как
γ = Ω/2, Ω — телесный угол, соответствующий
замкнутому контуру в пространстве параметра R.
Для двумерной системы замкнутому контуру в про-
странстве импульсов соответствует угол ϕ = 2π. В
случае линейного спектра R ∝ p. С другой сторо-
ны, p ∝ eiϕ, а значит, и R ∝ eiϕ, т. е. телесный угол
в пространстве параметра R также равен 2π. Отсю-
да получаем, что в случае двумерных дираковских
электронов γ = π. Очевидно, что в случае ЭГ

R ∝
(
1 + 2|V |2mS1

π�2
1

Δs

)−1

p,

т. е. угловая зависимость остается такой же, как и в
случае свободного графена. Отсюда получаем, что
для ЭГ фаза Берри равна π.

Следует отметить, что полученный результат
справедлив только для значений энергий ε < Δs,
т. е. вблизи точки Дирака. Если это условие не вы-
полняется, то фаза Берри будет отличаться от зна-
чения π. Действительно, в этом случае угловая за-
висимость R(p) отклоняется от линейного закона.
Разложение следующего порядка малости дает

Λ(ε) ≈ − 2

Δ
|V |2mS1

π�2
ε

(
1 +

2ε2

Δ2
s

)
. (121)

Тогда энергетический спектр определяется следую-
щим образом:

ε

[
1 +

2

Δs
|V |2mS1

π�2

(
1 +

2ε2

Δ2
s

)]
=

= vF (−ipx − py). (122)

Далее будем использовать следующую аппроксима-
цию:

ε

[
1 +

2

Δs
|V |2mS1

π�2

(
1 +

2
(
ε(1)
)2

Δ2
s

)]
=

= vF (−ipx − py), (123)

где ε(1) = ṽF (−ipx − py) — спектр в первом порядке
разложения. Тогда

H ≈ vF

⎛
⎜⎜⎝

0
C − iD
A2 + B2

C + iD
A2 + B2

0

⎞
⎟⎟⎠ , (124)

где

A = 1 +
2ρ0|V |2

Δs
+

2ρ0|V |2
Δs

2ṽ2F (p
2
y − p2x)

Δ2
s

,

B =
8ρ0|V |2
Δs

ṽ2F pxpy
Δ2

s

,

C = −Apy − pxB, D = pxA− pyB.
Отсюда видно, что

R ∝ (C,D)

A2 + B2
,

т. е.
Rx ∝ C

A2 + B2
, Ry ∝ D

A2 + B2
.

Таким образом, угол отличается от Ω. Это означает,
что фаза Берри будет отличаться от π.

Экспериментально фаза Берри ЭГ на C-грани
SiC исследовалась в работах [75–77]. В этих работах
сообщается, что образцы ЭГ обладают фазой Берри,
равной π. Фаза Берри в ЭГ на Si грани SiC исследо-
вана в [78]. В этой работе также показано, что γ = π.
Таким образом, используемая модель полностью со-
гласуется с экспериментом вблизи точки Дирака.

В случае многослойной ABA-упаковки графена
нельзя однозначно ответить на этот вопрос, пото-
му что в спектре такой системы имеется много раз-
личных ветвей. Задачу необходимо решать отдельно
для каждой ветви. Сразу можно сказать, что для
линейных ветвей (cos[pπ/(N + 1)] = 0) фаза Бер-
ри равна π. Для ветвей с cos[pπ/(N + 1)] 
= 0 в
непосредственной окрестности точки Дирака, когда
k � t⊥ cos[pπ/(N + 1)] фаза Берри равна 2π. Дей-
ствительно, низкоэнергетический спектр многослой-
ного графена можно записать в виде

εp ≈ k2

2t⊥ cos[pπ/(N + 1)]
,
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т. е. телесный угол в пространстве параметра R ра-
вен 4π. Тогда фаза Берри равна 2π. В случае неболь-
шого числа слоев N фазу Берри многослойного гра-
фена можно представить в виде

γp = π
(
2− δ0cos[pπ/(N+1)]

)
,

где δmn — символ Кронекера (δmn = 1, если m = n,
δmn = 0, если m 
= n). В случае ABC-упаковки, оче-
видно, фаза Берри равна Nπ.
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