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Рассматривается теория линейного и квадратичного откликов двумерного газа непрямых дипольных эк-

ситонов на внешнее воздействие поверхностной звуковой волной в присутствии статического случайного

потенциала. Теория строится как для высоких температур, заведомо бо́льших температуры конденсации

экситонного газа, так и при нулевой температуре, с учетом эффектов бозе-эйнштейновской конденса-

ции. В рамках «крестовой» диаграммной техники вычисляются функции Грина частиц, корреляционная

функция плотность–плотность, а также функция квадратичного отклика. Полученные результаты при-

меняются для расчета поглощения поверхностных волн типа Рэлея и эффекта акустического увлечения

экситонного газа волной Рэлея. Определено также затухание боголюбовских возбуждений экситонного

конденсата, обусловленное рассеянием на случайном потенциале.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Вопрос о конденсации экситонного газа низкой

плотности (n0a
3
B ≪ 1) в трехмерной системе впер-

вые был рассмотрен теоретически в ставшей уже

классической работе Келдыша и Козлова [1], где

было показано, что такая система обладает бого-

любовского типа спектром элементарных возбужде-

ний аналогично системе слабовзаимодействующих

бозе-частиц. Таким образом, в области малых плот-

ностей экситонная система представляет собой газ

слабовзаимодействующих водородоподобных экси-

тонов Ванье – Мотта, теория которых может стро-

иться с применением техники, разработанной Беля-

евым [2, 3]. С начала 1990-х гг. интерес переключил-

ся на изучение экситонных конденсатов в системах

пониженной размерности [4–8] в структурах с двой-
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ной или широкой одиночной квантовой ямой. Бы-

ло продемонстрировано, что понижение размерно-

сти дает ряд преимуществ. В частности, простран-

ственное разделение электронов и дырок в двой-

ных квантовых ямах приводит к увеличению ре-

комбинационного времени жизни на несколько по-

рядков и к уменьшению времени, требующегося на

охлаждение экситонного газа. Кроме того, диполь-

дипольное отталкивание экситонов в двойных кван-

товых ямах препятствует образованию связанных

многоэкситонных комплексов.

Одним из важнейших аспектов теории экситон-

ных конденсатов является вопрос об экситон-при-

месном рассеянии, или, шире, взаимодействия эк-

ситонов со статическими случайными полями, обу-

словленными неоднородностями интерфейсов кван-

товых ям, флуктуациями их ширины, заряженными

и/или нейтральными примесями и т. д. Насколько

нам известно, впервые вопрос экситон-примесного

рассеяния для трехмерного экситонного конденсата

в рамках боголюбовской модели слабонеидеально-
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го бозе-газа рассматривался в работе [9]. Несколь-

ко позже этот вопрос применительно к двумерным

системам экситонов изучался в работах [10–12]. Эф-

фекты слабой локализации экситонов (выше темпе-

ратуры конденсации) были проанализированы в ра-

ботах [13, 14]. В последнее время задача о влиянии

случайного потенциала на свойства бозе-конденсата

снова стала актуальной в свете развития теории ато-

марных конденсатов (см. обзор [15]). Во всех указан-

ных работах (за исключением [13, 14]) рассматрива-

лись равновесные свойства конденсата бозе-частиц

в поле случайного потенциала.

Недавно появился ряд экспериментальных ра-

бот, в которых изучалось поведение дипольных эк-

ситонов [16–18] и конденсата экситонных полярито-

нов [19] в поле поверхностной звуковой волны. Эти

работы стимулировали нас к теоретическому изу-

чению акустоэкситонного взаимодействия [20–22] в

присутствии экситонного конденсата для чистых си-

стем, когда динамика частиц является исключи-

тельно баллистической. Как было показано, выра-

жения, описывающие отклики экситонной плотно-

сти и коэффициент увлечения в экситонном конден-

сате, расходятся при приближении частоты внешне-

го возмущения к энергии элементарных возбужде-

ний системы. Как было указано в работе [22], эта

расходимость является следствием пренебрежения

рассеянием (конечным временем жизни) элементар-

ных возбуждений. При достаточно низких темпера-

турах доминирующим вкладом в затухание элемен-

тарных возбуждений является экситон-примесное

рассеяние. В настоящей работе мы обобщим полу-

ченные в [21, 22] результаты на диффузионную об-

ласть как в высокотемпературной, так и в конден-

сированной фазе экситонного газа.

2. ЭКСИТОННЫЙ ГАЗ ПРИ ВЫСОКИХ
ТЕМПЕРАТУРАХ

Прежде чем переходить непосредственно к рас-

четам, остановимся на модели экситонного газа, ко-

торую мы будем рассматривать. Изучаемая струк-

тура представляет собой двойную квантовую яму на

поверхности подложки, которую для простоты бу-

дем считать изотропной (рис. 1). Будем полагать,

что экситоны представляют собой жесткие диполи,

ориентированные вдоль направления роста струк-

туры и имеющие дипольный момент p = (0, 0, ed),

где e — модуль заряда электрона, d — расстояние

между квантовыми ямами. Такая модель игнориру-

ет внутренние степени свободы экситона и движение
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Рис. 1. Схема структуры: двойная квантовая яма на по-

верхности подложки. Поверхностная волна Рэлея рас-

пространяется по поверхности (x, y). Функции ux(x, z) и

uz(x, z) — компоненты вектора смещения точек среды (де-

тали см. в [21, 22]). Стрелками обозначены дипольные мо-

менты экситонов

электрона и дырки поперек слоев, а также подра-

зумевает, что внешнее переменное звуковое поле и

температура не возбуждают внутреннего движения

частиц в экситоне. При этом экситон может двигать-

ся как целое в плоскости квантовых ям, оставаясь

ориентированным ортогонально ей. В такой модели

функция Грина экситона зависит лишь от (двумер-

ного в плоскости квантовой ямы) радиус-вектора

центра масс r. В отсутствие случайного потенциала

функция Грина экситона удовлетворяет следующе-

му уравнению:

[

i∂t−
p2

2M
+µ−U(r, t)− gδn(r, t)

]

G(r, r′; t, t′) =

= δ(x− x′)δ(t− t′). (1)

В этом уравнении M = me + mh — масса эксито-

на, U(r, t) — взаимодействие с внешним полем аку-

стической волны, µ — химический потенциал эк-

ситонов. Последнее слагаемое в квадратных скоб-

ках — экситон-экситонное взаимодействие, записан-

ное в рамках подхода среднего поля. Взаимодей-

ствие экситонов будем считать контактным, а по-

стоянную g можно оценить как g ∼ 2πe2d/ε. Вели-

чина δn(r, t) представляет собой отклонение плотно-

сти экситонов от равновесного значения.

2.1. Отклик первого порядка и поглощение

звука

Решение уравнения (1) будем искать итерациями

по U(r, t). Представляя G−G0 = δG(1) + δG(2) + . . .,

G0 — функция Грина невзаимодействующих частиц,

и аналогично разлагая плотность δn = δn(1)+δn(2)+

+ . . ., в первом порядке получаем
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δG(1)(r, r
′; t, t′) =

∫

dr1

∫

C

dt1G0(r−r1; t−t1)×

×
[

U(r1, t1) + gδn(1)(r1, t1)
]

G0(r1 − r′; t1 − t′), (2)

где интегрирование по времени проводится по кел-

дышевскому контуру [23]. Представим внешнее воз-

действие в виде

U(r, t) = U(k, ω) exp (ik · r− iωt) +

+ U∗(k, ω) exp (−ik · r+ iωt) , (3)

где |U(k, ω)|2 ∼ ωI0. В этом выражении ω — частота

поверхностной акустической волны Рэлея, I0 — ее

интенсивность. Коэффициент пропорциональности

в этой формуле представляет собой набор констант,

характеризующих материал подложки и экситон-

акустическое взаимодействие в модели деформаци-

онного потенциала (детали см. в работе [22]). Учи-

тывая связь плотности частиц с функцией Грина,

δn(1)(r, t) = iδG<
(1)(r, r; t, t), можно найти линейный

отклик плотности самоcогласованным образом:

δn(1)(r, t) = δn(1)(k, ω) exp (ik · r− iωt) +

+ δn(1)(−k,−ω) exp (−ik · r+ iωt) ,

δn(1)(k, ω) =
ΠR(k, ω)

εR(k, ω)
U(k, ω),

εR(k, ω) = 1− gΠR(k, ω).

(4)

В эти выражения входит поляризационный опера-

тор экситонного газа:

ΠR(k, ω) = i

∫

dǫ

2π

∫

dp

(2π)2
×

×
[

GR
0 (ǫ,p)G

<
0 (ǫ− ω,p− k) +

+ G<
0 (ǫ,p)G

A
0 (ǫ− ω,p− k)

]

. (5)

Здесь функции Грина введены согласно стандарт-

ным определениям [24].

Выражение (5) можно упростить, если восполь-

зоваться следующим соотношением [24]:

G<
0 (ǫ,p) = −2πifǫδ(ǫ−ǫp) = fǫ[G

R
0 (ǫ,p)−GA

0 (ǫ,p)].

С учетом этого соотношения перепишем (5) в следу-

ющем виде, удобном для дальнейших вычислений:

ΠR(k, ω) = i

∫

dǫ

2π
(fǫ−fǫ−ω)

∫

dp

(2π)2
Dǫ,p(k, ω)+

+ i

∫

dǫ

2π

∫

dp

(2π)2
fǫ[G

R
0 (ǫ + ω,p+ k)GR

0 (ǫ,p)−

−GA
0 (ǫ,p)G

A
0 (ǫ − ω,p− k)], (6)

Dǫ,p(k, ω) = GR
0 (ǫ,p)G

A
0 (ǫ − ω,p− k).

Непосредственное интегрирование в (5) по ǫ

приводит к выражению линхардовского типа с

равновесными функциями распределения fǫ =

= [exp((ǫ − µ)/T ) − 1]−1 для экситонов с энергией

ǫp = p2/2M , химическим потенциалом µ и массой

M . В отсутствие случайного потенциала мы ис-

пользовали это выражение для поляризационного

оператора при вычислении поглощения звука и

эффекта акустического увлечения в [21, 22].

При наличии случайного поля ui(r), удовлетво-

ряющего условиям

〈ui〉 = 0, 〈ui(r)ui(r′)〉 = u20δ(r− r′), (7)

выражение (6) следует усреднить по его случайным

реализациям. После усреднения первого слагаемого

получаем

〈Dǫ,p(k, ω)〉 = 〈GR
0 (ǫ,p)〉〈GA

0 (ǫ − ω,p− k)〉×
× Γǫ(k, ω), (8)

где 〈GR,A
0 〉 — усредненные по беспорядку функции

Грина экситона, а величина Γǫ(k, ω) отвечает за пе-

ренормировку вершины. Усреднение функций Гри-

на по беспорядку вполне аналогично усреднению

для случая электронов. В рамках борновского при-

ближения имеем [13, 14]

〈GR
0 (ǫ,p)〉−1 = ǫ − ǫp − ImΣ(ǫ,p),

где ImΣ(ǫ,p) = −iθ[ǫ]/2τ и τ−1 =Mu20 — время рас-

сеяния экситонов на флуктуациях случайного поля

ui(r). При этом по предположению слабости случай-

ного поля энергия экситона велика по сравнению с

уширением, ǫp ≫ 1/τ .

Перенормировка вершины вычисляется в лест-

ничном приближении [25–27] как

Γǫ(k, ω) =
1

1− u20ηǫ(k, ω)
,

ηǫ(k, ω) =

∫

dp

(2π)2
〈GR

0 (ǫ,p)〉〈GA
0 (ǫ−ω,p−k)〉.

(9)

Для расчета величины ηǫ(k, ω) подынтегральное вы-

ражение представим в виде произведения:

〈GR
0 (ǫ,p)〉〈GA

0 (ǫ − ω,p− k)〉 =

= − 1

ω − ǫp + ǫp−k + i/τ
×

×
[

1

ǫ − ǫp + i/2τ
− 1

ǫ− ω − ǫp−k − i/2τ

]

. (10)
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В квадратных скобках в диффузионной области

ωτ ≪ 1 и τυǫk ≪ 1 (υǫ =
√

2ǫ/M — скорость эк-

ситона с данной энергией ǫ) можно положить ω = 0

и k = 0, после чего этот множитель заменяется на

−2πiτδ(ǫ − ǫp), поскольку ǫp ≫ 1/τ . Наличие дель-

та-функции позволяет взять интеграл по модулю

импульса. В результате получаем

Γǫ(k, ω) =
1

τ(−iω +Dǫk2)
. (11)

Здесь Dǫ = τυ2ǫ /2 = τǫ/M — коэффициент диффу-

зии экситона на массовой поверхности. Полученное

выражение следует подставить в (8) и далее в (6).

В интеграле по энергии в первом слагаемом в (6)

можно пренебречь раздвижкой полюсов в произве-

дении функций Грина, считая ω = 0 и k = 0, после

чего произведение запаздывающей и опережающей

функций Грина заменяется на дельта-функцию, что

позволяет взять интеграл по импульсу.

Вычисление второго слагаемого в (6) менее гро-

моздко. Действительно, при усреднении не нуж-

но суммировать лестницу, (см. [25–27]) в результа-

те остается произведение средних каждой функции

Грина. Далее, в диффузионном пределе в этих про-

изведениях можно положить ω = 0, k = 0, после

чего, используя равенство

(GR,A)2 = − ∂

∂ǫ
GR,A,

следует проинтегрировать по частям. Использова-

ние далее соотношения

〈GR〉 − 〈GA〉 ≈ −2πiδ(ǫ− ǫp)

позволяет снять интегрирование по p.

Собирая все получившиеся слагаемые вместе, на-

ходим поляризационный оператор экситонов в диф-

фузионном пределе:

ΠR(k, ω) =M

∞
∫

0

dǫ

2π

[

∂fǫ
∂ǫ

+ i
fǫ − fǫ−ω

(−iω +Dǫk2)

]

. (12)

Точное вычисление этого интеграла провести не уда-

ется. Однако наиболее интересной является область

малых ω ≪ ǫ ∼ T , где ǫ — характерная энергия экси-

тонов в функции fǫ при заданной температуре T . В

случае малых ω в (12) функции распределения мож-

но разложить в ряд Тейлора. В результате получим

(x = ǫ/T )

ΠR(k, ω) = −M
∞
∫

0

dx

2π

x

x− iβ

(

−∂f
∂x

)

, (13)

где β = 2ωτ/(kℓT )
2 и введена характерная длина

пробега ℓT = vT τ .

Коэффициент поглощения рэлеевской волны вы-

ражается через функцию отклика плотности [21]

S(k, ω) =
ΠR(k, ω)

εR(k, ω)
,

Γ ∼ −k2 ImS(k, ω) = −k2 ImΠR(k, ω)

|εR(k, ω)|2 ,
(14)

где коэффициент пропорциональности не содержит

зависимости от частоты и волнового вектора. Яв-

ное выражение для этого коэффициента приведе-

но в работе [21]. Рассмотрим частотное поведение

коэффициента поглощения Γ(ω). Поляризационный

оператор выражается через безразмерную величину

β = 2ωτ/(kℓT )
2. В случае рэлеевской волны ω = ck,

где c — ее фазовая скорость. В этом случае параметр

β =
2

ωτ

(

c

vT

)2

.

При T = 10 K, M ≈ 0.1m0 получаем β ≈ 2 ·10−2/ωτ .

Таким образом, в диффузионной области ωτ ≪ 1

возможно как β ≪ 1, так и β ≫ 1. Эти неравенства

эквивалентны, очевидно, неравенствам 2(c/vT )
2 ≪

≪ ωτ ≪ 1 и ωτ ≪ 2(c/vT )
2 ≪ 1 соответственно.

Рассмотрим обе эти ситуации. При больших и

малых значениях параметра β из (13) имеем

ΠR(k, ω) ≈ −M
∞
∫

0

dx

2π

(

−∂fǫ
∂ǫ

)

×

×
(

x2

β2
+
ix

β

)

, β ≫ 1,

ΠR(k, ω) ≈ −M
∞
∫

0

dx

2π

(

−∂fǫ
∂ǫ

)

×

×
(

1 +
iβx

x2 + β2

)

, β ≪ 1.

(15)

Используя эти выражения, получим зависимости

коэффициента поглощения рэлеевской волны от

частоты. В первом случае больших β в (14) можно

положить εR(k, ω) ≈ 1, и для коэффициента погло-

щения получаем

Γ ∼ ω2ωτn0

Mc4
. (16)

В формуле (16) n0 — равновесная концентрация эк-

ситонов. В обратном предельном случае малых β

интеграл в мнимой части в (15) можно оценить как

−f ′(0)
∫ 1

β
dx/x, что дает
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Рис. 2. Диаграммное представление вкладов второго по-

рядка в функцию Грина экситонов при совпадающих аргу-

ментах

Γ ∼ Mω2

2πc2
β ln

(

1

β

)

×

× exp(2πn0/MT )(exp(2πn0/MT )− 1)

1 +
2d

aB
(exp(2πn0/MT )− 1)

, (17)

т. е. частотная зависимость коэффициента поглоще-

ния в этом случае Γ ∼ ω ln(ωτ). Отметим, что в бал-

листическом режиме Γ ∼ ω2 [21].

2.2. Отклик второго порядка и эффект

акустоэкситонного увлечения

Эффект увлечения заключается в появлении

стационарной плотности тока экситонов (поверх-

ностной плотности потока частиц) под действием

распространяющейся в экситонном газе поверхност-

ной звуковой волны. Величина плотности тока, оче-

видно, будет выражаться через функцию Грина, вы-

численную во втором порядке по внешнему возму-

щению U(r, t) в уравнении (1), а именно

j =
1

2M
lim

r′t′→rt
(∇r −∇r′)G

<
(2)(r, r

′; t, t′). (18)

Получающееся выражение следует усреднить по

времени для определения стационарного тока. Вы-

числение функции Грина, входящей в это выраже-

ние, основывается также на уравнении (1), где по-

правки следует искать до второго порядка по внеш-

нему полю включительно. Несложные, но громозд-

кие вычисления мы не приводим. Более наглядно

структуру получающихся членов можно предста-

вить себе в виде фейнмановских графиков (рис. 2).

Прямое вычисление показывает, что первая диа-

грамма не дает вклада. Оставшиеся диаграммы да-

ют выражение для тока

j = i

∣

∣

∣

∣

U(k, ω)

εR(k, ω)

∣

∣

∣

∣

2
[

D<(k, ω) +D<(−k,−ω)
]

. (19)

R

R

R

R

A

A

Рис. 3. Примесное усреднение треугольных диаграмм

Здесь диэлектрическая проницаемость системы опи-

сывает экранирование внешнего возмущающего по-

ля

εR(k, ω) = 1− gΠR(k, ω),

а величина D представляет треугольник из функ-

ций Грина на рис. 2,

D<(k, ω) =
∑

p,ǫ

p

M
GR

0 (ǫ,p)G
R
0 (ǫ−,p−)G

<
0 (ǫ,p)+

+
∑

p,ǫ

p

M
GR

0 (ǫ,p)G
<
0 (ǫ−,p−)G

A
0 (ǫ,p)+

+
∑

p,ǫ

p

M
G<

0 (ǫ,p)G
A
0 (ǫ−,p−)G

A
0 (ǫ,p), (20)

где ǫ− = ǫ − ω, p− = p − k. Используя, как и вы-

ше, соотношение G<
0 (ǫ,p) = fǫ[G

R
0 (ǫ,p) − GA

0 (ǫ,p)],

выражение (20) можно упростить:

D<(k, ω) =
∑

ǫ

(fǫ−fǫ−ω)
∑

p

p

M
GR

0 (ǫ,p)G
A
0 (ǫ,p)×

× [GA
0 (ǫ−,p−)−GR

0 (ǫ−,p−)], (21)

где опущены несущественные слагаемые (GR)3 и

(GA)3 (в диффузионной области вклад этих слага-

емых мал по сравнению с (21)1)). Усреднение этой

величины по беспорядку сводится к перенормиров-

ке вершин треугольных диаграмм, как показано на

рис. 3. В результате получаем

〈D<(k, ω)〉 =
∑

ǫ

(fǫ − fǫ−ω)
∑

p

p

M
〈GR

0 (ǫ,p)〉×

× 〈GA
0 (ǫ,p)〉[Γǫ(k, ω)〈GA

0 (ǫ−,p−)〉−
− Γ∗

ǫ (k, ω)〈GR
0 (ǫ−,p−)〉]. (22)

1) Действительно, в этих слагаемых отсутствует диффузи-

онный полюс и, следовательно, разложение вклада в ток от

этих слагаемых в диффузионной области представляет собой

степенной ряд по параметру ωτ ≪ 1, в то время как остав-

ленные слагаемые изменяются как 1/ωτ вследствие наличия

диффузионного полюса.
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Интегрированием по частям в интеграле по p это

выражение можно свести к величине ηǫ(k, ω) из (9),

используя очевидные соотношения

p = −M∇p〈GR,A〉−1, M∇p〈GR,A〉 = p[〈GR,A〉]2.

В результате получим

〈D<(k, ω)〉 = 2i
∑

ǫ

(fǫ−fǫ−ω) Im
∇kηǫ(k, ω)

1−u20ηǫ(k, ω)
. (23)

В типичных экспериментальных условиях выполня-

ется неравенство ω/T ≪ 1, что позволяет разложить

разность функций распределения в этом выражении

по малым частотам. Используя также выражение

для функции

ηǫ(k, ω) ≈
1 + iωτ + iτk2/2M − τDǫk

2

u20
,

для тока увлечения получаем

j = −4Mω2τk

k2

∣

∣

∣

∣

U(k, ω)

εR(k, ω)

∣

∣

∣

∣

2

×

×
∞
∫

0

dǫ

2π

(

−∂fǫ
∂ǫ

)[

Dǫk
2

(ω + k2/2M)2 +D2
ǫk

4
−

− Dǫk
2

(ω − k2/2M)2 +D2
ǫk

4

]

. (24)

Раскладывая подынтегральное выражение по ма-

лым k2/2M ≪ ω, для тока увлечения получаем

окончательный результат:

j = τk
(2β)2

2π

∣

∣

∣

∣

U(k, ω)

εR(k, ω)

∣

∣

∣

∣

2

×

×
∞
∫

0

(

−∂f(x)
∂x

)

x dx

(β2 + x2)2
. (25)

Рассмотрим теперь предельные случаи этого вы-

ражения. В области малых β ≪ 1 в интеграле по x

можно вынести производную функции распределе-

ния, взятую в нуле, −f ′(0) за знак интеграла, по-

скольку основной вклад в интеграл дает область

x ≤ β ≪ 1. Вычисляя оставшийся интеграл, полу-

чаем j ∼ τω2I0. В противоположной ситуации при

β ≫ 1 подынтегральное выражение следует разло-

жить в ряд по 1/β, что дает j ∼ ω(ωτ)3I0. Отметим,

что в баллистическом режиме [22] j ∼ I0 независимо

от частоты (при фиксированной величине интенсив-

ности).

3. ЭКСИТОННЫЙ КОНДЕНСАТ ПРИ
НУЛЕВОЙ ТЕМПЕРАТУРЕ

В присутствии конденсата (детали см. в [20–22])

волновая функция системы представима в виде

Ψ(r, t) = ϕ(r, t) + ψ(r, t),

где ϕ(r, t) — волновая функция конденсата (клас-

сическое поле), а ψ(r, t) — надконденсатная часть.

Функция ϕ(r, t) находится как решение уравнения

Гросса – Питаевского

(

i∂t −
p2

2M
+ µ− U(r, t)− ui(r)− g|ϕ(r, t)|2

)

×

× ϕ(r, t) = 0, (26)

а функции Грина надконденсатных частиц

G = −i〈T [ψ(r, t), ψ+(r′, t′)]〉,

F+ = −i〈T [ψ+(r, t), ψ+(r′, t′)]〉
— из матричного уравнения

(

i∂t −H(r, t) −gϕ2(r, t)

−gϕ∗2(r, t) −i∂t −H(r, t)

)

Ĝ = 1̂, (27)

H(r, t) =
p2

2M
− µ+ U(r, t) + ui(r) + 2g|ϕ(r, t)|2.

В уравнении (27) учтено взаимодействие с кон-

денсатом. Рассмотрим отклик конденсатных частиц

на внешнее поле U(r, t). Пусть ϕ0(r) — равновес-

ное решение, описывающее конденсатные частицы

в отсутствие внешнего динамического возмущения

U(r, t). Общее решение ищем снова в виде разложе-

ния по внешнему полю ϕ = ϕ0 + δϕ1 + δϕ2 + . . .

Линеаризуя уравнение (26), получаем

H0(r)ϕ0(r) = 0,

H0(r) =
p2

2M
− µ+ 2g|ϕ0(r)|2 + ui(r),

(28)

(

i∂t −H0(r) −gϕ2
0(r)

−gϕ∗2
0 (r) −i∂t −H0(r)

)(

δϕ1(r, t)

δϕ∗
1(r, t)

)

=

= ϕ0(r)U(r, t)

(

1

1

)

. (29)

Подчеркнем, что линеаризация проводилась по

внешнему динамическому возмущению — полю

звуковой волны U(r, t), при этом случайное стати-

ческое поле примесей ui(r) все еще входит в эти

уравнения. Уравнение (28) описывает основное
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состояние системы — экситонный конденсат в

случайном поле примесей. Будем предполагать, что

примеси не разрушают конденсат и точное решение

уравнения (28) слабо отличается от такового в от-

сутствие примесей ϕ0(r) = ϕ0 + χ(r), где ϕ2
0 = nc —

концентрация частиц в конденсате, а χ(r) ≪ ϕ0 —

малая добавка. Такой подход применялся в работе

[9] для задачи об экситонном бозе-конденсате в

трехмерной системе. Уравнение для функции χ(r)

получается линеаризацией (28):

(

p2

2M
− δµ+ 2gnc + ui(r)

)

χ(r) =

= −√
nc (ui(r)− δµ) , (30)

где δµ = µ − gnc — возмущение химического по-

тенциала системы. Решение этого уравнения пишем

через функцию Грина нулевой энергии:

χ(r) =
√
nc

∫

dr′g(r, r′) (ui(r
′)− δµ) , (31)

(

− p2

2M
+ δµ− 2gnc − ui(r)

)

g(r, r′) = δ(r− r′).

Обратим внимание, что функция g(r, r′) определе-

на при заданном расположении примесей и поэтому

зависит от каждой из координат r и r′ в отдель-

ности. Добавка к химическому потенциалу находит-

ся из очевидного требования, что среднее по флук-

туациям случайного потенциала 〈χ(r)〉 = 0. Линей-

ный отклик конденсата на внешнее поле получается

из (29):

(

δϕ1(r, t)

δϕ∗
1(r, t)

)

=

∫

dr′dt′ϕ0(r
′)Ĝ(r, r′; t− t′)×

×
(

1

1

)

U(r′, t′), (32)

где G — функция Грина надконденсатных час-

тиц в отсутствие внешнего динамического возму-

щения, т. е. при U(r, t) = 0. Отклик плотности и

ток увлечения конденсатных частиц рассмотрим ни-

же, а сейчас остановимся на усреднении функции

Ĝ(r, r′; t− t′) по примесям.

3.1. Усреднение функции Грина по

примесям и затухание боголюбовского звука

Невозмущенная внешним звуковым полем функ-

ция Грина в (32) удовлетворяет матричному уравне-

нию
(

ǫ−H0(r) −gϕ2
0(r)

−gϕ∗2
0 (r) −ǫ−H0(r)

)

Ĝ(r, r′; ǫ), (33)

в котором ϕ0(r) = ϕ0+χ(r). Не ограничивая общнос-

ти, функцию основного состояния можно выбрать

действительной, ϕ0(r) = ϕ∗
0(r). Оставляя в (33) ли-

нейные слагаемые по χ(r), получаем уравнение Дай-

сона

Ĝ = Ĝ0 + Ĝ0Υ̂Ĝ,

где Ĝ0 — свободная (без примесей) функция Грина,

а матрица Υ̂ обладает следующей структурой:

Υ̂(r) = ui(r)

(

1 0

0 1

)

+

+ 2g
√
ncχ(r)

(

2 1

1 2

)

, (34)

имеющей простой физический смысл. Первое сла-

гаемое описывает рассеяние экситонов непосред-

ственно на флуктуирующем потенциале примесей,

а второе — на статических пространственных флук-

туациях плотности конденсатных частиц, вызван-

ных потенциалом примесей. Поскольку выполняет-

ся очевидное соотношение 〈Υ̂(r)〉 = 0, мы можем

воспользоваться стандартной крестовой техникой, с

заменой ui(r) → Υ̂(r). В низшем борновском при-

ближении получаем 〈Ĝ〉−1 = Ĝ−1
0 − Σ̂, где массовый

оператор

Σ̂(r− r′) = 〈Υ̂(r)Ĝ0(r− r′)Υ̂(r′)〉, (35)

а для его вычисления требуется знать корреляци-

онную функцию случайного поля 〈Υ̂(r)Υ̂(r′)〉. Как

было показано в работе [9], в (31) функцию Грина

g(r, r′) достаточно взять в нулевом по примесному

потенциалу ui(r) приближении. В длинноволновом

пределе p≪ ms, ǫ≪ ms2 из (31) получаем

g0(r− r′) ≈ − 1

2gnc
δ(r− r′), δµ = 0,

что дает

Υ̂(r) = ui(r)

(

−1 −1

−1 −1

)

,

Σ̂(ǫ) = u20

∫

dp

(2π)2

(

1 1

1 1

)

×

× Ĝ0(ǫ,p)

(

1 1

1 1

)

.

(36)

Последнее выражение содержит «голую» (причин-

ную) функцию Грина надконденсатных частиц:
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Ĝ0(ǫ,p) =
1

ǫ2 − ǫ2p + iδ
×

×
(

gnc + p2/2M + ǫ −gnc

−gnc gnc + p2/2M − ǫ

)

, (37)

где

ǫp =

√

p2

2M

(

2Ms2 +
p2

2M

)

,

— закон дисперсии боголюбовских возбуждений, в

котором Ms2 = gnc. Нас будет интересовать лишь

мнимая часть массового оператора, ответственная

за затухание боголюбовских возбуждений. В длин-

новолновом пределе p ≪ Ms, ǫ ≪ Ms2 закон дис-

персии становится звуковым, ǫp = sp, а для мнимой

части массового оператора находим выражение

Im Σ̂(ǫ) = − i

τ

( ǫ

2Ms2

)2
(

1 1

1 1

)

. (38)

Усредненная по примесям функция Грина надкон-

денсатных частиц 〈G〉 вычисляется из матричного

уравнения 〈Ĝ〉−1 = Ĝ−1
0 − Σ̂. Пренебрегая примесны-

ми поправками к числителю, имеем 〈Ĝ〉 = Ĝ0/∆,

∆ = 1− Sp(Ĝ0Σ̂) + det(Ĝ0) det(Σ̂). (39)

Используя (37) и (38), приравнивая к нулю знаме-

натель ∆ = 0, получаем спектр элементарных бого-

любовских возбуждений в длинноволновом пределе

p≪Ms с учетом затухания на примесях ǫ = sp−iγp,

где затухание боголюбовских возбуждений и усред-

ненная по примесям функция Грина надконденсат-

ных частиц имеют вид

γp =
1

τ

( sp

2Ms2

)3

,

〈ĜR(ǫ,p)〉 = 1

ǫ2 − ǫ2p + 2iǫγp
×

×
(

gnc + p2/2M + ǫ −gnc

−gnc gnc + p2/2M − ǫ

)

.

(40)

Отметим, что в двумерном конденсате затухание

возбуждений сильнее, чем в трехмерном случае [9],

где γp ∼ (p/Ms)4. В (40) мы записали уже запазды-

вающий вариант функции 〈Ĝ〉, поскольку именно он

потребуется в дальнейшем.

3.2. Отклик плотности и эффект увлечения

в конденсате

Зная поправки к конденсатной функции, обу-

словленные звуковой волной (32), можно опреде-

лить отклик плотности конденсатных частиц, усред-

ненный по примесному потенциалу:

〈δnc(r, t)〉 = 〈ϕ0(r)δϕ1(r, t)〉+〈ϕ0(r)δϕ
∗
1(r, t)〉. (41)

Для расчета этой величины умножим выражение

(32) на ϕ0(r) и усредним по примесям. Получаем

(

〈ϕ0(r)δϕ1(r, t)〉
〈ϕ0(r)δϕ

∗
1(r, t)〉

)

k,ω

= P̂ (k, ω)U(k, ω)×

× exp (ik · r− iωt) + (k → −k, ω → −ω), (42)

P̂ (r− r′, ω) = 〈ϕ0(r)ĜR(r, r′, ω)

(

1

1

)

ϕ0(r
′)〉.

Усреднение по примесям этой величины сводится,

как обычно, к подстановке разложений каждого из

трех множителей в ряд по примесному потенциалу

и усреднению каждого из слагаемых. В первом при-

ближении можно считать ϕ0(r) ≈ √
nc, т. е. прене-

бречь малой поправкой χ(r). В этом случае усред-

нение в (42) сводится к усреднению функции Грина,

которое было выполнено в разд. 3.1. Воспользовав-

шись полученными выше результатами, получим

〈δnc(k, ω)〉 = Pc(k, ω)U(k, ω), (43)

Pc(k, ω) =
nck

2/M

ω2 − ǫ2k + 2iωγk
,

т. е., в отличие от чистого случая, в отклике кон-

денсатной плотности появляется уширение бого-

любовских возбуждений вследствие рассеяния на

примесях. Коэффициент поглощения поверхностной

звуковой волны, обусловленный надконденсатными

частицами, выражается через величину ImPc(k, ω)

в виде Γc(ω) ∼ −k2 ImPc(|k| = ω/c, ω) [21]. Выделяя

мнимую часть, имеем

Γc(ω) ∼
nc

M

(ω

c

)4 ωγk=ω/c

ω2(1− s2/c2)2 + 4ω2γ2k=ω/c

. (44)

Ток увлечения конденсата получается из общего

решения (32) в виде

〈jc〉 =
i

2M
[〈δϕ1(r, t)∇rδϕ

∗
1(r, t)〉 −

− 〈δϕ∗
1(r, t)∇rδϕ1(r, t)〉] , (45)

при этом под знак усреднения попадают произведе-

ние двух функций Грина и двух множителей ϕ0(r).

В простейшем случае, положив ϕ0(r) ≈
√
nc и усред-

няя каждую из функций Грина независимо, прихо-

дим к результату

〈jc〉 = 2nc
ωk2

M2

k|U(k, ω)|2
(ω2 − ǫ2k)

2 + 4ω2γ2k
, (46)
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который отличается от результата в чистом случае

наличием дополнительного слагаемого в знаменате-

ле. После подстановки k = ω/c, получаем

〈jc〉 ∼
ωI0

(1− s2/c2)2 + 4γ2k=ω/c/ω
2
. (47)

Как видим, при учете примесного рассеяния, макси-

мум тока увлечения при c = s становится конечным

(ср. [22]): jc ∼ I0τ
2/ω3.

3.3. Отклик плотности и эффект увлечения

надконденсатных частиц

Динамика надконденсатных частиц при внешнем

воздействии описывается уравнением (27), в которое

входит точная волновая функция конденсата ϕ(r, t).

В простейшем случае можно считать, что отклик

надконденсатных частиц происходит независимо от

частиц в конденсате. Такое упрощение соответству-

ет приближению ϕ(r, t) ≈ ϕ0(r) в уравнении (27),

т. е. пренебрежению взаимодействием надконденсат-

ных частиц с динамическими флуктуациями кон-

денсатного поля, вызванными звуковой волной. В

рамках такого приближения получаем

(

i∂t −H0(r) −gϕ2
0(r)

−gϕ∗2
0 (r) −i∂t −H0(r)

)

Ĝ =

= 1̂ + U(r, t)Ĝ. (48)

Из этого уравнения в первом порядке по U(r, t) про-

сто находится поляризационный оператор надкон-

денсатных частиц, усредненный по беспорядку:

Pn(r− r′; t− t′) = i〈Ĝ(r, r′; t− t′)

(

1 0

0 1

)

×

× Ĝ(r′, r; t′ − t)〉11, (49)

где индекс «11» указывает на левый верхний эле-

мент соответствующей матрицы. Будем интересо-

ваться лишь устранением сингулярности при ω = sk

в поглощении поверхностной акустической волны и

токе увлечения [20–22] за счет рассеяния на приме-

сях. Тогда в простейшем случае пренебрежем корре-

ляционными эффектами в рассеянии, т. е. заменяем

среднее от произведения функций Грина в (49) на

произведение средних. В результате имеем

Pn(k, ω) = 2i(gnc)
2

∫

dp dǫ

(2π)3
1

ǫ2 − ǫ2p + 2iǫpγp
×

× 1

(ǫ + ω)2 − ǫ2p+k + 2iǫp+kγp+k

. (50)

Интеграл по энергии ǫ вычисляется с использова-

нием теоремы о вычетах. В интеграле по импуль-

су удобно ввести новые переменные p = |p| и

p1 = |p + k|. В результате приходим к интегралу

Pn(k, ω) = −4g2n2
c

(2π)2

∞
∫

0

p dp

ǫp − iγp

p+k
∫

|p−k|

p1dp1
ǫp1

− iγp1

×

× 1
√

[(p+ k)2 − p21][p
2
1 − (p− k)2]

×

×
[

1

ω + ǫp + ǫp1
− iγp − iγp1

−

− 1

ω − ǫp − ǫp1
+ iγp + iγp1

]

. (51)

Сложность этого интеграла не позволяет вычислить

его в общем виде. В первой строке можно отбросить

γp по сравнению с энергией экситона, ǫp ≫ γp. Вве-

дем новые переменные x− y = 2p/k, x + y = 2p1/k.

Тогда интеграл принимает вид

Pn(k, ω) = − g2n2
c

(2πs)2

∞
∫

1

dx√
x2 − 1

1
∫

−1

dy
√

1− y2
×

×









1

ω + skx− i

(

x3 + 3xy2

4

)

γk

−

− 1

ω − skx+ i

(

x3 + 3xy2

4

)

γk









. (52)

Из этого выражения видно, что в отсутствие при-

месей γk → 0 получается результат баллистической

теории [21, 22]. При этом мнимая часть этого выра-

жения, ответственная как за поглощения звуковой

волны, так и за эффект увлечения, в баллистичес-

ком пределе отлична от нуля лишь в области ω > sk.

При наличии в системе примесей мнимая часть мо-

жет быть отлична от нуля и при ω < sk. Для опреде-

ления поглощения звуковой волны и тока увлечения

требуется запаздывающий поляризационный опера-

тор PR
n (k, ω), в то время как полученное выражение

(52) является причинным. Несложный анализ пока-

зывает, что для нахождения PR
n (k, ω) требуется из-

менить знак мнимой единицы в первом слагаемом в

квадратной скобке на обратный. Тогда для мнимой

части получаем
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ImPR
n (k, ω) =

πg2n2
c

(2πs)2
γk
4sk

∞
∫

1

dx√
x2−1

1
∫

−1

dy
√

1−y2
×

×
[

x3 + 3xy2

(ω/sk + x)2 + (γk/4sk)
2
(x3 + 3xy2)2

−

− x3 + 3xy2

(ω/sk − x)2 + (γk/4sk)
2 (x3 + 3xy2)2

]

. (53)

Вычисление тока увлечения надконденсатных час-

тиц аналогично вычислениям, изложенным выше, и

мы не будем приводить детали вычислений. Резуль-

тат имеет вид

jn(k, ω) =
|U(k, ω)|2
Ms2

×

× i∇k

[

PR
n (k, ω)− PA

n (k, ω)
]

. (54)

Как уже отмечалось выше, если ω ≫ γk, то из

(53) и (54) восстанавливаются результаты баллисти-

ческой теории, в которой ненулевые значения полу-

чаются лишь в области ω/sk > 1. При наличии при-

месей это условие уже не выполняется, и интересно

рассмотреть режим ω/sk ≪ 1. Раскладывая (53) по

этому параметру, получаем

ImPR
n (k, ω) = − πg2n2

c

(2πs)2
ωγk
(sk)2

∞
∫

1

dx√
x2 − 1

×

×
1
∫

−1

dy
√

1− y2
x(x3 + 3xy2)

[

x2 + (x3 + 3xy2)2
( γk
4sk

)2
]2 . (55)

Интеграл, входящий в формулу (55), можно оценить

как

2
√

sk/γk
∫

1

dx/x

1
∫

−1

dy
√

1− y2
=
π ln(4sk/γk)

2
,

что позволяет вычислить частотное поведение ко-

эффициента поглощения рэлеевской волны и тока

увлечения:

Γ ∼ −
(ω

c

)2

ImPR
n (|k| = ω/c, ω) ∼

∼ ω4

τ
ln

(

Msc

ω

)

,

jn ∼ I0
τ

ln

(

Msc

ω

)

.

(56)

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрено акустоэкситонное взаи-

модействие в газе непрямых дипольных экситонов

с учетом рассеяния на случайном потенциале, ко-

торый может быть обусловлен случайно располо-

женными в пространстве примесями или несовер-

шенствами структуры. Рассчитаны поглощение по-

верхностной звуковой волны и эффект звукоэкси-

тонного увлечения. Подчеркнем здесь следующее

обстоятельство. Как известно, столкновения частиц

в бозе-конденсате в двумерной системе аналогич-

но приводят к конечному времени жизни боголю-

бовских возбуждений, при этом соответствующее

обратное время столкновений как функция импуль-

са имеет аналогичное случаю примесей поведение

γcol(p) ∼ p3 [28]. Таким образом, полученные в

данной работе формулы (в режиме бозе-эйнштей-

новской конденсации) применимы, по крайней мере

качественно, и при наличии затухания, обусловлен-

ного столкновением частиц.
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