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Дан обзор работ, посвященных теории рождения e+e−-пар из вакуума под действием интенсивного ла-

зерного излучения. Рассмотрены следующие вопросы: образование пар в постоянном электрическом

поле E и в переменном во времени однородном поле E(t); зависимость числа Ne+e− родившихся пар от

формы лазерного импульса (динамический эффект Швингера); реалистическая трехмерная модель фо-

кусированного лазерного импульса, основанная на точном решении уравнений Максвелла и содержащая

параметры: радиус фокального пятна R, дифракционную длину L, параметр фокусировки ∆, длитель-

ность импульса τ и его форму. В рамках этой модели вычислены значения Ne+e− как для одиночного

лазерного (n = 1) импульса, так и в случае нескольких (n ≥ 2) когерентных импульсов с фиксированной

общей энергией, одновременно «сталкивающихся» в лазерном фокусе. Показано, что при n ≫ 1 число

пар возрастает на несколько порядков по сравнению со случаем одиночного импульса. Рассмотрена экра-

нировка лазерного поля рождающимися из вакуума парами, его «истощение» и предельные значения

полей, достижимых в лазерных экспериментах. Обсуждается связь проблемы рождения пар с задачей о

квантовом осцилляторе с переменной частотой и с теорией групп SU(1, 1) и SU(2). В расчетах исполь-

зуется релятивистская версия «метода мнимого времени», в рамках которой развита релятивистская

теория туннелирования и получено обобщение теории Келдыша на случай ионизации релятивистских

связанных систем — атомов и ионов. Вычислена скорость ионизации водородоподобного иона с зарядом

1 ≤ Z ≤ 92 в зависимости от интенсивности I и эллиптичности ρ лазерного излучения.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 85-летию Л. В. Келдыша
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1. ВВЕДЕНИЕ

Основное уравнение релятивистской квантовой

механики — уравнение Дирака — было открыто в

1928 г. [1, 2] и тогда же применено Гордоном [3] и

Дарвином [4] для объяснения тонкой структуры во-

дородоподобных атомов [5], а уже через 3 года рож-

дение e+e−-пар из вакуума электрическим полем об-

суждалось Заутером [6] в связи с так называемым

парадоксом Клейна (см., например, работу [7]). В

присутствии постоянного и однородного поля E ве-

роятность перехода вакуум–вакуум отлична от еди-

ницы; впервые она была вычислена Гейзенбергом и

* E-mail: sergey.popruzhenko@gmail.com

Эйлером [8] в главном приближении, точные фор-

мулы получили Швингер [9] для частиц со спином

s = 0 и s = 1/2 и Ваняшин и Терентьев [10] в случае

векторных бозонов, s = 1, (см. также [11]).

До недавнего времени считалось, что эффект

рождения пар в сильном поле представляет чисто

теоретический интерес, поскольку для его наблюде-

ния требуются электрические поля, сравнимые по

величине с «критическим» полем [8] квантовой элек-

тродинамики (см. ниже формулу (1)), что на мно-

го порядков превышает возможности эксперимента.

Однако быстрый прогресс лазерной физики и тех-

ники привел к существенному росту достижимой

интенсивности I лазерного излучения. Получение

сверхсильных полей достигается при сжатии (уко-

рочении) лазерных импульсов, длительность τ ко-

торых становится уже сравнимой с оптическим пе-

623

http://dx.doi.org/10.7868/S0044451016030147


В. С. Попов, В. Д. Мур, Н. Б. Нарожный, С. В. Попруженко ЖЭТФ, том 149, вып. 3, 2016

риодом (τ ∼ 10−15 с для фемтосекундных импуль-

сов инфракрасного диапазона длин волн), а форма

далека от идеальной синусоиды.

Импульсы сверхвысокой интенсивности генери-

руются при помощи твердотельных лазеров ближ-

него инфракрасного и оптического диапазонов длин

волн; наиболее часто используются неодимовый

(длина волны λ = 1064 нм) и титан-сапфировый

(λ ≈ 800 нм) лазеры, а также их вторые гар-

моники. Современные лазерные установки позво-

ляют получать импульсы интенсивностью до I ≈
≈ 2 · 1022 Вт/см2 [12] (при этом напряженность

электрического поля E0 ≈ 1012 В/см на 2–3 поряд-

ка превосходит атомную, а длительность импульсов

такой интенсивности составляет десятки фемтосе-

кунд). Введение в эксплуатацию мощных лазеров на

свободных электронах (ЛСЭ) открыло новые воз-

можности для экспериментов по нелинейному взаи-

модействию лазерного излучения с веществом в уль-

трафиолетовом и рентгеновском диапазонах длин

волн. Установки такого типа в настоящее время ра-

ботают в Германии [13], Японии [14] и США [15, 16].

Достигнутые на сегодняшний день на ЛСЭ рекорд-

ные интенсивности лазерных импульсов составляют

1016 Вт/см2 при длине волны λ ≈ 13 нм (лаборато-

рия DESY, Германия), 1014 Вт/см2, λ ≈ 50 нм (уста-

новка SPRING-8, Япония) и 1018 Вт/см2, λ ≈ 1.2 нм

(ЛСЭ на установке SLAC, Стенфорд, США). Нели-

нейный характер взаимодействия мощного электро-

магнитного излучения с веществом проявляется при

существенно меньших интенсивностях.

В настоящее время существуют технически обос-

нованные проекты [17–20] создания новых лазеров,

обещающие увеличение максимально достижимой

интенсивности еще на несколько порядков, вплоть

до величин 1025–1026 Вт/см2 [20–23]. Новые возмож-

ности эксперимента стимулировали рост интереса

к теоретическим исследованиям эффекта рождения

частиц из вакуума интенсивным электромагнитным

полем (см., в частности, работы [22–26] и ссылки в

них). Это оправдывает появление данной статьи, ко-

торая является продолжением обзора [27] и охваты-

вает в основном работы авторов.

В заключение этого раздела приведем числовые

значения интенсивности и напряженности электро-

магнитных полей, характеризующие процесс рожде-

ния пар из вакуума и нелинейной ионизации атом-

ных систем, а также некоторых других величин,

часто используемых в данной работе. Здесь мы ис-

пользуем те же обозначения, что в работах [27–33].

Критическое поле квантовой электродинамики [8] и

соответствующая интенсивность линейно поляризо-

ванной плоской волны даются выражениями

Ecr = m2c3/e~ = 1.32 · 1016 В/см,

Icr = cE2
cr/8π ≈ 2.3 · 1029 Вт/см

2
.

(1)

Здесь m и −e — масса и заряд электрона, c — ско-

рость света. Критическое поле определяется услови-

ем eEcrlC = mc2, где

lC = ~/mc = 3.86 · 10−11 см (2)

— комптоновская длина. Выражения для атомного

поля и соответствующей интенсивности имеют вид

Ea = m2e5/~4 = α3Ecr ≈ 5.1 · 109 В/см,

Ia = cE2
a/8π ≈ 3.5 · 1016 Вт/см2,

(3)

где α = e2/~c ≈ 1/137 — постоянная тонкой струк-

туры.

2. МЕТОД МНИМОГО ВРЕМЕНИ В
РЕЛЯТИВИСТСКОЙ КВАНТОВОЙ

МЕХАНИКЕ

В основе аналитического описания процессов

ионизации атомов, ионов и твердых тел под действи-

ем интенсивного лазерного излучения лежит фун-

даментальная работа Келдыша [34], 50-летию пуб-

ликации которой посвящены обзор [27] и специаль-

ный выпуск Journal of Physics B [35]. Развитие пред-

ложенного в этой работе подхода привело к раз-

работке нескольких эффективных методов анали-

тического расчета вероятностей нелинейных кван-

товых процессов, индуцированных сильным элект-

ромагнитным полем, включая ионизацию атомов и

ионов, генерацию гармоник лазерного излучения,

рождение электрон-позитронных пар лазерным по-

лем из вакуума и др.

Метод мнимого времени (ММВ) в настоящее вре-

мя широко применяется в физике сильных лазер-

ных полей. Этот метод, по-видимому, впервые был

развит в теории многофотонной ионизации атомов

интенсивным лазерным светом [36–38]. Он является

обощением, на случай переменных во времени по-

лей, известного метода комплексных классических

траекторий Ландау (см. [39] и [40, §§ 51, 52]). Кон-

кретные примеры использования ММВ в квантовой

механике и теории поля, в том числе в проблеме

рождения e+e−-пар лазерным излучением из ваку-

ума, можно найти в работах [28, 29, 41, 42]. За по-

дробным описанием метода и его приложений мы
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отсылаем читателя к обзорам [27, 31, 43]. В [27] об-

суждается, в частности, метод мнимого собственно-

го времени (метод Фока) в приложении к задаче о

рождении пар из вакуума постоянными и однород-

ными взаимно перпендикулярными электрическим

и магнитным полями. В ММВ используются клас-

сические уравнения движения, но с мнимым «вре-

менем» (t → it), решение которых позволяет опре-

делить подбарьерную траекторию частицы (элек-

трона), вдоль которой совершается туннелирование.

Учитывая соотношение Фейнмана Ψ ∝ exp(iS/~),

где S — классическое действие, набираемое части-

цей при движении вдоль подбарьерной траектории,

и вычисляя ImS, находим вероятность туннелиро-

вания (в данном случае — ионизации атомного уров-

ня или рождения пар из вакуума сильным лазерным

полем).

В последние годы, благодаря развитию лазер-

ной физики и технологии, достигнуты интенсивно-

сти [12] I ≈ 2 · 1022 Вт/см2 и планируется повыше-

ние их еще на несколько порядков. В столь сильных

полях движение электрона (в том числе и под барье-

ром) становится релятивистским, и требуется соот-

ветствующая модификация ММВ и теории иониза-

ции Келдыша. Эти вопросы рассматривались в ли-

тературе, часть полученных результатов излагается

ниже (в основном мы следуем работам [42, 43]).

2.1. Релятивистская теория туннелирования

Рассмотрим приложение ММВ к задаче об иони-

зации релятивистcкого связанного состояния водо-

родоподобного иона. В случае монохроматической

волны с частотой ω и эллиптичностью ρ, распро-

страняющейся в вакууме вдоль оси x, имеем:

Ex = Hx = 0, Ey = E0 cos θ, Ez = ρE0 sin θ,

Hy = −ρE0 sin θ, Hz = E0 cos θ,

θ = ω(t− x), −1 ≤ ρ ≤ 1.

(4)

Здесь E0 — амплитуда волны и θ — переменная све-

тового фронта (~ = c = 1).

Применение ММВ дает подбарьерную траекто-

рию, связывающую начальное состояние электрона

в дискретном спектре с конечным состоянием в кон-

тинууме, в виде

x = −i e
2E2

0

J2ω3

{

1

8
(1 − ρ2)

[

sh 2η − η
sh 2η0
η0

]

+

+ ρ2
(

sh η0
η0

[

sh η − η
sh η0
η0

])}

,

y =
eE0
Jω2

(ch η0 − ch η),

z = −iρ eE0
Jω2

[

sh η−η sh η0
η0

]

, t = x(η)+iω−1η,

(5)

где η = −iθ,

J =
(

√

p2 +m2 − px

)

/m (6)

— интеграл движения [44]. Как видно из (5), пе-

ременные x и z (а также py) — чисто мнимые под

барьером, поэтому такая траектория невозможна в

классической механике, однако в квантовой механи-

ке именно она определяет вероятность туннелиро-

вания, т. е. скорость w ионизации атомов лазерным

излучением.

Вычисление функции укороченного действия

[43, 45] вдоль траектории (5)

ImW = Im

0
∫

t0

{

−
√

1− v2 + eAv + ǫ0

}

dt, (7)

где A — векторный потенциал поля (4), v — ско-

рость электрона, mǫ0 ≡ E0 = m
√

1− (Zα)2 — на-

чальная энергия уровня, дает для вероятности иони-

зации релятивистского s-уровня при условии ω ≪ m

wr ∝ exp {−2 ImW} = exp

{

−2m

ω
η0(J − ǫ0)

}

. (8)

Значения параметров η0 и J , отвечающие моменту

выхода электрона из-под барьера, следуют из гра-

ничных условий ММВ и определяются уравнения-

ми, приведенными в работе [42]. В итоге получаем

wr ∝ exp

{

− 2

3F
g(γR, ǫ, ρ)

}

, (9)

где F = E/Ech — приведенное поле, Ech — характер-

ное поле

Ech = (
√
3ξ)3(1 + ξ2)−1Ecr =

=

{

Z3Ea, Z ≪ 137,

2.60Ecr, Z = 137,
(10)

близкое по величине к электрическому полю на

K-оболочке водородоподобного атома (иона) с за-

рядом Z, γR — релятивистский аналог параметра

адиабатичности Келдыша,

γR =
mω

eE0

√

3ξ2

1 + ξ2
≡ γr
√

1− ξ3/3
, (11)
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ξ — удобная вспомогательная переменная, есте-

ственным образом возникающая в ММВ,

ξ(ǫ) =

[

1− 1

2
ǫ
(

√

ǫ2 + 8− ǫ
)

]1/2

=

=











3−1/2ακ, ǫ = 1− 1

2
α2κ2 → 1,

1− 2−1/2ǫ, ǫ→ 0,

(12)

а κ =
√
−2ǫ0. Физический смысл параметров γR и

γr и соотношение между ними обсуждается в При-

ложении В. Известным в настоящее время атомам

соответствуют значения Z < 137 и 1 > ǫ > 0, или

0 < ξ < 1; при этом можно использовать приближе-

ние точечного заряда ядра. Формула (9) определяет,

с точностью до предэкспоненциального множителя,

скорость ионизации релятивистского s-уровня при

любых значениях ǫ и ρ.

Для лазеров оптического и инфракрасного диа-

пазонов длин волн ~ω/mc2 ≈ 10−5, поэтому функ-

ция g в (9) может быть разложена по параметру

γr ≪ 1:

wr ∝

∝ exp

{

−2κ3

3E0

[

1− 1− ρ2/3

10(1− ξ2/3)
γ2r +O(γ4r )

]}

. (13)

Формулы (9)–(13) дают релятивистское обобщение

теории ионизации Келдыша. Предэкспоненциаль-

ный и кулоновский факторы вычислены в рабо-

тах [46, 47]. В нерелятивистском пределе ǫ0 =

=
√

1− (Zα)2 → 1, ξ → 0 и γr → γ (γ — пара-

метр Келдыша [27, 34]). При этом формула (13) в

случае линейной (ρ = 0) и циркулярной (ρ = ±1)

поляризаций совпадает с результатами, полученны-

ми в работах [36, 37, 48]. Приведем в заключение

результаты численных расчетов, в которых исполь-

зовалась модель водородоподобного атома (иона) с

зарядом Z < 137.

Как видно из приведенных в табл. 1 значений,

зависимость скорости ионизации от интенсивности

I и заряда Z является чрезвычайно резкой функ-

цией интенсивности лазерного излучения: при воз-

растании интенсивности на 2 порядка вероятность

ионизации растет на 20–25 порядков, а при увели-

чении заряда ядра от 20 до 40 (при фиксирован-

ном значении интенсивности) убывает более чем на

16 порядков.

2.2. Постоянные и низкочастотные поля

ММВ позволяет решить задачу об ионизации

s-уровня, связанного короткодействующими сила-

ми, в постоянных и однородных полях E и H. В

нерелятивистском пределе ǫ0 = 1− α2κ2/2 → 1, κ =

=
√
−2ǫ0 ≈ 1 при этом получаются известные фор-

мулы для скорости ионизации отрицательных ионов

(H−, Na− и т. д.) [49]:

w0 =
1

2
|Aκ|2κ2F exp

(

− 2

3F

)

, F =
E
κ3
, (14)

где Aκ — асимптотический (при r → ∞) коэффици-

ент волновой функции связанного состояния в от-

сутствие поля. В случае взаимно перпендикулярных

полей, E⊥H, имеем [48]

w0 =
1

2
|Aκ|2κ2F ×

× exp

{

− 2

3F

[

1 +
α2κ2

30E2

(

H2 − 9

4
E2

)]}

, (15)

что дает вероятности ионизации отрицательных

ионов с учетом поправок порядка α2. Наконец, в

пределе ǫ0 → −1 (т. е. при приближении энергии E0

к границе нижнего континуума) получаем [46]

w0(E ,H) =
α

2π

EH
sh(πH/E) ×

× exp

(

−πEcrE

)

, E ≪ Ecr. (16)

В частности, при H = 0 эта формула определяет

скорость ионизации релятивистского s-уровня в по-

стоянном электрическом поле:

w0(E) = k0

( E
Ecr

)2

exp

(

−πEcrE

)

,

E ≪ Ecr, k0 =
1

2π2

c

lC
.

(17)

Отметим, что это выражение только размерным

множителем K(0) = k0/4πl
3
C (K(1/2) = 2K(0)) от-

личается от вероятности рождения одной пары ска-

лярных (спинорных) частиц в единицу времени [54].

В задаче о движении электрона в постоянных

или низкочастотных скрещенных полях (E = H,

E⊥H, ω ≪ κ2) экстремальная подбарьерная тра-

ектория определяется аналитически1). В начальный

момент t = t0 подбарьерного движения «время» —

чисто мнимое,

t0 = i

√

3ξ2

1 + ξ2
Ecr
E , (18)

и r(t0) = 0 в соответствии с тем, что электрон нахо-

дится внутри атома. На выходе из-под барьера t = 0,

1) См., например, уравнения (2.2)–(2.8) в работе [47]. Для
общего случая монохроматической электромагнитной волны
с частотой ω и эллиптической поляризацией ρ формулы име-
ют более сложный вид [42, 50].
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Таблица 1. Скорость ионизации wr для 1s1/2-уровня водородоподобного атома с зарядом Z

Z = 20, ǫ0 = 0.989, Ech = 4.13(13) Z = 40, ǫ0 = 0.956, Ech = 3.38(14)

lg I F · 100 wr lg I F · 100 wr

20.5 1.18 1.5(−4) 22.0 0.81 –

21.0 2.10 6.4(6) 22.5 1.44 12

21.5 3.73 5.4(12) 23.0 2.56 6.2(9)

22.0 6.63 1.0(16) 23.5 4.55 4.3(14)

22.5 11.8 6.4(17) 24.0 8.09 2.1(17)

Z = 60, ǫ0 = 0.899, Ech = 1.19(15) Z = 92, ǫ0 = 0.741, Ech = 4.82(15)

lg I F · 100 wr lg I F · 100 wr

23.5 1.30 0.120 24.5 1.01 4.7(−8)

24.0 2.30 6.0(8) 25.0 1.80 1.6(5)

24.5 4.10 1.6(14) 25.5 3.20 1.8(12)

25.0 7.29 1.6(17) 26.0 5.68 1.7(16)

25.5 9.72 6.5(18) 26.5 10.1 2.9(18)

Примечание. Интенсивность I выражена в Вт/см2, скорость ионизации wr — в с−1, F = E/Ech, Ech — характерное

поле (10). Используется обозначение a(b) ≡ a · 10b. Более подробная таблица приведена в работе [42].

r(t = 0) =
3ξ2

2m
√

1 + ξ2
Ecr
E ,

p(t = 0) =
mξ2

2
√

1 + ξ2
,

(19)

причем ширина барьера r(0) ≫ 1/m, а импульс p(0)

перпендикулярен полям E и H (в отличие от одно-

мерной квазиклассики, точка выхода из-под барьера

уже не является точкой остановки частицы). Ско-

рость ионизации релятивистского s-уровня равна (с

точностью до предэкспоненты)

wR ∝ exp

(

−2
√
3 ξ3

1 + ξ2
Ecr
E

)

. (20)

В то время как скрещенное поле не рождает пар,

вероятность wR отлична от нуля, поскольку в дан-

ном случае имеется выделенная система отсчета, в

которой атом покоится.

3. РОЖДЕНИЕ ПАР ИЗ ВАКУУМА ВО
ВНЕШНЕМ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ

3.1. Рождение пар в постоянном

электрическом поле

Процесс рождения пары можно наглядно интер-

претировать как туннелирование электрона с заня-

того уровня, лежащего в нижнем континууме («мо-

ре Дирака» [1], заполненное электронами с отри-

A1 A2

e
+

e
–

E

Рис. 1. Верхний и нижний континуумы для уравнения Ди-

рака в присутствии постоянного электрического поля E.

Подбарьерный участок траектории отвечает линии, соеди-

няющей точки поворота A1A2

цательной энергией), через щель 2mc2 в одно из

вакантных состояний верхнего континуума (путь

A1A2 на рис. 1). В постоянном электрическом по-

ле E сохраняется энергия E = (p2 +m2)1/2 − eEx и

поперечный к внешнему полю импульс p⊥. Спектр

возможных значений E показан на рис. 1.

Движение релятивистской заряженной частицы

определяется формулами [44]

p = eEt, x = (p2 +m2)1/2/eE + const, (21)

627
12*



В. С. Попов, В. Д. Мур, Н. Б. Нарожный, С. В. Попруженко ЖЭТФ, том 149, вып. 3, 2016

A1 A2

t
t im e0 0= / E

0

C

Рис. 2. Изменение мнимого времени при движении элек-

трона вдоль подбарьерной траектории между точками A1

и A2. Стрелками указано направление изменения ком-

плексного времени в процессе туннелирования

S =

t
∫

(

−m
√

1− v2 + eEx
)

dt =
1

2eE ×

×
{

p(p2+m2)1/2−m2 ln
[

p+(p2+m2)1/2
]}

, (22)

где S — функция действия. Энергия электрона

(p2 + m2)1/2 равна −m в точке A1 и +m в точке

A2. Луч времени (0,+∞) на рис. 2 соответствует

вылетающим электронам, луч (0,−∞) — позитро-

нам (движущимся, согласно теории Дирака, в об-

ратном направлении по времени), а подбарьерному

участку траектории между точками A1 и A2 отве-

чает изменение «мнимого времени» t вдоль петли

C, охватывающей точку ветвления t0 функции дей-

ствия, p(t0) = ±im.

Приращение мнимой части действия вдоль C

равно

∆S = S2 − S1 = iπm2/2eE (23)

(вклад в ∆S дает только член с логарифмом в

формуле (22)). В итоге, для вероятности туннели-

рования, т. е. образования e+e−-пары постоянным

электрическим полем из вакуума, получаем извест-

ную [8, 9] оценку

w ∝ exp

(

− 2

~
Im∆S

)

= exp

(

−πm
2

eE

)

≡

≡ exp

(

−πEcrE

)

. (24)

При E ≪ Ecr ширина барьера (т. е. расстояние меж-

ду точками A1 и A2) составляет

b = 2m/eE ∼ lCEcr/E ≫ lC = 1/m, (25)

поэтому вероятность (24) экспоненциально мала.

После выхода e+ и e− из-под барьера в точках A1 и

A2 они разгоняются электрическим полем в разные

стороны, pe+ = −pe− .

3.2. Рождение пар в переменном

электрическом поле

Постоянные электрические поля, сравнимые по

величине с Ecr, вряд ли будут когда-нибудь полу-

чены в лаборатории. Поэтому авторы многих работ

[28, 29, 32, 51] рассматривали (теоретически) рожде-

ние пар в переменном линейно поляризованном поле

вида

E(θ) = {E0ϕ(θ), 0, 0} , H(θ) ≡ 0, θ = ωt, (26)

в частности, для ϕ(θ) = cos θ (см. работы [28, 29, 51])

и ϕ(θ) = 1/ ch2 θ [52]. Здесь E0 — амплитуда поля,

t — время, θ — безразмерное время, ω — характер-

ная частота, а функция ϕ(θ) задает форму лазерно-

го импульса.

Для расчета вероятности w в модели (26) удоб-

но использовать ММВ. Подбарьерная траектория

электрона в вакууме, соединяющая верхний и ниж-

ний континуумы, в случае поля (26) находится в

квадратурах. Используя ее, нетрудно получить [28,

29] вероятность рождения пары e+e− с импульса-

ми ±p:

w(p) ∝ exp

{

−π
ǫ

[

g̃(γ0) + b̃||(γ0)
p2‖
m2

+

+ b̃⊥(γ0)
p2⊥
m2

]

}

, (27)

где ǫ = E0/Ecr — приведенное электрическое по-

ле, γ0 — релятивистский параметр адиабатичности,

аналогичный параметру Келдыша в нерелятивист-

ской теории ионизации,

γ0 =
ω

ωt
=
mcω

eE0
=

~ω

eE0lC
=

~ω

mc2
Ecr
E0
. (28)

Здесь ωt ∼ 1/Tt и Tt ∼ b/c — характерные частота

и время туннелирования электрона. Функция g̃(γ)

и коэффициенты b̃||, b̃⊥ импульсного спектра опре-

деляются формой импульса ϕ(θ); соответствующие

формулы можно найти в работах [27–29, 32]. Мы

приведем их для нескольких простейших случаев.

1. Для монохроматического поля с линейной по-

ляризацией E(t) = E0 cos θ имеем

g̃(γ0) =
4

π

1
∫

0

du

√

1− u2

1− γ20u
2
=

4

π
√

1 + γ20
D(q), (29)
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b̃||(γ0) =
πγ20

2(1 + γ20)
g̃(γ0) =

2γ20
(1 + γ20)

3/2
D(q),

b̃⊥(γ0) =
2

π
√

1 + γ20
K(q), q =

γ0
√

1 + γ20
,

(30)

где K и D — полные эллиптические интегралы пер-

вого и третьего рода [53]. Полная вероятность рож-

дения пар в инвариантном комптоновском 4-объеме

l4C/c ∼ 10−53 см3 · c−1 получается интегрированием

выражения (27) по d3p и по длительности импуль-

са τ , с учетом предэкспоненты и закона сохранения

энергии в n-фотонном поглощении [31].

В настоящее время для оптических (и даже для

рентгеновских) лазеров ~ω ≪ mc2, поэтому процесс

рождения пар возможен только в адиабатической

области γ0 ≪ 1, в которой формулы упрощаются и

близки к случаю постоянного поля:

w = 3.6 · 10−3m4ǫ5/2 exp
{

−π
ǫ
g̃(γ0)

}

,

ǫ≪ 1,

g̃(γ0) = 1− 1

8
γ20 +

3

64
γ40 + . . . ,

b̃||(γ0) =
1

2
γ20 , b̃⊥ = 1− 1

4
γ20 .

(31)

Противоположный случай, γ0 ≫ 1, может быть ре-

ализован только после создания γ-лазеров (что, по-

видимому, не является делом ближайшего будуще-

го). При этом g̃(γ0) = 4(ln 4γ0 − 1), а вероятность

рождения пар представляется в виде суммы вероят-

ностей n-фотонных процессов:

w =

∞
∑

n=K0

wn,
wn+1

wn
∼ γ−2K0

0 , (32)

где K0 = 2m/ω — параметр многоквантовости, т. е.

минимальное число поглощенных квантов, необхо-

димое для рождения e+e−-пары.

2. Для импульсного поля вида E(t) =

= E0(1 + θ2)−3/2 имеем

g̃(γ0) =
4

π

1
∫

0

du

√
1− u2

(1 + γ20u
2)3/2

=

=
4

π
√

1 + γ20
[K(q)−D(q)] , (33)

при этом

g̃(γ0) =















1− 3

8
γ20 +

15

64
γ40 + . . . , γ0 ≪ 1,

4

πγ0

[

1− ln(4eγ0)/2γ
2
0

]

, γ0 ≫ 1.

(34)

3. Еще одним примером, допускающим аналити-

ческое решение при помощи ММВ, является «соли-

тоноподобный» импульс ϕ(t) = 1/ch2θ [52], для ко-

торого

g̃(γ0) =
4

π

1
∫

0

du

√
1− u2

1 + γ20u
2
=

2

1 +
√

1 + γ20
=

= 1− 1

4
γ20 +

1

8
γ40 + . . . , (35)

b̃|| =
γ20

(1 + γ20)
3/2

, b̃⊥ =
1

√

1 + γ20
. (36)

Отметим, что в квазиклассическом пределе

ǫ≪ 1, ω ≪ m, b≫ lC (37)

выражения (35), (36), полученные с помощью ММВ,

согласуются с точным решением [54] уравнения Ди-

рака. Другие примеры вычисления входящих в (27)

функций можно найти в работе [32]. В рассмотрен-

ных примерах функция g̃(γ0) убывает с ростом γ0,

при этом вероятность w резко возрастает (при фик-

сированной амплитуде поля E ≪ Ecr). Как и в слу-

чае многофотонной ионизации атомов, этот эффект

проявляется в области высоких частот ω ≫ ωt, что

на языке ММВ объясняется сокращением эффек-

тивной ширины барьера. В целом, модельный слу-

чай переменных полей вида (26) удается рассмот-

реть в деталях.

Приведем некоторые оценки для модели (26) с

ϕ(θ) = cos θ, т. е. в случае монохроматического по-

ля. Число N пар, образованных в объеме2) V = λ3

при длительности импульса τ , равно N = wλ3τ , где

w — вероятность (24). Значения электрического по-

ля, необходимого для рождения одной пары, пред-

ставлены на рис. 3. Здесь кривые 1 и 5 отвечают

длительности импульса τ = 2π/ω (один период по-

ля) и τ = 1 c, а значения λ отхватывают интервал

от 10600 нм (~ω = 0.11 эВ, CO2-лазер) до 13 нм

(~ω = 95 эВ, лазер на свободных электронах). Для

инфракрасных и оптических лазеров порог рожде-

ния пар достигается при E ≈ (0.7÷1)·1015 В/см, что

на полтора порядка меньше Ecr. Зависимость числа

пар, рождаемых в объеме V = λ3, от амплитуды

поля титан-сапфирового лазера показана на рис. 4.

Заметим, что эти оценки основаны на простейшей

модели лазерного импульса (26) и носят качествен-

ный характер.

2) Дифракционный предел для фокусировки лазерного све-
та с длиной волны λ.
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Рис. 3. Приведенное электрическое поле ǫ = E0/Ecr, необ-

ходимое для рождения одной e+e−-пары в объеме V = λ3.

Кривые соответствуют (в порядке возрастания номера)

длительности импульса 2.6 фс, 0.01 пс, 1 пс, 100 пс, 1 нс.

Область адиабатичности расположена выше штриховой

кривой, для которой γ0 = 1. Из работы [32]

t = 1 c

t p w= 2 /

4 6 8 10 12 14

E0, 1014
В/см

0

2

4

6

8

10

lg N

Рис. 4. Зависимость числа e+e−-пар, рождаемых в объеме

V = λ3, от амплитуды поля для титан-сапфирового лазе-

ра (λ = 795 нм). Кривые соответствуют (справа налево)

длительности импульса τ [с] = 2π/ω = 2.6 · 10−15, 10−14,

10−12, 10−10, 10−8, 1. Из работы [32]

Сравнение (27) с формулой (4.4) из работы [31]

показывает аналогию этих формул, однако функции

g и g̃ существенно различаются аналитически (в свя-

зи с этим мы обозначили входящие в (27) функции

тильдой). Это объясняется различным видом зако-

на дисперсии ε(p) в ньютоновской и в релятивист-

ской механиках. Параметры адиабатичности γ и γ0
в этих двух случаях также имеют разный порядок

величины.

Отметим, что в работе Келдыша [34] помимо

ионизации атомов и атомных ионов рассмотрена

также теория многофотонной ионизации полупро-

водников. При этом закон дисперсии выбирался в

виде ε(p) = ∆(1 + p2/m∗∆)1/2, где p — квазиим-

пульс, m∗ — приведенная масса электрона и дыр-

ки и ∆ — ширина запрещенной зоны, отделяющей

валентную зону от зоны проводимости. Выражение

для ε(p) совпадает, с точностью до обозначений, с

законом дисперсии ε(p) =
√

p2 +m2 в релятивист-

ской квантовой механике свободной частицы, по-

этому и формулы для вероятности w(p) имеют в

этих двух случаях аналогичный вид. В этой связи

уместно упомянуть также эффект Франца – Келды-

ша [55, 56], заключающийся в сдвиге границы соб-

ственного поглощения света с частотой ω в полу-

проводнике в присутствии внешнего электрическо-

го поля E . Вследствие туннелирования электронов

из валентной зоны в зону проводимости размыва-

ется граница континуума и становится возможным

поглощение света с частотой ω < ω0 = ∆/~, а ко-

эффициент поглощения α(E , ω) имеет, с экспонен-

циальной точностью, тот же вид, что и вероятность

туннелирования (24)3):

α(E , ω) ∝ exp

(

−Eeff
E

)

,

Eeff =
4
√
2m∗~

3e
(ω0 − ω)3/2.

(38)

3.3. Рождение пар в поле фокусированного

лазерного импульса

Переменное электрическое поле вида (26) с H ≡
≡ 0 представляет собой идеализацию, завышающую

число Ne+e− образовавшихся пар. В реальной элект-

ромагнитной волне всегда присутствует магнитное

поле, которое уменьшает Ne+e− (как известно, в

чисто магнитном поле, так же, как и в плоской

волне произвольной интенсивности, поляризации и

спектрального состава, пары в вакууме не рождают-

ся [9, 11].) В работе [57] рассмотрена реалистичес-

3) См., например, § 8 главы VIII в книге А. И. Ансельм,
Введение в теорию полупроводников, Наука, Москва (1978).
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кая трехмерная модель фокусированного лазерно-

го импульса, основанная на точном решении урав-

нений Максвелла в вакууме и содержащая следу-

ющие параметры: радиус R фокального пятна, па-

раметр фокусировки ∆ = c/ωR = λ/2πR, харак-

теризующий отличие лазерного импульса от плос-

кой волны, и дифракционная, или рэлеевская дли-

на L = R/∆ = kR2 (k = 2π/λ — волновой вектор).

Отметим, что ∆ — малый параметр, во всяком слу-

чае ∆ . 1/π. Явные выражения для электрического

поля такого импульса приведены в Приложении С.

При вычислении числа пар Ne+e− учтем, что

длина формирования lf процесса рождения пар

полем с напряженностью, близкой к критической,

определяется комптоновской длиной lC = ~/mc [11],

которая на много порядков меньше длины волны ла-

зерного излучения, lC ≪ λ. Это позволяет локально

использовать формулу для среднего числа пар, рож-

даемых постоянным электромагнитным полем [11] в

единице объема и в единицу времени, интеграл от

которой по всему объему V фокальной области и по

длительности импульса T дает полное число рож-

денных пар:

Ne+e− =
1

4π2l4C

∫

dt dV ǫ(r, t)η(r, t)×

× cth

(

πη(r, t)

ǫ(r, t)

)

exp

(

− π

ǫ(r, t)

)

. (39)

Здесь ǫ(r, t) = E(r, t)/Ecr, η(r, t) = H(r, t)/Ecr — ло-

кальные значения нормированных на Ecr инвариан-

тов E и H , имеющих смысл напряженностей элект-

рического и магнитного поля в той системе отсчета,

где они параллельны4):

E =
√

(F2+G2)1/2+F , H =
√

(F2+G2)1/2−F ,
F = (E2 −H

2)/2, G = E ·H.

Явные выражения для инвариантов F и G и полей E

и H в данной модели приведены в [57], см. формулы

(2.1)–(2.12) указанной работы.

Заметим, что длина формирования lf зависит от

напряженности поля как lf ∼ lC(Ecr/E)3/2 [11]. При-

ближение локально-постоянного поля (ЛПП), кото-

рое лежит в основе (39), справедливо, если выпол-

нено условие lf ≪ λ, где λ — длина волны лазерно-

го импульса. Для пиковой напряженности поля это

условие выглядит как E0 ≫ Ecr(lC/λ)2/3. Это зна-

чит, что для оптического лазера (λ ∼ 1 мкм) интен-

сивность должна быть много больше 1021 Вт/см2.

4) Как известно [44], такая система отсчета всегда суще-
ствует, за исключением случая скрещенных полей (но в этом
случае F = G = 0 в каждой точке, и рождение пар отсутству-
ет).

Другими словами, приближение ЛПП заведомо при-

менимо для любого поля, рождающего пары.

Оценим число рожденных лазерным импульсом

пар в предположении, что инвариант ǫ имеет в са-

мом центре фокальной области единственный мак-

симум, а магнитное поле η в этой точке обращается

в нуль. Похожая ситуация имеет место для фокуси-

рованного лазерного импульса электрического типа,

см. Приложение С. Тогда основной вклад в интеграл

(39) дает окрестность центра фокальной области,

где нормированные инварианты ǫ(r, t), η(r, t) можно

представить в виде

ǫ(r, t) ≈ E0
Ecr

(

1− r2⊥
2R2

− z2

2L2
− t2

2τ2

)

,

η(r, t) ≈ 0,

(40)

где параметры R и L определены выше, а τ — дли-

тельность импульса. После простых вычислений для

полного числа рожденных пар в этом специальном

случае получим

Ne+e− ≈ R2Lτ

π3l4C

( E0
Ecr

)2

exp

(

−πEcrE0

)

. (41)

Мы видим, что при R ∼ λ ∼ 1 мкм, L ∼ 3λ, τ ∼
∼ 10 фс число пар Ne+e− становится порядка еди-

ницы уже для E0 ≈ 5.6 ·10−2Ecr. Это значит, что при

интенсивности I ≈ 1.5 ·1027 Вт/см2 за один выстрел

лазера рождается одна пара. Эта интенсивность, ко-

торую мы назовем пороговой, по крайней мере на

два порядка ниже критической (1).

На протяжении долгого времени считалось, что

вероятность рождения пары целиком определя-

ется так называемой швингеровской экспонентой

exp(−πEcr/E), и потому экспоненциально мала

при E < Ecr. Однако из формулы (41) видно,

что для числа рожденных пар швингеровская

экспонента сопровождается предэкспоненциальным

множителем V τ/l4C . Это значит, что швингеровская

экспонента определяет вероятность рождения пары

в комптоновском 4-объеме l4C . Поскольку 4-объем

V τ , занимаемый электрическим полем, в любой

реалистической ситуации много больше комп-

тоновского, вероятность приобретает огромный

предэкспоненциальный множитель. Для оптическо-

го лазерного импульса с длиной волны λ = 1 мкм

и длительностью 10 фс, сфокусированного до

оптического предела, этот множитель оказывается

порядка 1025. Он настолько велик, что может ском-

пенсировать малость швингеровской экспоненты

даже при E0 ≪ Ecr.
В табл. 2 представлены результаты численных

расчетов числа пар Ne+e− , рожденных одиночным
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Таблица 2. Среднее число пар Ne+e− , рожден-

ных одиночным лазерным импульсом электриче-

ского типа, в зависимости от интенсивности I и

параметра фокусировки ∆

I,

10−28 Вт/см2
ǫ · 100 Ne,

∆ = 0.1

Ne,

∆ = 0.05

0.4 0.160 0.093 –

0.5 0.179 2.4(1) –

0.7 0.211 3.8(4) –

0.8 0.23 5.3(5) 6.4(−11)

0.9 0.240 4.7(6) 4.1(−9)

1.0 0.252 3.0(7) 1.4(−7)

1.5 0.309 1.7(10) 0.023

2.0 0.357 8.0(11) 32

2.5 0.399 1.2(13) 4.6(3)

3.0 0.438 8.4(13) 1.9(5)

5.0 0.565 1.0(16) 1.3(9)

фокусированным лазерным импульсом электричес-

кого типа (см. Приложение С), в зависимости от

интенсивности I и параметра фокусировки ∆. Как

и следовало ожидать, число рожденных пар при

одной и той же интенсивности очень резко зави-

сит от параметра фокусировки. При его увеличе-

нии всего вдвое число рожденных пар возрастает

более чем на десять порядков. Но, пожалуй, глав-

ное состоит в резкой зависимости от интенсивности.

По мере роста пиковой интенсивности число рож-

денных пар растет так быстро, что энергия их по-

коя W r
e+e− ≈ 2mc2Ne+e− становится сравнимой с

энергией самого лазерного импульса WL. Более то-

го, при E0 ∼ Ecr энергия W r
e+e− оказывается на-

много больше WL. Это означает следующее. Во-пер-

вых, поскольку пары образуются за счет энергии ла-

зерного импульса, процесс их рождения истощает

его. Во-вторых, метод расчета, при котором лазер-

ное поле рассматривается как заданное классиче-

ское внешнее поле, становится внутренне противо-

речивым: появляется необходимость учитывать об-

ратное влияние эффекта рождения пар на процесс

фокусирования импульса. И в третьих, проведенный

анализ прямо показывает, что значение напряжен-

ности порядка Ecr недостижимо для поля, рожда-

ющего электрон-позитронные пары. Последний ре-

зультат является убедительным аргументом в поль-

зу этого утверждения, высказанного Н. Бором еще в

30-х гг. прошлого века (см., например, [5, стр. 232]).

Пороговое значение интенсивности можно пони-

зить за счет использования многопучковой техно-

логии. В результате интерференции сталкивающих-

ся когерентных импульсов результирующее поле

приобретает пичковую пространственно-временную

структуру, что может приводить к тому, что пико-

вое значение напряженности возрастает, в то вре-

мя как полный 4-объем, занятый полем, уменьша-

ется. С ростом пиковой напряженности число рож-

денных частиц растет экспоненциально, а с умень-

шением объема, занятого полем, убывает, но лишь

степенным образом. Это и объясняет, почему поро-

говая интенсивность понижается. Так, два идентич-

ных линейно поляризованных лазерных импульса

могут «сталкиваться» таким образом, что в пучнос-

тях образовавшейся стоячей волны электрические

поля будут суммироваться, а магнитные — компен-

сировать друг друга.

Оценки для числа пар, рождающихся в по-

ле двух сталкивающихся импульсов, приведены в

табл. 2 работы [58]. Апертура лазерных пучков огра-

ничивает число таких пар в группе, состоящей из

сфокусированных в одну точку пучков так, что их

направления распространения лежат в одной плос-

кости, некоторым числом n/2, где n — полное число

сталкивающихся импульсов. При этом пиковая на-

пряженность в фокусе возрастает в
√
n раз. В рабо-

те [59] была предложена оптимальная конфигура-

ция эксперимента, в котором имеются 3 группы им-

пульсов, каждая из которых состоит из 8 импульсов,

сталкивающихся в одной плоскости, причем направ-

ления распространения импульсов каждой группы

составляют угол π/4 с плоскостями других групп.

Распределение инвариантного электрического поля

ǫ в зависимости от координат в одной из плоскостей,

проходящей через фокус, для 2, 8 и 24 сталкиваю-

щихся импульсов представлено на рис. 5. Согласно

вычислениям, в такой конфигурации суммарная по-

роговая энергия 24 импульсов, необходимая для на-

блюдения эффекта рождения, составляет примерно

5 кДж для импульсов с λ ≈ 1 мкм и длительностью

10 фс. Это соответствует суммарной мощности око-

ло 500 пВт, которая, по-видимому, может быть реа-

лизована на установках типа ELI и XCELS [17, 18].

3.4. Динамический эффект Швингера

Рассмотрим влияние укорочения импульса на ве-

роятность рождения пар и их импульсный спектр,

для чего достаточно определить величины, входя-

щие в формулу (27). В частности,

g̃(γ0) =
4

π

1
∫

0

χ(γ0u)
√

1− u2 du. (42)
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Рис. 5. Распределение инвариантного электрического поля в зависимости от координат в плоскости xy, проходящей через

лазерный фокус, для 2, 8 и 24 сталкивающихся импульсов электрического типа. Суммарная мощность пучков во всех

трех случаях предполагается одинаковой. Из работы [58]

Здесь χ(u) — вспомогательная функция, однознач-

но определяемая по форме лазерного импульса ϕ(θ)

и имеющая тот же вид, что и в теории многофо-

тонной ионизации атомов (см., например, разд. 3

в обзоре [27]), а параметр адиабатичности γ0 опре-

делен формулой (28) (см. также Приложение В).

Если функция χ(u) известна, то вычисление веро-

ятности рождения пар и их импульсного спектра

сводится к квадратурам. Результаты расчета для

нескольких импульсов показаны на рис. 6, на ко-

тором кривые 1–5 относятся к полям следующего

вида: 1) ϕ = cos θ (монохроматический импульс);

2) ϕ = exp(−θ2) (гауссиан); 3) ϕ = 1/ ch2 θ (соли-

тоноподобный импульс [52]); 4) ϕ = (1 + θ2)−1 (ло-

ренцев импульс) и 5) ϕ = (1+θ2)−2. Во всех перечис-

ленных случаях функция g̃(γ0) убывает монотонно

с ростом параметра адиабатичности, при этом ве-

роятность w резко возрастает (при фиксированном

значении поля E ≪ Ecr) и для γ0 & 1 существен-

но зависит от формы лазерного импульса. Это яв-

ление, возникающее на высоких частотах ω & ωt,

аналогично поведению вероятности многофотонной

ионизации атомов в зависимости от параметра Кел-

дыша γ и было названо [32] «динамическим эффек-

том Швингера».

Для существующих в настоящее время лазеров

~ω ≪ mc2, поэтому мы приведем разложения при

γ0 ≪ 1 для функций, входящих в выражение (27).

В адиабатической области вероятности определяют-

ся, в основном, поведением поля вблизи максимума.

Считая, без ограничения общности, что максимум

поля E(θ) достигается при θ = 0 и ϕ(0) = 1, так что

ϕ(θ) = 1− a2
2!
θ2 +

a4
4!
θ4 + . . . , a2 > 0, (43)

получаем

1

2

3

45

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

2 4 6 8 10 12
g0

g~

Рис. 6. Функция g̃ из уравнений (27), (42) в зависимости

от параметра адиабатичности γ0 для импульсов различ-

ной формы: 1 — ϕ(θ) = cos θ; 2 — ϕ(θ) = exp(−θ2); 3 —

ϕ(θ) = 1/ch2θ; 4 — ϕ(θ) = (1+θ2)−1; 5 — ϕ(θ) = (1+θ2)−2,

θ = ωt

g̃(γ0) = 1−1

8
a2γ

2
0+

1

192
(10a22−a4)γ40+O(γ60 ),

b̃|| =
1

2
a2γ

2
0 + . . . , b̃⊥ = 1− 1

8
γ20 + . . .

(44)

Вместе с формулами (27) и (31) эти выражения

определяют вероятности рождения пар в низкочас-

тотном пределе.
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4. ТЕОРЕТИКО-ГРУППОВОЙ АСПЕКТ
ЗАДАЧИ О РОЖДЕНИИ ПАР

4.1. Бозонный случай (s = 0)

Уравнение Клейна – Фока – Гордона имеет (в ка-

либровке A = 0, A0 = −E(t) · r) решение

ψ(r, t) = ξ(t)eip·r, (45)

где p — импульс классической частицы в поле E(t),

p(t) = p− + e

t
∫

−∞

E(t′) dt′ = p+ − e

∞
∫

t

E(t′) dt′, (46)

и функция ξ(t) удовлетворяет осцилляторному

уравнению

ξ̈ + ω2(t)ξ = 0, ω2(t) = m2 + p2(t),

lim
t→±∞

ω(t) = (m2 + p2±)
1/2 ≡ ω±.

(47)

На бесконечности электрическое поле выключается,

что позволяет поставить задачу о рождении пар из

вакуума математически корректно.

Переходя от представления Шредингера к гей-

зенберговскому, имеем

ψ(r, t) =
∑

p

exp(ip(t) · r)√
2ω−

[

âp(t) + b̂†−p
(t)
]

. (48)

При этом выполняется каноническое преобразова-

ние Боголюбова

âp(t) = u(t) ap + v(t) b†−p
,

b̂†−p
(t) = v∗(t) ap + u∗(t) b†−p

,
(49)

коэффициенты которого могут быть выражены че-

рез решение осцилляторного уравнения (47). Так,

при t→ −∞

ω(t) → ω−, u(t) = exp(−iω−t), v(t) = 0,

âp(t) = ap exp(−iω−t) .
(50)

Сохранение во времени коммутатора между гейзен-

берговскими операторами,

[

âp(t), â
†
p′(t)

]

=
[

b̂p(t), b̂
†
p′(t)

]

= δ(p− p′),

накладывает условие

|u(t)|2 − |v(t)|2 = 1, (51)

показывающее, что канонические преобразования

(49) принадлежат квазиунитарной группе SU(1, 1).

В данном квантовом состоянии (с импульсом p =

= p(t → +∞)) может находиться n пар бозонов,

при этом распределение по числу пар имеет вид

wn = (1− ρ)ρn, n = 0, 1, 2, . . . , (52)

где
ρ = |C2/C1|2, 0 ≤ ρ < 1,

ξ(t→ −∞) = e−iω−t,

ξ(t→ +∞) = C1e
iω+t + C2e

−iω+t.

(53)

4.2. Фермионный случай (s = 1/2)

Для фермионов со спином s = 1/2 из уравнения

Дирака вместо (47) получаем

iξ̇ = [α · p(t) + βm] ξ, (54)

где ξ(t) — биспинор, α и β — матрицы Дирака. Опе-

ратор квантованного спинорного поля представля-

ется в виде

Ψα(r, t) = (2π)−3/2

∫

d3p

2ω−
eip(t)·r×

×
∑

σ=±1/2

[

âσ(p, t)u
σ
α + b̂†σ(−p, t)vσα

]

, (55)

где â и b̂ — гейзенберговские операторы уничтоже-

ния для частицы и античастицы; спиноры u и v

удовлетворяют уравнениям Дирака с переменными

величинами p(t) и ε(t):

[α · p(t) + βm] uσ = ε(t)uσ,

[α · p(t) + βm] vσ = −ε(t) vσ.
(56)

Как и в (49), зависимость операторов â и b̂ от вре-

мени дается каноническим преобразованием

â(p, t) = U(t) a(p, t0) + V̄ †(t) b̂†(−p, t0),

b̂†(p, t) = V (t) a(p, t0) + Ū †(t) b̂†(−p, t0),
(57)

где U и V — матрицы второго порядка5), причем

U †U + V †V = 1 и имеют место уравнения

U̇ = −i [ε(t) +N ] U − PV,

V̇ = PU + i [ε(t)−N ] V,
(58)

где

N =
σp · ṗ

ε(t)[m+ ε(t)]
=

v · v̇
1 +

√
1− v2

,

P =

(

v̇2 +
(v · v̇)2
1− v2

)1/2

5) Детали вычислений мы здесь опускаем. Подробности
можно найти в [60, гл. 4].
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и σ = ±1/2 — проекция спина. В нерелятивистском

пределе выражение для N переходит в известную

формулу для томасовской прецессии, N = (v · v̇)/2.
Согласно принципу Паули, в определенном со-

стоянии (p, σ) могут находиться 0, 1 или 2 пары

e+e− с вероятностями

w0 = (1 − ν1)(1− ν2), w1 = ν1+ν2−2ν1ν2,

w2 = ν1ν2,
(59)

где νi — собственные значения матрицы V †U(t →
→ ∞).

В случае однородного электрического поля E(t)
осцилляторы заряженных полей имеют переменную

во времени частоту, но остаются независимыми. По-

этому в процессе эволюции перемешиваются толь-

ко операторы â(p, t) и b̂†(−p, t) (а также â†(p, t) и

b(−p, t)), что значительно упрощает решение зада-

чи.

4.3. Использование теории представлений групп

позволяет получить ответ наиболее коротким и эле-

гантным способом. В задаче о рождении пар из ва-

куума повышающим оператором является, очевид-

но, â†b̂†. Здесь â† — оператор рождения частицы,

b̂† — античастицы (индексы p и σ у операторов â и

b̂ мы здесь опускаем). Положим для бозонов

J+ = â†b̂†, J− = b̂â = âb̂,

J0 =
1

2

(

â†â+ b̂†b̂+ 1
) (60)

(при этом [â†, â] = [b̂†, b̂] = 1), а в случае фермионов,

когда антикоммутаторы {â†, â} = {b̂†, b̂} = 1, имеем

J+ = â†b̂†, J− = b̂â = −âb̂,

J0 =
1

2

(

â†â+ b̂†b̂− 1
)

.
(61)

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться,

что

[J0, J±] = ±J±, [J+, J−] = 2ηJ0, (62)

где η = −1 в случае бозонов и η = 1 в случае

фермионов. Отсюда видно, что операторы (60) и

(61) являются генераторами групп (точнее, алгебр)

SU(1,1) и SU(2), а оператор Казимира (квадрат «уг-

лового момента» на группе) равен

J2 = J2
0 + η(J2

1 + J2
2 ) =

=
2η + 1

4

[

1−
(

â†â− b̂†b̂
)2
]

. (63)

В вакуумном состоянии â†â = b̂†b̂ = 0, поэтому для

бозонов

J2 = j(j + 1) = −1

4
, j = −1

2
, (64)

а для фермионов

J2 = j(j + 1) =
3

4
, j =

1

2
. (65)

Вероятность перехода вакуум–вакуум равна квад-

рату функции Вигнера для соответствующего пред-

ставления:

w00 =

∣

∣

∣

∣

d
(j)
−j,−j(β или θ)

∣

∣

∣

∣

2

=

=

{

1/ ch2(β/2), s = 0,

cos2(θ/2), s = 1/2,
(66)

где β и θ — «углы поворота» (0 < β <∞ для SU(1,1)

и 0 < θ < π/2 для SU(2)).

4.4. В качестве конкретного примера, допуска-

ющего решение в аналитическом виде, выберем им-

пульс вида

E(t) = E0(chΩt)−2, (67)

что соответствует известному в квантовой механике

потенциалу Эккарта [61]. В этом случае (для фер-

мионов с s = 1/2)

ω2(t) =
1

2
[ω2

+ + ω2
− + (ω2

+ − ω2
−) thΩt]−

− Ω2(κ2 ± iκ)(chΩt)−2, (68)

κ = eE0/Ω2. При этом [30, 60]

R+ = −i Γ(iν+)Γ(1− iν − iρ/2)Γ(iν − iρ/2)

Γ(−iν+)Γ(1 − iν + iσ/2)Γ(iν + iσ/2)
, (69)

где ν++ν− = π(ω++ω−)/Ω, σ = ν+−ν−. Подставляя

это в выражение ρ = |R+|, находим

ρs=1/2 =
ch ν − ch(ν+ − ν−)

ch(ν+ + ν−)− ch ν
,

ν+ + ν− > ν > |ν+ − ν−|,
(70)

где ν± = πω±/Ω, ν = 2πeE0/Ω2. Аналогичные фор-

мулы имеют место для скалярных частиц (s = 0):

ρs=0 =
ch(ν+ − ν−) + cos

√
1− κ2

ch(ν+ + ν−) + cos
√
1− κ2

. (71)

Формулы, эквивалентные (70) и (71), были полу-

чены Нарожным и Никишовым [54], которые нашли

точное решение уравнений Дирака и Клейна – Фо-

ка – Гордона для поля (67) и вычислили вероятность

рождения пар из вакуума. В нашем подходе задача

сводится к вычислению коэффициента прохождения

через одномерный потенциальный барьер; некото-

рые точные и приближенные решения этой задачи

можно найти в [60]. Заметим, что при выполнении

условий

E0 ≪ Ecr, ~ω ≪ mc2 (72)
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к решению задачи о рождении пар полем E(t) можно

применить ММВ.

При выполнении (72) имеем

ν± ≫ 1, ν+ + ν− ≫ ν ≫ |ν+ − ν−|.

Разлагая

ω± = m

{

1 +
p2⊥
m2

+

(

γ−1 ±
p2||

m2

)}1/2

в ряд по степеням p/m, можно преобразовать (70) и

(71) к следующему виду:

ρs(p) = D exp

{

−πEcrE0

[

2

1 +
√

1 + γ20
+

+
1

√

1 + γ20

p2⊥
m2

+
γ20

(1 + γ20)
3/2

p2||

m2

]}

, (73)

где γ0 — параметр адиабатичности (28), а предэкс-

поненциальный множитель равен

D =







[

exp
(

−
(

ν −
√
ν2 − 1

))

+ exp
(

−
(

ν +
√
ν2 − 1

))]2
, s = 0,

(1− exp(−2ν))
2
, s = 1/2.

(74)

При ω ≫ m
√

E0/Ecr параметр ν ≫ 1 и

D ≈
{

1−O(1/ν2), s = 0,

1−O(e−2ν), s = 1/2.
(75)

В этом случае вероятность практически не зависит

от спина и совпадает, включая предэкспоненту, с ре-

зультатом (27) квазиклассического расчета.

В заключение отметим, что в специальном слу-

чае однородного электрического поля E(t), сохраня-

ющего свое направление в пространстве, вычисле-

ние вероятности рождения пар из вакуума сводится

к задаче [62] о возбуждении одномерного осцилля-

тора с переменной частотой [30, 60] ω(t):

ω2(t) =

{

m2 + p2(t), s = 0,

m2 + p2(t)± iE(t), s = 1/2,
(76)

причем частота осциллятора вещественна в случае

бозонов и комплексна для фермионов.

Авторы благодарны М. И. Высоцкому за инте-
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нена в Центре «Прикладная математика и теоре-

тическая физика» при государственной поддерж-

ке Программы повышения конкурентоспособности

НИЯУ МИФИ (Соглашение с Минобрнауки РФ от

27 августа 2013 г. №02.а03.21.0005) и РФФИ (грант

№16-02-00936).

ПРИЛОЖЕНИЕ А

Адиабатические разложения

Частотная зависимость вероятности туннелиро-

вания при ионизации атомного уровня лазерным из-

лучением или при рождении e+e−-пар из вакуума

полем E(t) определяется функциями g(γ) и g̃(γ0). С

точностью до предэкспоненты имеем

w(γ) ∝ exp

{

−2κ3Ea
3E0

g(γ)

}

,

w̃(γ0) ∝ exp

{

−2m

ω
g̃(γ0)

}

,

(A.1)

где [47, 50]

g(γ) =
3

2γ

γ
∫

0

χ(u)

(

1− u2

γ2

)

du,

g̃(γ0) =
4

πγ0

γ0
∫

0

χ(u)

(

1− u2

γ20

)1/2

du,

(A.2)

γ (параметр Келдыша [34]) и γ0 — параметры адиа-

батичности для этих задач,

γ =
ωκ

E0

(

~ = m = e = 1, κ =
√
2I
)

,

γ0 =
mω

eE0
(~ = c = 1),

(A.3)

I — потенциал ионизации, а функция χ(u) опреде-

ляется формой лазерного импульса ϕ(ωt), см. рабо-

ту [31, разд. 4].

В случае низкочастотного поля (γ, γ0 ≪ 1) есте-

ственно использовать адиабатические разложения

g(γ) =

∞
∑

0

(−1)ngnγ
2n,

g̃(γ0) =

∞
∑

0

(−1)ng̃nγ
2n
0 , g(0) = g̃(0) = 1.

(A.4)

Связь между коэффициентами этих разложений

(при любой форме импульса) находим из (A.2):

g̃n
gn

=
4

3

Γ(n+ 5/2)

(n+ 1)!Γ(1/2)
= 1,

5

4
,
35

24
, . . . (A.5)
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соответственно для n = 0, 1, 2, . . . В случае монохро-

матического излучения

g(γ) = 1− 1

10
γ2 +

9

280
γ4 − 5

386
γ6 + . . . ,

и с учетом (A.5) имеем адиабатическое разложение

для вероятности рождения пар полем ϕ(t) = cosωt:

g̃(γ0) = 1− 1

8
γ20 +

3

64
γ40 − 175

768
γ60 + . . . (A.6)

В общем случае, считая, что функция импульса

ϕ(θ) имеет максимум в нуле и ϕ(0) = 1, ϕ′(0) = 0,

ϕ′′(0) < 0,

ϕ(θ) = 1− a2
2!
θ2 +

a4
4!
θ4 − . . . , a2 > 0, θ = ωt,

получим

g̃(γ0) = 1− 1

8
a2γ

2
0 +

1

192
(10a22 − a4)γ

4
0 + . . . (A.7)

Аналогичное разложение имеет место для g(γ).

ПРИЛОЖЕНИЕ В

Параметры γr и γR

В нерелятивистской теории ионизации Келды-

ша [34] параметр адиабатичности имеет вид γ =

= ωκ/E0 (~ = m = e = 1). При γ ≪ 1 процесс иони-

зации является туннельным, при γ ≫ 1 — многофо-

тонным. В релятивистском случае выбор подходя-

щего параметра адиабатичности требует некоторых

пояснений.

В качестве релятивистского обобщения этого па-

раметра можно использовать величину γ0, опре-

деленную в (28). Однако она не зависит от энер-

гии уровня в атоме и потому не слишком удобна

при описании процесса релятивистской ионизации

(в случае рождения пар мерой энергии является

энергия покоя mc2 — при этом параметр γ0 возни-

кает естественным образом). Релятивистским обоб-

щением параметра Келдыша, зависящим от энергии

уровня, могло бы быть выражение

γr =
mcω

E0

√

1− ǫ20 ≡ γ0

√

1− ǫ20, (B.1)

которое переходит в выражение для γ в нереляти-

вистском пределе ǫ0 = E0/mc
2 → 1− I/mc2. Однако

γr → 0 при ǫ0 → −1, когда уровень приближается к

границе нижнего континуума и (B.1) теряет смысл.

Это связано с тем, что при энергиях уровня ǫ0 <

< 0 контур интегрирования в комплексной плоскос-

ти времени меняет свой вид (см. рис. 2).

В рамках ММВ в качестве времени туннелирова-

ния электрона естественно взять |t0|, где t0 — полное

(чисто мнимое) время подбарьерного движения. В

случае скрещенных низкочастотных полей (E = H,

E⊥H, ω ≪ κ2) подбарьерная траектория находится

аналитически. В частности,

t0 = i

√

3ξ2

1 + ξ2
Ecr
E0
, r(t0) = 0, (B.2)

где переменная ξ = ξ(ǫ0) определена в (12). Это при-

водит к определению

γR = ω|t0| =
mcω

eE0

√

3ξ2

1+ξ2
=

(

1−ξ
2

3

)−1/2

γr. (B.3)

Для низких частот, ω → 0 (а также при ǫ0 > 0),

значения γr и γR близки друг к другу. Так, в моде-

ли водородоподобного атома (иона) с зарядом Z <

< α−1 = 137 имеем ǫ0 =
√

1− (Zα)2 = 0.926, 0.899,

0.741, 0,

γr/γR = 0.997, 0.99, 0.97, 0.816 (B.4)

соответственно при Z = 30, 60, 92, 137. С другой сто-

роны, при ǫ0 → −1 параметр γr → 0, в то время как

γR отличается от параметра γ0 = mcω/eE0, возника-

ющего в теории рождения пар из вакуума в перемен-

ном электрическом поле, лишь численным множите-

лем 1.224. На рис. 7 показана зависимость функции

g, стоящей в показателе экспоненты в (9), от пара-

метра γR. Переход от постоянного поля (γR = 0)

к случаю γR ≫ 1 приводит к резкому увеличению

вероятности туннелирования (как и в теории мно-

гофотонной ионизации атомов), причем численные

значения g(γR, ǫ0) почти не зависят от энергии уров-

ня ǫ0. Поэтому выбор релятивистского параметра

адиабатичности в форме (B.3) представляется более

предпочтительным.

ПРИЛОЖЕНИЕ C

Трехмерная модель сфокусированного

лазерного импульса

Плоская электромагнитная волна с линейной по-

ляризацией задается 4-потенциалом вида

A =

(E0
ω
a(ϕ), 0, 0

)

, A0 = 0, (C.1)

где E = H = E0da(ϕ)/dt, ϕ = ω(t − z) — перемен-

ная светового фронта, и ось z выбрана вдоль на-

правления распространения волны. Функция a(ϕ)
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Рис. 7. Функция g в зависимости от параметра адиабатич-

ности γR. При заданной эллиптичности излучения ρ кри-

вые соответствуют значениям ǫ0 = 1, 0, −1 (сверху вниз).

Из работы [50]

определяет форму импульса. Так, a(ϕ) = sinϕ

отвечает монохроматическому лазерному излуче-

нию, a(ϕ) = thϕ – солитоноподобному импульсу

E(t, z) = E0/ ch2 ϕ и т. д.

В работе [57] были найдены точные решения

уравнений Максвелла в вакууме, характеризующи-

еся параметрами R (радиус фокального пятна), L

(дифракционная длина) и ∆ (параметр фокусиров-

ки) и описывающие стационарные во времени фоку-

сированные лазерные импульсы. Были найдены так-

же приближенные решения, описывающие импуль-

сы конечной длительности τ и характеризуемые оги-

бающей g(τ).

В стационарном фокусированном лазерном им-

пульсе электрического типа (т. е. таком, в котором

магнитное поле имеет отличную от нуля проекцию

на направление распространения импульса, а элек-

трическое поле лежит в плоскости xy) последнее

имеет вид [57]

E
e = iE0e−iϕ×

×
{

(ex ± iey)F1 − e2iφ(ex ∓ iey)F2

}

, (C.2)

где функции F1 и F2 определяются из решения урав-

нений

2i
∂F1

∂χ
+∆2 ∂

2F1

∂χ2
+

1

ξ

∂

∂ξ

(

ξ
∂F1

∂x

)

= 0,

F2 = F1 −
2

χ2

ξ
∫

0

dξ′ξ′F1(ξ
′), (C.3)

где χ = z/L, ξ = ρ/R, ρ =
√

x2 + y2 и exp(iφ) =

= (x + iy)/ρ. При ξ, |χ| → ∞ функции F1,2 → 0. Ра-

диус R фокального пятна в плоскости xy, дифрак-

ционная (рэлеевская) длина L и параметр фокуси-

ровки ∆ связаны соотношением

L =
R

∆
= kR2, k =

2π

λ
. (C.4)

Магнитное поле импульса H
e описывается анало-

гичными, хотя и более громоздкими, выражения-

ми [57].

Если лазерный импульс сфокусирован до ди-

фракционного предела, R ∼ λ, то ∆ ∼ 1/2π ∼ 0.1;

поэтому будем считать, что ∆ ≪ 1. В этом случае

входящие в (C.2) функции F1 и F2 имеют вид

F1 = (1 + 2iχ)−2

(

1− ξ2

1 + 2iχ

)

×

× exp

(

− ξ2

1 + 2iχ

)

,

F2 = −ξ2(1 + 2iχ)−3 exp

(

− ξ2

1 + 2iχ

)

.

(C.5)

Импульсы такого типа обычно называют гауссовы-

ми пучками.

Другим решением уравнений Максвелла являет-

ся волна с h-поляризацией, электрическое и магнит-

ное поля которой выражаются через поля e-поляри-

зованной волны согласно уравнениям

E
h = ±iHe, H

h = ∓iEe. (C.6)

Верхний знак соответствует левой, а нижний — пра-

вой циркулярной поляризации волны. В этом случае

поперечным является магнитное поле.

Для того чтобы обобщить эти выражения на слу-

чай нестационарного лазерного импульса длитель-

ностью τ , в (C.1) вводится огибающая g(ϕ/ωτ), удо-

влетворяющая условиям g(0) = 1 и g → 0 при |ϕ| ≫
≫ ωτ . Строго говоря, такие функции уже не яв-

ляются точным решением уравнений Максвелла, но

приближенно удовлетворяют им при ωτ ≫ 1. За

дальнейшими подробностями относительно моделей

фокусированного лазерного импульса мы отсылаем

читателя к работам [57–59].
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56 (2010).

17. Европейский проект Extreme Light Infrastructure

(http://www.extreme-light-infrastructure.eu) пред-

полагает создание около 2015–2020 гг. лазерных

установок, генерирующих импульсы интенсивнос-

тью до 1024–1025 Вт/см2.

18. Проект создания сверхмощного лазера Exawatt

Center for Extreme Light Studies (XCELS) на ба-

зе института прикладной физики РАН, http://

www.xcels.iapras.ru.

19. Международная коллаборация International Cen-

ter for Zetta-Exawatt Science and Technology

(IZEST), http://www.izest.polytechnique.edu.

20. G. V. Dunne, Eur. Phys. J. Special Topics 223, 1055

(2014).

21. G. Mourou, T. Tajima, and S. V. Bulanov, Rev. Mod.

Phys. 78, 309 (2006).

22. A. Di Piazza, C. Müller, K. Z. Hatsagortsyan, and

C. H. Keitel, Rev. Mod. Phys. 84, 1177 (2012).

23. N. B. Narozhny and A. M. Fedotov, Eur. Phys. J.

Special Topics 223, 1083 (2014).

24. A. Ringwald, Phys. Lett. B 510, 107 (2001).

25. R. Alkofer, M. B. Hecht, C. D. Roberts et al., Phys.

Rev. Lett. 87, 193902 (2001).

26. N. B. Narozhny and A. M. Fedotov, Contemp. Phys.

56, 249 (2015).

27. Б. М. Карнаков, В. Д. Мур, С. В. Попруженко,

В. С. Попов, УФН 185, 3 (2015).

28. В. С. Попов, Письма в ЖЭТФ 13, 261 (1971).

29. В. С. Попов, ЖЭТФ 61, 1334 (1971).

30. В. С. Попов, ЖЭТФ 62, 1248 (1972).

31. В. С. Попов, УФН 174, 921 (2004).

32. В. С. Попов, Письма в ЖЭТФ 74, 133 (2001);

В. С. Попов, ЖЭТФ 121, 1235 (2002).

33. V. S. Popov, Phys. Lett. A 218, 83 (2002); in

I. Ya. Pomeranchuck and Physics at the Turn of Cen-

tures, World Sci. (2003), p. 496.

34. Л. В. Келдыш, ЖЭТФ 47, 1945 (1964).

35. J. Phys. B 47, issue 20 (2015): Special issue on

50 years of optical tunneling.

36. А. М. Переломов, В. С. Попов, М. В. Терентьев,

ЖЭТФ 50, 1393 (1966).

37. А. М. Переломов, В. С. Попов, М. В. Терентьев,

ЖЭТФ 51, 309 (1966).

38. В. С. Попов, В. П. Кузнецов, А. М. Переломов,

ЖЭТФ 53, 331 (1967).

39. L. D. Landau, Phys. Zs. Sowjet. 1, 88 (1932).

40. Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Квантовая меха-

ника. Нерелятивистская теория, Наука, Москва

(1989).

41. N. B. Narozhny, S. V. Bulanov, V. D. Mur, and

V. S. Popov, Phys. Lett. A 330, 1 (2004).

42. V. S. Popov, V. D. Mur, B. M. Karnakov, and

S. G. Pozdnyakov, Phys. Lett. A 358, 21 (2006).

43. В. С. Попов, ЯФ 68, 717 (2005).

44. Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Теоретическая фи-

зика. Теория поля, Наука, Москва (1988).

639



В. С. Попов, В. Д. Мур, Н. Б. Нарожный, С. В. Попруженко ЖЭТФ, том 149, вып. 3, 2016

45. Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Теоретическая фи-

зика. Механика, Наука, Москва (1973).

46. В. Д. Мур, Б. М. Карнаков, В. С. Попов, ЖЭТФ

114, 798 (1998).

47. Б. М. Карнаков, В. Д. Мур, В. С. Попов, ЖЭТФ

132, 331 (2007).

48. В. С. Попов, В. Д. Мур, Б. М. Карнаков, Письма

в ЖЭТФ 66, 213 (1997).

49. Ю. Н. Демков, Г. Ф. Друкарев, ЖЭТФ 47, 918

(1964).

50. В. С. Попов, В. Д. Мур, Б. М. Карнаков,

С. Г. Поздняков, ЖЭТФ 129, 871 (2006).

51. E. Brezin and C. Itzikson, Phys. Rev. D 2, 1191

(1970).

52. Л. В. Келдыш, частное сообщение (2001).

53. Е. Янке, Ф. Эмде, Ф. Лёш, Специальные функции,
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