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На основе решений уравнения Брэгга – Хоторна обсуждается спиральность тонкого тороидального вих-
ря при наличии закрутки — орбитального движения вдоль направляющей тора. Показано, что связь
спиральности с циркуляциями вдоль малой и большой зацепленных окружностей — направляющей и
образующей тора — зависит от распределения азимутальной скорости в ядре закрученного кольцевого
вихря. В случае неоднородной закрутки эта связь отличается от известного соотношения Моффата —
удвоенного произведения таких циркуляций, умноженного на число зацеплений. Результаты могут найти
применение при исследовании вихрей в атмосферах планет и движений в окрестности ядер активных
галактик.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В природе тороидальные вихри часто обладают
«закруткой» [1] — орбитальным движением вдоль
направляющей тора. Такими, по-видимому, являют-
ся присоединенные кольцевые вихри тропических
циклонов, ураганов и торнадо [2], а также солнечные
тороидальные вихри [3], ответственные за 11-летний
цикл активности, и многие другие (см., например,
работу [4]). При наличии закрутки возникает топо-
логический интеграл спиральности [5]. Это может
увеличивать устойчивость вихря, что подтвержда-
ется в лабораторных экспериментах [6].

Как известно, для двух зацепленных вихревых
контуров спиральность должна быть равна произве-
дению циркуляций, умноженному на удвоенное чис-
ло зацеплений [1, 5, 7, 8]. Мы покажем на допус-
кающем гидродинамическое решение примере, что
для тороидального вихря с закруткой это соотноше-
ние имеет несколько другой вид, отражающий про-
странственное распределение завихренности.

* E-mail: bannikova@astron.kharkov.ua

2. УРАВНЕНИЕ БРЭГГА – ХОТОРНА И ЕГО
РЕШЕНИЕ ДЛЯ ТОРОИДАЛЬНОГО ВИХРЯ

Рассмотрим осесимметричное стационарное те-
чение идеальной несжимаемой жидкости в отсут-
ствие массовых сил. Уравнение Эйлера в этом слу-
чае имеет вид

(V · ∇)V = −∇p/ρ.

Учитывая, что

(V · ∇)V = grad(V 2/2)−V × rotV,

переписываем его следующим образом:

V × rotV = ∇
(
p

ρ
+
V 2

2

)
, (2.1)

где в цилиндрических координатах (r, ϕ, z)

ω = rotV =

(
−∂Vϕ
∂z

ir,

(
∂Vr
∂z

− ∂Vz
∂r

)
iϕ,

1

r

∂(rVϕ)

∂r
iz

)
. (2.2)

Введем функцию тока Стокса ψ, определенную
согласно соотношениям

Vr = −1

r

∂ψ

∂z
, Vz =

1

r

∂ψ

∂r
. (2.3)
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При этом уравнение неразрывности divV = 0 удов-
летворяется тождественно. Орбитальную компонен-
ту скорости теперь можно представить в виде

Vϕ =
f(ψ)

r
, (2.4)

где f(ψ) — известная функция. Подставляя выра-
жения (2.3) и (2.4) в (2.2), получаем

rotV =

(
−1

r
f ′ ∂ψ
∂z

ir,− Δ̃ψ

r
iϕ,

1

r
f ′ ∂ψ
∂r

iz

)
, (2.5)

где

Δ̃ ≡ r
∂

∂r

(
1

r

∂ψ

∂r

)
+
∂2ψ

∂z2
, f ′ ≡ df

dψ
.

Подставляя (2.5) в уравнение Эйлера (2.1), для ϕ-й
компоненты завихренности после несложных преоб-
разований получаем

rotϕ V = −ff
′

r
+

r

ψ′
r

∂Π

∂r
, (2.6)

где Π = p/ρ+ V 2/2 — интеграл Бернулли. Прирав-
нивая выражения (2.5) и (2.6) для азимутальной со-
ставляющей завихренности, получаем для ψ урав-
нение Брэгга –Хотторна [1, 9] (или, что то же, Грэ-
да –Шафранова в МГД-случае [10]) при заданных Π
и f :

∂2ψ

∂r2
− 1

r

∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂z2
= r2

dΠ

dψ
− f

df

dψ
. (2.7)

Решения уравнения (2.7) при f �= 0 описывают ста-
ционарные осесимметричные течения с закруткой.
Одно из таких решений можно получить для слу-
чая

dΠ

dψ
= const = αφ0, f

df

dψ
= const = −βR2φ0 (2.8)

(α и β — безразмерные константы, φ0 — размерный
нормировочный множитель). Тогда решение уравне-
ния (2.7) для функции тока Стокса имеет вид [10]1)

ψ = φ0

[
1

2
(βR2 + r2)z2 +

α− 1

8
(r2 −R2)2

]
. (2.9)

По нему с помощью соотношений (2.3) находим Vr
и Vz , а с помощью уравнений (2.8) задаем скорость
закрутки Vϕ (и давление p). Вблизи от окружности

1) Другие примеры решений, главным образом в связи с
исследованием МГД-конфигураций, можно найти в моногра-
фии [11] и в сборниках обзоров «Вопросы теории плазмы» под
ред. М. А. Леонтовича (Атомиздат, Энергоатомиздат, Москва
(1963–1982)).

r = R, z = 0 (т. е. при |r − R|/R � 1 и малых z)
выражение (2.9) для функции тока переходит в сле-
дующее:

ψ ≈ 1

2
φ0R

2
[
(β + 1)z2 + (α− 1)(r −R)2

]
. (2.10)

В данном решении при β+1 > 0 и α > 1 поверхности
ψ(r, z) = const представляют собой вложенные то-
ры с общей круговой осью — направляющей r = R,
z = 0, а их меридиональные сечения представляют
собой эллипсы. Из уравнений (2.8), получаем

Π = αφ0ψ +Π0, f2 = f2
0 − 2βR2φ0ψ, (2.11)

где Π0 и f0 — постоянные интегрирования, парамет-
ризующие данное решение.

3. СПИРАЛЬНОСТЬ

Ниже мы найдем для решения (2.10) интеграл
спиральности [5]

S =

∫
V · rotV dV. (3.1)

Ограничимся частным случаем β + 1 = α− 1, когда
сечениями поверхностей тока меридиональной плос-
костью являются окружности

ψ ≈ 1

2
φ0R

2(α− 1)
[
z2 + (r − R)2

]
. (3.2)

Любой из торов ψ(r, z) = const может быть принят
за границу области, занятую закрученным вихре-
вым течением. Будем считать его поперечное мери-
диональное сечение окружностью радиуса a (рис. 1).
Вне тора течение будем считать потенциальным.
Учитывая соотношения (2.3), для компонент ско-

рости получаем

Vr = −R2φ0(α− 1)
z

r
,

Vz = −R2φ0(α− 1)
r −R

r
.

(3.3)

В случае тонкого кольцевого вихря это движение в
меридиональной плоскости имеет характер «твердо-
тельного вращения», поскольку линейная скорость
вращения пропорциональна расстоянию до круго-
вой направляющей вихревого кольца. Для этого слу-
чая, учитывая (3.3), получаем

Vr ≈ −Rφ0(α− 1)z, Vz ≈ Rφ0(α− 1)(r −R).

При этом азимутальная компонента завихренности
в тонком кольце практически постоянна,

ωϕ ≈ −2Rφ0(α− 1).
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Рис. 1. Схема тороидального вихря (а) и сечение в меридиональной плоскости (б )

4. СЛУЧАЙ ОДНОРОДНОЙ ЗАКРУТКИ
КОЛЬЦЕВОГО ВИХРЯ

Рассмотрим сначала случай β = 0, α = 2. При
этом f(ψ) ≡ f0 = const. Это означает, что закрутка
внутри тора распределена однородно: Vϕ = f0/r ≈
≈ f0/R. Две другие компоненты скорости и азиму-
тальная компонента ротора записываются в виде

Vr ≈ −Rφ0z, Vz ≈ −Rφ0(r −R),

ωϕ ≈ −2Rφ0.
(4.1)

Перейдем в полярную систему координат в мериди-
ональной плоскости с началом в точке r = R, z = 0:

r −R = η cos θ, z = η sin θ

(η — координата, отсчитываемая от круговой оси
тора вдоль радиуса его поперечного сечения, см.
рис. 1). На границе η = a имеем вихревой слой ωθ =

= −Vϕδ(η − a), поскольку азимутальная скорость
здесь претерпевает разрыв (считаем, что вне тора
она обращается в нуль)2).

При наличии внутри тора закрутки — орбиталь-
ного движения (по углу ϕ) и вихревого движения в
меридиональном сечении вдоль малого контура (по
углу θ) — спиральность (3.1) удобно представить в
виде суммы двух составляющих:

S = Sϕ + Sθ, Sϕ =

∫
VϕωϕdV,

Sθ =

∫
(Vrωr + Vzωz) dV.

(4.2)

2) δ(x) — δ-функция Дирака.

Вычисляя составляющие Sϕ, Sθ спиральности (4.2)
с учетом выражений (4.1) и V 2

θ = V 2
r + V 2

z , имеем

Sϕ =

∫
Vϕωϕ dV ≈ −4π2Ra2f0φ0,

Sθ =

∫
(Vrωr + Vzωz) dV =

∫
Vθωθ dV =

= −
∫
Σ

VθVϕ dS.

(4.3)

В последнем выражении в (4.3) интегрирование ве-
дется по поверхности Σ вихревого кольца. Посколь-
ку на этой поверхности Vθ ≈ Raφ0 и Vϕ ≈ f0/R, име-
ем Sθ ≈ −4π2Ra2f0φ0. Отсюда следует, что Sθ = Sϕ

и, соответственно, для данного решения S = 2Sϕ.
(Ниже увидим, что соотношение S = 2Sϕ является
весьма общим.) Таким образом, для спиральности
получаем

S = −8π2Ra2f0φ0. (4.4)

Свяжем полученное значение спиральности со зна-
чениями циркуляции скорости Γ по малому конту-
ру, охватывающему вихревое кольцо один раз, и Γ1

по большому контуру, совпадающему с круговой на-
правляющей тора:

Γ = a

2π∫
0

Vθ dθ ≈ 2πa2Rφ0,

Γ1 = R

2π∫
0

Vϕ dϕ = 2πf0.

(4.5)

Тогда для спиральности (4.4), учитывая (4.5), полу-
чаем привычное выражение

S = −2ΓΓ1.
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5. СЛУЧАЙ НЕОДНОРОДНОЙ ЗАКРУТКИ
(С МАКСИМУМОМ СКОРОСТИ НА

КРУГОВОЙ ОСИ)

Рассмотрим теперь случай неоднородной закрут-
ки. Поначалу ограничимся изучением специально-
го случая, когда максимум азимутальной скорости
достигается на круговой направляющей вихревого
кольца: β = α − 2 > 0, а на поверхности кольца за-
крутка исчезает. Из выражения (3.2) для функции
тока получаем на границе тора

ψ ≈ (α − 1)φ0R
2a2/2,

где a — малый радиус тороидального вихря (радиус
меридионального сечения). Полагая на этой границе
Vϕ = 0, т. е. f |a = 0, находим постоянную интегри-
рования f0 в выражении (2.11):

f0 =
√
(α− 1)(α− 2)φ0R

2a.

Тогда внутри вихревого кольца a2 ≥ z2 + (r − R)2

азимутальная скорость равна

Vϕ =
√
(α− 1)(α− 2)φ0R

2

√
a2 − [z2 + (r −R)2]

r
,

а азимутальная компонента завихренности имеет
вид

ωϕ = −φ0(α− 1)R2(r+R)/r2 ≈ −2φ0R(α− 1). (5.1)

Таким образом, в рассматриваемом приближении
|r −R|/R� 1 для тонкого вихря получаем

Vϕωϕ ≈ −2φ20
√
(α− 1)3(α− 2)×
×R2

√
a2 − [z2 + (r −R)2] . (5.2)

Для нахождения ϕ-й составляющей спиральности
интегрируем (5.2) по объему тора:

Sϕ = −2φ20
√
(α− 1)3(α− 2)×

×R2 · 2πR
2π∫
0

dθ

a∫
0

dη
√
a2 − η2 .

Окончательно получаем

Sϕ = −8

3
π2a3R3φ20(α − 1)

√
(α − 1)(α− 2) . (5.3)

Чтобы вывести выражение для Sθ, найдем соответ-
ствующие компоненты скорости и завихренности:

Vr ≈ −(α− 1)Rφ0z, Vz ≈ (α− 1)Rφ0(r −R),

ωr ≈ φ0Rz

√
(α − 1)(α− 2)

a2 − [z2 + (r −R)2]
,

ωz ≈ −φ0R(r −R)

√
(α− 1)(α− 2)

a2 − [z2 + (r −R)2]
.

Интегрируя по объему кольцевого вихря, находим

Sθ =

∫
(Vrωr + Vzωz) dV = −(α−1)3/2(α−2)1/2 ×

× φ20R
2

∫
z2 + (r −R)2√

a2 − [z2 + (r −R)2]
dV.

Используя ту же, что и ранее, замену переменных,
получаем

Sθ = −(α−1)3/2(α−2)1/2·4π2φ20R
3

a∫
0

η3√
a2−η2 dη =

= −8

3
π2a3R3φ20(α− 1)

√
(α− 1)(α− 2) .

Сравнивая это выражение с (5.3), видим, что, как и
выше, Sθ = Sϕ и S = 2Sϕ.
Выразим спиральность через циркуляции скоро-

сти по малому (Γ) и большому (Γ1) контурам (см.
рис. 1). Для циркуляции по малому контуру (окруж-
ности радиуса a), используя формулу Стокса, полу-
чаем

Γ = a

2π∫
0

Vθ dθ ≈ −πa2ωϕ = 2πa2Rφ0(α− 1). (5.4)

Циркуляция по большому контуру (по круговой на-
правляющей тора) равна

Γ1 = R

2π∫
0

Vϕ dϕ = 2πR2aφ0
√
(α− 1)(α− 2) . (5.5)

Выражая спиральность через циркуляции (4.5), для
рассматриваемого случая неоднородной закрутки с
максимумом ее скорости на круговой оси и нулем на
границе получаем

S = −4

3
ΓΓ1.

Мы видим, что в случае неоднородной закрутки мо-
дуль коэффициента k при произведении циркуляций
в выражении для спиральности S = −kΓΓ1 может
отличаться от двойки.
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6. СПИРАЛЬНОСТЬ КОЛЬЦЕВОГО ВИХРЯ.
ОБЩИЙ СЛУЧАЙ

Вернемся к общему представлению (4.2) спи-
ральности в виде суммы двух продольной Sϕ и попе-
речной Sθ составляющих. В случае осевой симмет-
рии течения компоненты завихренности представля-
ем в виде

ωθ = rotVϕ ≡ [∇,Vϕ], ωϕ = rotϕVθ.

Рассмотрим разность

Sθ − Sϕ =

∫
(Vθ · ωθ −Vϕ · ωϕ) dV =

=

∫
(Vθ · [∇,Vϕ]−Vϕ · [∇,Vθ]) dV

и воспользуемся тождеством

div[a,b] ≡ ∇ · [a,b] = b · [∇, a]− a · [∇,b]

применительно к векторам Vϕ, Vθ. Тогда получим

Sθ−Sϕ =

∫
∇ · [Vϕ,Vθ]dV =

∫
Σ

[Vϕ,Vθ] · n dS = 0,

если на границе Σ области интегрирования азиму-
тальная составляющая скорости обращается в нуль.
Таким образом, и в общем случае осесимметричного
течения в кольцевом вихре

Sθ = Sϕ, S = 2Sϕ. (6.1)

В то же время выражение спиральности через
циркуляции,

S = −kΓΓ1, (6.2)

для тороидального вихря не носит универсального
характера: коэффициент k при произведении цирку-
ляций может быть отличен от двойки. Действитель-
но, рассмотрим тонкий кольцевой вихрь с закруткой
некоего общего вида rVϕ = f(ψ) �= const. На рас-
сматриваемом решении (3.2) ψ = ψ(η) и f = g(η),
где

g(η) ≈
√
f2
0 − (α− 1)(α− 2)φ20R

4η2 .

Тогда с учетом (4.2), (5.1) и (6.1) для спиральности
получим

S = 2Sϕ = −16π2(α− 1)Rφ0

a∫
0

ηg(η) dη,

или
S = −ΓΓ′,

где Γ определяется в соответствии с (5.4), а

Γ′ =
8π

a2

a∫
0

ηg(η) dη.

Если закрутка однородна (α = 2), то g(η) ≡ f0, что
дает Γ′ = 2Γ1, и в соответствии с (6.2) получаем
k = 2. Для случая неоднородной закрутки имеем

Γ′ = kΓ1,

где

k =
4

f0a2

a∫
0

ηg(η) dη.

Отличие от значения k = 2 связано с тем, что
в случае закрученного вихря зацепленные конту-
ры принадлежат одному и тому же тороидальному
вихрю и не являются независимыми. По-прежнему
существует топологический интеграл спиральности,
который может быть выражен через произведения
циркуляций двух зацепленных контуров. Но коэф-
фициент k здесь является функционалом распреде-
ления закрутки по сечению тора, а также зависит
от выбора контуров, по которым вычисляется цир-
куляция скорости.

7. НЕОДНОРОДНАЯ ЗАКРУТКА (С
МАКСИМУМОМ СКОРОСТИ НА

ПОВЕРХНОСТИ ВИХРЯ)

Рассмотрим теперь случай отрицательных зна-
чений β = α − 2 < 0 (при α > 1). Ему отвечает та-
кая закрутка, при которой максимум азимутальной
составляющей скорости достигается на поверхности
кольцевого вихря. При этом по-прежнему решение
уравнения (2.7) задается формулой (3.2), а значе-
ние циркуляции скорости Γ по малому контуру сов-
падает с выражением (5.4). Для скорости закрутки
внутри тонкого кольца получаем выражение

rVϕ = f ≈
√
f2
0+(α−1)(2−α)φ20R4 [z2+(r−R)2] .

Отсюда следует

Sϕ =

∫
VϕωϕdV ≈ −8π2φ0R(α− 1)×

×
a∫

0

η
√
f2
0 + (α − 1)(2− α)φ20R

4η2 dη,

S = 2Sϕ ≈ − 16π2

3φ0R3(2− α)
×

×
{[
f2
0 + (α− 1)(2− α)φ20R

4a2
]3/2 − f3

0

}
.
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Рис. 2. а) Две сцепленные вихревые нити. Маленькие круговые стрелки на всех рисунках указывают направление враща-
тельного движения возле каждой из нитей. б ) Окружности в меридиональных плоскостях изображают семейство вихре-
вых нитей (вихревую пелену), полученное «размазыванием» вертикально расположенной вихревой нити по поверхности
тора. в) Окружности в горизонтальных плоскостях изображают семейство вихревых нитей, полученное «размазывани-
ем» горизонтально расположенной вихревой нити по объему тора. г) Кольцевой вихрь с однородной закруткой. Здесь
закругленные стрелки указывают направление движения в меридиональных сечениях и в горизонтальных сечениях (в

последнем случае стрелки имеют одинаковую длину, так как закрутка однородна)

Так же, как и в рассмотренном выше случае одно-
родной закрутки, на границе тора η = a имеем вих-
ревой слой: азимутальная составляющая скорости
при выходе из кольца скачком уменьшается до ну-
ля (вне кольца, по предположению, закрутки нет).
Циркуляция на круговой направляющей r = R, z =
= 0 равна Γ1 = 2πf0. Соответственно

k ≡ −2Sϕ

ΓΓ1
≈

≈
16π2

{[
f2
0 + (α− 1)(2− α)φ20R

4a2
]3/2 − f3

0

}
2πf0 · 2πa2Rφ0(α− 1) · 3φ0R3(2− α)

=

=
4
{[
f2
0 + (α− 1)(2− α)φ20R

4a2
]3/2 − f3

0

}
3f0a2(α− 1)(2− α)φ20R

4
. (7.1)

Предположим теперь, что f0 = f(0) = 0. Тогда

f =
√
2φ0(2 − α)

√
ψR,

или, в силу выражения (3.2)

f ≈
√
(2− α)(α − 1)

√
z2 + (r −R)2 φ0R

2.

В этом случае внутри кольца скорость закрутки
прямо пропорциональна расстоянию до круговой
направляющей тора,

Vϕ =
f

r
≈
√
(2− α)(α − 1) [z2 + (r −R)2]φ0R,

на круговой направляющей кольцевого вихря ази-
мутальная составляющая скорости обращается в
нуль, а циркуляция скорости по этой направляющей
Γ1 = 0. Понятно, что данной ситуации отвечает зна-
чение k → ∞, что следует также из выражения (7.1)
при f0 → 0. Определим значение спиральности при
f0 = 0. Выражение для азимутальной компоненты
завихренности ωϕ ≈ −2φ0R(α− 1) совпадает с (5.1)
и, соответственно, спиральность равна

Sϕ =

∫
VϕωϕdV ≈ −2

∫
φ20R

2(α − 1)3/2 ×

×
√
(2− α)(α − 1) [z2 + (r −R)2] dV,

S = 2Sϕ = −16

3
π2(α− 1)

√
(α− 1)(2− α) a3R3φ20.
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Рис. 3. а) Два семейства сцепленных вихревых нитей с неполным зацеплением вертикально и горизонтально расположен-
ных нитей. б ) Кольцевой вихрь с неоднородной закруткой. Закругленные стрелки имеют тот же смысл, что и на рис. 2г

8. ОБСУЖДЕНИЕ

Поясним полученные выше результаты следую-
щими рассуждениями на примере неоднородной за-
крутки с максимумом ее скорости на круговой оси
тора (см. разд. 4).
Значение интеграла спиральности для закручен-

ного кольцевого вихря при заданных значениях цир-
куляции скорости по малому (Γ) и большому (Γ1)
контурам зависит от распределения закрутки по ма-
лому радиусу тора. В свою очередь, распределение
закрутки однозначно связано с распределением ме-
ридиональной составляющей завихренности.
Если, не изменяя значения спиральности, за-

менить непрерывное распределение завихренности
дискретным, отделив азимутальную составляющую
от полоидальной (меридиональной), то получим
картину из двух семейств зацепленных вихревых
нитей.
Интеграл спиральности для системы двух зацеп-

ленных вихревых нитей, как известно, определяется
произведением циркуляций по контурам, охватыва-
ющим эти нити: S = ±2ΓΓ1 (рис. 2а). Чтобы перейти
к непрерывному распределению, «размажем» одну
из вихревых нитей по поверхности кругового тора,
сохранив меридиональность завихренности ωϕ = 0,
ωθ �= 0 (рис. 2б ), а другую нить — по внутренно-
сти того же тора (рис. 2в) так, чтобы завихренность
осталась ориентированной по азимуту ωϕ �= 0, ωθ =

= 0 (с сохранением величин циркуляций Γ, Γ1). При
этом значение интеграла спиральности не изменит-
ся.
Если же «размазать» нить с меридиональной за-

вихренностью по объему тора (а не по его поверх-
ности), то результат будет уже другим: не все пары
парциальных нитей, принадлежащих разным семей-
ствам, окажутся зацепленными (рис. 3). В этом за-

ключается причина того, что коэффициент k в (6.5)
может быть меньше 2.

9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для вихря с закруткой (орбитальным движени-
ем) спиральность отлична от нуля, но связь с про-
изведением циркуляций зацепленных контуров от-
личается от известной формулы S = ±2ΓΓ1I, где
множитель I — интеграл зацеплений Гаусса, прини-
мающий целочисленные значения [8,12,13]. В нашем
случае для тонких кольцевых вихрей с круговым
поперечным сечением значение коэффициента k в
(6.5) может изменяться в пределах 4/3 ≤ k <∞, ес-
ли в качестве контуров, по которым определяются
значения Γ и Γ1 циркуляции скорости, брать ука-
занные выше контуры (малую и большую образу-
ющие тора). Наглядное объяснение этого отличия
предлагается на рис. 2 и 3. Случаю k = 2 отвечает
однородная закрутка, а случаям 4/3 ≤ k < 2 и 2 <

< k < ∞ — неоднородная закрутка соответственно
с максимумом и с минимумом азимутальной скорос-
ти на круговой направляющей тора. Минимальное
возможное значение k = 4/3 отвечает рассмотрен-
ному нами параболическому случаю распределения
азимутальной скорости (2.8) в отсутствие закрутки
на границе вихря.

ЛИТЕРАТУРА

1. Ф. Дж. Cэффмэн, Динамика вихрей, Научный
мир, Москва (2000).

2. Г. В. Левина, М. Т. Монтгомери, Доклады РАН
434, 401 (2010).

3. V. Bjerknes, Astrophys. J. 6, 93 (1926).

894



ЖЭТФ, том 149, вып. 4, 2016 Спиральность тороидального вихря с закруткой

4. Е. Ю. Банникова, В. М. Конторович, С. А. Послав-
ский, ЖЭТФ 146, 663 (2014).

5. H. K. Moffatt and A. Tsinober, Ann. Rev. Fluid
Mech. 24, 281 (1992).

6. T. Naitoh, N. Okura, T. Gotoh, and Y. Kato, Phys.
Fluids 26, 067101 (2014).

7. Ф. В. Должанский, Лекции по геофизической гид-
родинамике, ИВМ РАН, Москва (2006).

8. А. В. Тур, В. В. Яновский, Гидродинамические
вихревые структуры, Институт монокристаллов,
Харьков (2012).

9. Ю. П. Ладиков-Роев, О. К. Черемных, Матема-
тические модели сплошных сред, Наукова думка,
Киев (2010).

10. Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Электродинамика
сплошных сред, Наука, Москва (1982).

11. В. И. Петвиашвили, О. А. Похотелов, Уединенные
волны в плазме и атмосфере, Энергоатомиздат,
Москва (1989).

12. Б. А. Дубровин, С. П. Новиков, А. Т. Фоменко,
Современная геометрия, Наука, Москва (1979).

13. В. И. Арнольд, Б. А. Хесин, Топологические ме-
тоды, МЦНМО, Москва (2007).

895



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


