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Исследуется формирование микроструй при вытеснении расплавленного металла давлением плазмы из
кратеров, образующихся на катоде при горении вакуумной дуги. Предложена аналитическая модель рас-
плескивания жидкого металла, включающая две стадии. На первой стадии движение жидкости обладает
осевой симметрией, происходит формирование жидкометаллического вала, окружающего кратер. На вто-
рой стадии осевая симметрия нарушается в результате развития неустойчивости Рэлея –Плато верхней
части вала. Показано, что процесс распада вала носит пороговый характер; найдены минимальные зна-
чения давления плазмы и протекающего через кратер электрического тока, необходимые для реализации
режима расплескивания жидкого металла. В рамках модели определены основные пространственные и
временные характеристики процесса формирования струй.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Основные свойства вакуумного дугового разряда
определяются процессами в небольшой, ярко светя-
щейся области на катоде, через которую осуществ-
ляется токоперенос с межэлектродным промежут-
ком. Эта область (катодное пятно) включает в се-
бя активную часть поверхности катода, нагретую
до температур, превышающих температуру плавле-
ния, и прикатодную плазму. Согласно [1], катодное
пятно вакуумной дуги состоит из отдельных фраг-
ментов — ячеек. Электрический ток, протекающий
через ячейку, ограничен (он измеряется единицами
ампер), а общий ток дуги складывается из токов от-
дельных ячеек. Это положение легло в основу эк-
тонной модели катодного пятна [2–4], которая так-
же предполагает циклический характер функциони-
рования ячеек. Ячейки катодного пятна имеют ха-
рактерный микронный пространственный масштаб
и время жизни несколько десятков наносекунд. Дей-
ствительно, горение разряда приводит к образова-
нию следов на поверхности катода, которые име-
ют субструктуру в виде отдельных кратеров. Бы-
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ло установлено, что в диапазоне токов дуги от еди-
ниц до нескольких десятков ампер наиболее вероят-
ный диаметр кратера слабо зависит от тока и со-
ставляет для медного [5] и вольфрамового [6] като-
дов несколько микрометров. В работе [6] также было
проведено исследование времен формирования кра-
теров при токах близких к пороговому значению,
ниже которого происходит самопроизвольное пога-
сание разряда. Путем прямого осциллографирова-
ния тока дуги было показано, что время протекания
тока через область одиночного кратера составляет
25–50 нс. Эти результаты согласуются с данными
in situ наблюдений собственного свечения катодно-
го пятна с наносекундным временным и микронным
пространственным разрешениями [7,8], подтвержда-
ющих наличие у него квазипериодически перестра-
ивающейся ячеистой структуры.

Кратеры формируются в результате вытесне-
ния расплавленного металла под действием давле-
ния со стороны плазмы катодного пятна вакуумной
дуги [2–4, 9]. Прямым экспериментальным доказа-
тельством такого воздействия является измеренная
Танбергом [10] сила отдачи, действующая на катод.
Процесс вытеснения расплава, как правило, сопро-
вождается формированием микроструй, которые за-
тем распадаются на микрокапли — см., например,
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фотоснимки из работ [6,11]. Интерес к исследованию
динамики жидкой фазы при формировании крате-
ров обусловлен тем, что электрический взрыв струй
жидкого металла при их взаимодействии с катод-
ной плазмой может приводить к инициированию но-
вых ячеек катодного пятна [2–4, 12], т. е. обеспечи-
вать самоподдержание вакуумного дугового разря-
да. Моделирование взрывоэмиссионных процессов в
микронеоднородности на поверхности катода в рам-
ках нестационарной двумерной двухтемпературной
магнитогазодинамики и ионизационной кинетики с
использованием широкодиапазонного уравнения со-
стояния вещества проводилось в работе [13]. В ней
было показано, что длительность взрывного расши-
рения вещества, когда давление в области перехо-
да металл–плазма выше критического значения, не
превосходит 2 нс. За это время формируется фазо-
вая граница жидкий металл–плазма, а на катоде об-
разуется микронное углубление с зоной расплава.

Процесс вытеснения жидкого металла из фор-
мирующихся кратеров удобно разделить на две ста-
дии. На первой стадии движение жидкости является
осесимметричным; она образует по контуру крате-
ра расширяющийся вал. Полуаналитическая модель
этой стадии, основанная на предположении о посто-
янстве толщины слоя расплава, была предложена
в работе [14]. Численное моделирование тепломас-
сопереноса в двумерной осесимметричной постанов-
ке осуществлено в недавней работе [15]. На второй
стадии (стадия распада вала на струи и капли) дви-
жение жидкости теряет осевую симметрию, т. е. ста-
новится трехмерным. По предварительным оценкам
работы [16] за распад вала и, как следствие, рас-
плескивание жидкого металла, ответственна имею-
щая капиллярную природу неустойчивость Рэлея –
Плато (РП). Эта неустойчивость, согласно исследо-
ваниям [17], ответственна за формирование струй
при падении капель жидкости на плоскую твердую
поверхность. На аналогию между расплескивани-
ем жидкости в катодном пятне вакуумной дуги и
указанной классической гидродинамической зада-
чей указывалось в работах [18, 19].

Для развития неустойчивости РП требуется, что-
бы кромка формирующегося вокруг кратера вала
(она скругляется капиллярными силами) была близ-
кой к цилиндрической. Это подтверждается прямым
численным моделированием начальной (осесиммет-
ричной) стадии вытеснения расплава из кратера
[15], результаты которого подсказывают удобную
для создания аналитической модели форму кромки
вала в виде тора.

В классическом случае неустойчивость РП раз-
вивается в цилиндрической струе жидкости и при-
водит к ее разбиению на отдельные капли. Эта
неустойчивость обусловлена стремлением системы к
уменьшению площади свободной поверхности жид-
кости под действием капиллярных сил. При осесим-
метричной деформации поверхности жидкого ци-
линдра радиусом r его площадь уменьшается, если
для длины волны возмущения границы λ справед-
ливо [20] соотношение

λ > 2πr. (1)

Данное условие является критерием развития неус-
тойчивости РП.
Для идеальной жидкости с плотностью ρ и коэф-

фициентом поверхностного натяжения σ эволюция
границы жидкости описывается следующим диспер-
сионным соотношением [20]:

ω2 =
σ

ρr3
I1(kr)

I0(kr)

(
k3r3 − kr

)
,

где k = 2π/λ — волновое число, ω — частота, I0
и I1 — модифицированные функции Бесселя пер-
вого рода. Из него сразу видно, что неустойчи-
вость возможна только при kr < 1, т. е. при вы-
полнении условия (1). В этом случае частота ста-
новится мнимой, что соответствует апериодической
неустойчивости границы (амплитуда ее возмущения
экспоненциально возрастает). Инкремент неустой-
чивости Imω максимален для доминантной моды
kd ≈ 0.697r−1; он определяется соотношением

(Imω)max ≈ 0.34
(
ρr3/σ

)−1/2
.

Как следствие, неустойчивость будет развиваться за
время

1/(Imω)max = s1
(
ρr3/σ

)1/2
, s1 ≈ 2.91. (2)

Длина волны для доминантной моды задается фор-
мулой

λd = 2π/kd = s2r, s2 ≈ 9.02. (3)

В развиваемой в настоящей работе модели будем ис-
пользовать соотношения (2) и (3) при рассмотрении
динамики распада тороидальной кромки жидкоме-
таллического вала. В рамках модели будут сфор-
мулированы критерии формирования струй, в част-
ности, определены пороговые для этого процесса
значения давления плазмы и протекающего через
кратер электрического тока. Получаемые оценки
для количества струй, их скорости, времени обра-
зования хорошо согласуются с имеющимися экспе-
риментальными данными.
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2. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ МОДЕЛИ

Будем считать, что формирующийся кратер
представляет собой изначально заполненное рас-
плавленным металлом углубление в поверхности
катода радиусом R0 и глубиной h (см. рис. 1).
Положим для простоты, что кратер имеет форму
усеченной сферы (R0 — радиус сечения). Угол меж-
ду плоскостью катода и касательной к поверхности
кратера на его границе обозначим как α. Тогда
радиус сферы равен R0/ sinα, а глубина кратера
есть h = R0(1 − cosα)/ sinα. Объем заполняющей
кратер жидкости определяется выражением

V = πh2

(
R0

sinα
− h

3

)
.

Его удобно записать в виде

V = κ(α)R3
0, κ(α) = π

(1− cosα)2(2 + cosα)

3 sin3 α
. (4)

Будем считать, что при вытеснении жидкости из
кратера она движется под углом α к плоскости като-
да, т. е. по касательной к поверхности кратера. Ни-
же при получении оценок для параметров движе-
ния жидкости положим α = 30◦. Подобный выбор
обусловлен тем, что согласно [21, 22] основной по-
ток микрокапель из катодного пятна приходится на
углы, меньшие или равные 30◦.
Положим, что истекающая из кратера под углом

α жидкость образует тонкий конический слой жид-
кости (с углом раствора конуса 2α), начинающийся
от границы кратера и, как показано на рис. 1, за-
канчивающийся тороидальным утолщением. Появ-
ление подобного утолщения связано с влиянием ка-
пиллярных сил, которые, с одной стороны, вдавли-
вают кромку жидкости в сторону, обратную направ-
лению ее движения, и, с другой стороны, скругля-
ют ее (см., например, [17,23]). Появление подобного
образования наблюдалось и при прямом численном
моделировании процесса вытеснения жидкости из

L

R0

r

�

U
max

Рис. 1. Схематически изображена геометрия задачи

формирующегося кратера [15]. Основным прибли-
жением развиваемой модели будет предположение о
том, что толщина остающегося в кратере слоя жид-
кости и толщина конической части вала пренебре-
жимо малы, а вся масса жидкости сосредоточена на
кромке вала в тороидальном утолщении.
Геометрия тора определяется двумя масштаба-

ми: L — расстояние от оси симметрии до вершины
вала, r — радиус скругления тороидальной кром-
ки вала. Объем тора, исходя из сохранения мас-
сы жидкости, совпадает с объемом жидкости, из-
начально заполняющим кратер (в модели не учиты-
ваются процессы плавления и затвердевания). Он
равен V = 2π2Lr2, откуда для радиуса r находим

r =
√
κR3

0/2π
2L. (5)

Поверхность тора при достаточно большом значе-
нии L становится близкой к цилиндрической и,
соответственно, при исследовании неустойчивости
жидкого тора возникает возможность использовать
классические результаты для неустойчивости РП
жидкого цилиндра. Как следствие, можно будет
описать процессы, приводящие к нарушению осе-
вой симметрии задачи и ответственные за началь-
ные стадии формирования струй жидкого металла.
Обсудим теперь динамику жидкого металла. Бу-

дем считать, что в момент времени t = 0 поверх-
ность жидкости была плоской. Затем, под воздей-
ствием давления плазмы она к моменту времени
t = τ полностью вытесняется из кратера, достигая
при этом максимальной скорости Umax. Будем пола-
гать, что за пределами кратера движение жидкости
является инерционным и происходит с неизменной
скоростью Umax. В этой ситуации можно считать,
что геометрия вала при t > τ меняется согласно
простой формуле:

L = R0 + Umax(t− τ) cosα, (6)

учитывающей наклон потока жидкости к плоскости
катода. Тогда расстояние от вала до оси симметрии
будет расти линейно со временем, а радиус скругле-
ния тороидальной кромки вала будет уменьшаться
в результате растяжения вала при его радиальном
движении (5).
Понятно, что рассматриваемая модель будет пе-

реоценивать радиус скругления вала r, так что по-
лучаемые оценки времени его распада будут завы-
шены (согласно (2) время распада увеличивается с
ростом радиуса вала как r3/2). Однако, по наше-
му мнению, построенная на описанных принципах
модель, не претендуя на количественное согласие с

898



ЖЭТФ, том 149, вып. 4, 2016 Модель расплескивания жидкого металла. . .

данными экспериментов, будет отражать основные
закономерности процесса вытеснения и расплески-
вания жидкого металла в катодном пятне вакуум-
ной дуги.

3. СКОРОСТЬ ВЫТЕСНЕНИЯ ЖИДКОГО
МЕТАЛЛА

Определим скорость вытеснения жидкости из
формирующегося кратера. Пусть P — давление ка-
тодной плазмы. Будем для простоты считать, что
над кратером давление постоянно (P = P0), а на
периферии, т. е. за пределами кратера, равно нулю
(P = 0).
В работах [3,16,24] для оценки скорости исполь-

зовалось уравнение Бернулли. Согласно ему полу-
чим соотношение для скорости: Us ≈ (2P0/ρ)

1/2,
где ρ — плотность жидкости. Уравнение Бернул-
ли, однако, применимо только для стационарных
течений. Рассматриваемая ситуация является суще-
ственно нестационарной, и для нахождения скоро-
сти необходим иной подход.
Для получения динамической оценки скорости

Ud примем во внимание, что действующая на жид-
кость сила может быть найдена как произведение
давления на площадь кратера: πR2

0P0. Тогда им-
пульс, приобретаемый жидкостью за время t, оце-
нивается как πR2

0P0t. Разделив его на равную κR3
0ρ

массу всей жидкости, получим для скорости: Ud ≈
≈ πP0t/(κR0ρ), т. е. скорость линейно растет со вре-
менем. Важно, что эта формула применима лишь в
ситуации, когда жидкость находится в кратере. Ес-
ли жидкость уже вытеснена из кратера, то она по-
падает в область, где P = 0, и ее движение будет
инерционным. Это произойдет в момент времени

t = τ = R0

√
2κρ/πP0, (7)

определяемый из условия
∫ τ

0 Uddt = R0. К момен-
ту τ скорость достигает следующего максимального
значения:

Umax = Ud(τ) =
2R0

τ
=

√
2πP0

κρ
. (8)

Максимальная скорость линейно связана со ста-
тической оценкой: Umax =

√
π/κUs. Отметим, что

при α = 30◦ скорость Umax ≈ 2.7Us, т. е. различие
между этими оценками оказывается весьма суще-
ственным. Это связано с тем, что только динами-
ческая оценка учитывает массу вытесняемой жид-
кости: чем меньше угол α и, следовательно, масса,

тем больше будет скорость истечения жидкости из
кратера.
Давление, оказываемое на жидкость со стороны

плазмы и согласно (8) определяющее ее скорость,
можно оценить из следующих соображений. В рабо-
те [10] была обнаружена линейная связь между си-
лой отдачи, действующей на катод, и током разряда.
Действительно, силу можно оценить по передавае-
мому от плазмы за единицу времени импульсу как
Iuiγi/2. Здесь ui — скорость ионов, γi — удельная
ионная эрозия (уносимая на единицу заряда мас-
са), а равный 1/2 коэффициент возникает при выде-
лении нормальной к плоскости катода компоненты
импульса в предположении об изотропном разлете
плазмы в полупространство над катодом. Полагая,
что ток I протекает через рассматриваемый форми-
рующийся кратер, а сила, соответственно, приложе-
на к площадке радиусом R0, найдем искомое давле-
ние, разделив силу на равную πR2

0 площадь:

P0 =
Iuiγi
2πR2

0

. (9)

Эта формула связывает важный для рассмотрения
гидродинамических процессов параметр P0 с пара-
метрами плазмы.

4. ХАРАКТЕРНОЕ ВРЕМЯ
РАСПЛЕСКИВАНИЯ

Рассмотрим детально процесс вытеснения жид-
кости из кратера. Его, как указывалось в работе [16],
можно разбить на два этапа. На первом этапе во-
круг кратера формируется узкий жидкометалличес-
кий вал. На втором этапе вал распадается на струи
и капли. Оценим общее время, требуемое для рас-
плескивания жидкости.
Понятно, что геометрия вала существенно ме-

няется со временем. Согласно (6) расстояние до
оси симметрии L монотонно растет. В силу осевой
симметрии задачи длина замкнутого в кольцо вала
(2πL) будет увеличиваться, а следовательно, ради-
ус r — уменьшаться. Исключая из выражений (5) и
(6) величину L и разрешая получающееся выраже-
ние относительно t, приходим к следующей оценке
для времени формирования вала (t1) с радиусом за-
кругления кромки r (значение этого радиуса будет
определено ниже):

t1 = c0τ + c1τ(r/R0)
−2, (10)

где мы для удобства ввели обозначения

c0 = 1− 1

2 cosα
, c1 =

κ

4π2 cosα
.
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Далее будем считать, что с момента t = t1 на-
чинается следующая стадия процесса (стадия рас-
пада вала), на которой задача теряет осевую сим-
метрию. Поскольку при достаточно малом отноше-
нии r/L поверхность жидкости близка к цилиндри-
ческой, мы можем воспользоваться формулами (2)
и (3) для неустойчивости РП жидкого цилиндра.
Согласно (3) на момент t = t1 наиболее быстро
будет развиваться неустойчивость с длиной волны
λd = s2r. Понятно, что, поскольку цилиндр в нашем
случае замкнут в тор, длина волны не может быть
произвольной: на длине тора должно укладывать-
ся целое число длин волн. Однако если отношение
2πL/λd достаточно велико (ниже мы покажем, что
это условие выполняется), то можно не делать по-
правку на это обстоятельство и полагать, что длина
соответствующей волны близка к λd.
Если бы геометрия вала была фиксированной,

то время развития неустойчивости РП, т. е. время
распада вала на струи, определялось бы формулой
(2). Анализ, однако, затрудняется тем, что длина
волны доминантной моды неустойчивости λd меня-
ется с изменением радиуса вала, и, соответствен-
но, меняется пространственный спектр неустойчи-
вых гармоник (в разные моменты времени наиболь-
шие инкременты соответствуют волновым гармони-
кам с различными номерами). Этот вопрос подробно
рассматривался, например, в работе [16]. В настоя-
щей работе мы ограничимся оценками для времени
распада, относящимися к геометрии вала на момент
t = t1. Понятно, что получаемые тогда значения вре-
мени распада вала будут несколько завышенными,
что, однако, не способно повлиять на основные вы-
воды, следующие из развиваемой модели.
Итак, воспользуемся оценкой (2) для времени

развития неустойчивости Рэлея –Плато цилиндра с
фиксированным радиусом r (в разд. 8 мы дадим
также оценки для времени развития неустойчивос-
ти Рэлея –Тейлора). Для времени распада вала (t2)
получим

t2 = c2τ(r/R0)
3/2, c2 = s1We1/2/2,

где мы ввели число Вебера, характеризующее отно-
сительный вклад сил инерции и капиллярных сил:

We = ρU2
maxR0/σ.

Общее время расплескивания (T ) складывается
из времен двух рассмотренных выше стадий:

T = t1+t2 = τ

[
c0+c1

(
r

R0

)−2

+c2

(
r

R0

)3/2
]
. (11)

Видно, что зависимость T от радиуса скругления
вала r носит немонотонный характер. При r → 0

имеем T → ∞, что связано с формально бесконеч-
ным временем формирования вала (t1 → ∞), а при
r → ∞ получим T → ∞ вследствие формально бес-
конечного времени его распада (t2 → ∞). В проме-
жутке между этими особенностями зависимость T

от r имеет минимум, приходящийся на

r = r0 = R0

(
4c1
3c2

)2/7

=

=
R0

We1/7

(
2κ

3π2s1 cosα

)2/7

. (12)

Соответствующее минимальное значение времени T

равно

T = T0 = τ

[
c0 +

7

28/733/7
c
3/7
1 c

4/7
2

]
=

= τ

[
1− 1

2 cosα
+

+ 7

(
κ3s41

33218π6 cos3 α

)1/7

We2/7

]
. (13)

Именно это значение следует использовать в каче-
стве оценки для характерного времени расплескива-
ния жидкого металла. Поясним этот вывод, записав
выражение (11) в терминах длины волны доминант-
ной гармоники λd:

T = τ

[
c0 + c1

(
λd

s2R0

)−2

+ c2

(
λd

s2R0

)3/2
]
.

Использование формулы (13) соответствует тому,
что мы выбираем длину волны неустойчивости λd =

= λ0 ≡ s2r0, обеспечивающую наименьшее время
T = T0 формирования струй при вытеснении жид-
кого металла из формирующегося кратера.
Формулы, определяющие длительности двух вы-

деленных нами стадий расплескивания для наибо-
лее быстрой гармоники с λd = λ0, принимают вид

t1 = τ

[
1− 1

2 cosα
+

(
34κ3s41

218π6 cos3 α

)1/7

We2/7

]
, (14)

t2 = τ

(
κ3s41

3324π6 cos3 α

)1/7

We2/7. (15)

Расстояние, на которое перемещается жидкий ме-
талл за время T0, равно

L(T0) = 7

(
κ3s41 cos

4 α

33211π6

)1/7

We2/7R0. (16)
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Обратим внимание, что согласно формулам (13) и
(16) отношения характерных времен T0/τ и масшта-
бов L(T0)/R0 весьма слабо зависят от управляющего
параметра We. Действительно, в соответствующие
выражения (13) и (16) этот параметр входит как
We2/7. При увеличении числа Вебера, к примеру,
в два раза (это может быть связано с двукратным
ростом давления) величина We2/7 увеличится лишь
в 1.2 раза. Как следствие, частные T0/τ и L(T0)/R0

изменятся лишь незначительно.
В следующем разделе мы оценим пороговое зна-

чение числа Вебера, превышение которого необхо-
димо для расплескивания. При меньших значениях
We описанная качественная модель формирования
и распада жидкометаллического вала неприменима
и, следовательно, полученные оценки для времен T ,
t1 и t2 будут неверны.

5. УСЛОВИЕ РАСПЛЕСКИВАНИЯ
ЖИДКОГО МЕТАЛЛА

Полученные выше оценки основаны на предпо-
ложении, что скорость жидкости при ее инерци-
онном движении постоянна и равна Umax. Однако
необходимо принять во внимание, что инерционное
движение жидкости будет тормозиться капилляр-
ными силами, стремящимися вернуть поверхность
в исходное плоское состояние. Наличие этих сил
связано с тем, что в процессе развития вала пло-
щадь его поверхности быстро растет со временем и,
следовательно, увеличивается поверхностная энер-
гия. Условие, при котором капиллярные силы не
остановят рост вала, можно получить, сравнивая
кинетическую и потенциальную энергии системы.
При инерционном движении жидкости можно счи-
тать, что механическая энергия системы сохраня-
ется, т. е. прирост потенциальной (поверхностной)
энергии происходит за счет уменьшения кинетиче-
ской энергии:

ΔEpot = −ΔEkin.

В рамках рассматриваемой нами модели, для ко-
торой вся масса сосредоточена в верхней торои-
дальной части вала, исходная кинетическая энергия
жидкости оценивается как

Ekin = ρκR3
0U

2
max/2. (17)

Понятно, что изменение (уменьшение) кинетичес-
кой энергии жидкости к моменту t = T0 не может
по абсолютной величине превышать исходную кине-
тическую энергию, т. е. должно выполняться нера-

венство Ekin ≥ −ΔEkin. Знак равенства в этом вы-
ражении соответствует предельному случаю, когда
скорость жидкости к моменту T0 уменьшается до
нуля. Все это позволяет следующим образом сфор-
мулировать условие, при котором исходной кинети-
ческой энергии будет хватать на формирование вала
радиусом L(T0) вокруг кратера:

Ekin ≥ ΔEpot. (18)

Если это условие не выполняется, вал не сможет
расшириться до размера L(T0); его развитие будет
подавлено капиллярными силами раньше, чем успе-
ют сформироваться жидкометаллические струи.
Изменение потенциальной энергии задается вы-

ражением ΔEpot = ΔSσ, где ΔS — приращение пло-
щади поверхности жидкости в процессе ее вытесне-
ния. Определим величину ΔS в рамках рассматри-
ваемой в работе геометрии вала. Площадь поверх-
ности жидкости в начальный момент времени есть
S0 = πR2

0. После формирования вала, т. е. при t > τ ,
площадь складывается из трех составляющих: пло-
щади поверхности тонкого слоя жидкости на стен-
ках сферического углубления в катоде (S1), площа-
ди тонкого конического слоя жидкости (S2) и пло-
щади поверхности тора (S3). Для S1 имеем

S1 =
2πhR0

sinα
=

2πR2
0(1− cosα)

sin2 α
.

Для S2 справедливы соотношения

S2 =
2π(L2−R2

0)

cosα
−4πLr =

2π(L2−R2
0)

cosα
−2

√
2κR3

0L,

где мы учли то, что поверхность является двухсто-
ронней. Для S3 с учетом соотношения (5) получим

S3 = 4π2Lr = 2π
√
2κR3

0L.

Запишем изменение площадиΔS = S1+S2+S3−S0

при формировании вала как функцию безразмер-
ного отношения x = L/R0:

ΔS = R2
0f(x),

где

f(x) =
2π(1− cosα)

sin2 α
+
2π(x2−1)

cosα
+2(π−1)

√
2κx−π.

Вместо этого выражения удобно использовать при-
ближенное, основанное на учете лишь основного по-
рядка разложения функции f по степеням x:

f(x) ≈ 2πx2/ cosα.
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Для α = 30◦ при x > 2 оно дает аппроксимацию
для f с достаточно малой относительной погреш-
ностью (≤ 5%). Это позволяет для оценок исполь-
зовать простое выражение:

ΔS = 2πL2/ cosα.

Тогда для изменения потенциальной энергии жид-
кости имеем

ΔEpot ≈ 2πσL2/ cosα. (19)

Подставляя формулы (17) и (19) для кинетичес-
кой и потенциальной энергий в условие (18), нахо-
дим в терминах числа Вебера:

We ≥ 4π

κ cosα

(
L(T0)

R0

)2

.

Используя формулу (16) для расстояния L к момен-
ту T0, после несложных преобразований получим
окончательно:

We ≥ Wec, Wec =

(
714s81 cosα

3628π5κ

)1/3

. (20)

Это выражение имеет смысл условия расплескива-
ния. В случае превышения управляющим парамет-
ром We найденного порогового значения Wec при
вытеснении расплавленного металла из кратера бу-
дет происходить формированием струй и капель. В
противном случае (We < Wec) вытеснение жидкости
не будет сопровождаться ее расплескиванием — она
просто будет растекаться по поверхности катода.

6. ОЦЕНКИ ДЛЯ ОСНОВНЫХ
ПАРАМЕТРОВ ПРОЦЕССА

Выпишем основные соотношения для порога рас-
плескивания, т. е. для We = Wec. В случае угла α =

= 30◦ критическое значение числа Вебера получает-
ся следующим: Wec ≈ 497.
Давление (минимальное), при котором возможно

расплескивание, определяется формулой

Pc =
κσWec
2πR0

≈ 34.1
σ

R0
. (21)

Скорость жидкости (очевидно, что она мини-
мальна при We = Wec) определяется параметрами
жидкости σ и ρ, а также радиусом кратера R0:

Umax,c =

(
Wecσ

ρR0

)1/2

≈ 22.3

(
σ

ρR0

)1/2

. (22)

Для времени расплескивания находим

T0 = τ

[
1− 1

2 cosα
+

+ 7

(
κ3s41

33218π6 cos3 α

)1/7

We2/7c

]
≈ 2.64τ, (23)

где время вытесненияжидкости из кратера τ соглас-
но (7) определяется выражением

τ = 2

√
ρR3

0

σWec
≈ 0.09

√
ρR3

0

σ
. (24)

Таким образом, время расплескивания T0 более чем
в два с половиной раза больше времени вытесне-
ния жидкости τ . Примечательно, что формирова-
ние жидкометаллического вала вокруг кратера про-
исходит примерно за то же время, что и его распад.
Действительно, для времен этих двух процессов на-
ходим из (14) и (15):

t1 = τ

[
1− 1

2 cosα
+

(
34κ3s41

218π6 cos3 α

)1/7

We2/7c

]
≈

≈ 1.37τ, (25)

t2 = τ

(
κ3s41

3324π6 cos3 α

)1/7

We2/7c ≈ 1.27τ. (26)

Их отношение близко к единице: t2/t1 ≈ 0.92.
Несложно получить выражения для основных

геометрических характеристик задачи, L и r, в мо-
менты времени t = t1 и t = T0:

L(t1) =

(
34κ3s41
211π6

cos4 α

)1/7

We2/7c R0 ≈ 1.65R0, (27)

L(T0) = 7

(
κ3s41 cos

4 α

33211π6

)1/7

We2/7c R0 ≈ 3.84R0, (28)

r = r (t1) =
R0

We1/7c

(
2κ

3π2s1 cosα

)2/7

≈ 0.12R0, (29)

r(T0) =
33/1422/7R0

71/2We1/7c

(
κ

π2s1 cosα

)2/7

≈

≈ 0.075R0. (30)

Отсюда, в частности, видно, что жидкость выплес-
кивается из кратера на расстояние до четырех его
радиусов. Напомним, что для вывода приближенно-
го выражения (19) для потенциальной энергии сис-
темы использовалось условие L > 2R0, справедли-
вость которого видна из (28).
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В разд. 4 мы указывали на то, что отношения ха-
рактерных времен T0/τ и масштабов L(T0)/R0 сла-
бо зависят от управляющего параметра We. Как
следствие, полученные для порога расплескивания
(We = Wec) соотношения можно использовать и вы-
ше порога. Так, при Wec ≤ We ≤ 2Wec (это соот-
ветствует, например, увеличению давления P0 в два
раза при фиксированном радиусе кратера) получим

2.64 ≤ T0/τ ≤ 3.13,

3.84 ≤ L(T0)/R0 ≤ 4.68,

т. е. частные меняются незначительно. Для грубых
оценок можно считать T0 ≈ 3τ и L(T0) ≈ 4R0.
Определим в рамках предлагаемой модели чис-

ло струй, формирующихся в результате развития
неустойчивости РП. Простейшую оценку дает отно-
шение длины вала в момент t = t1 и масштаба λ0, со-
ответствующего наибольшему инкременту неустой-
чивости:

N =
2πL(t1)

λ0
=

2πL(t1)

s2r(t1)
≈ 10.

Итак, в рамках развиваемой модели наиболее быст-
ро растет амплитуда неустойчивой гармоники с N =

= 10. В разд. 4 мы указывали, что пространствен-
ный спектр возмущений поверхности вала — дис-
кретный, но этим обстоятельством можно прене-
бречь при N 
 1. Как видно, это условие выпол-
няется.
Оценим теперь основные параметры процесса

применительно к медному катоду. Для жидкой меди
с температурой, незначительно превышающей тем-
пературу плавления, можно взять ρ ≈ 8.0 ·103 кг/м3

и σ ≈ 1.37 Н/м [25]. Для размера кратера примем
R0 = 2 мкм (согласно исследованиям [5,6] это значе-
ние близко к минимальному наблюдаемому размеру
кратеров). Тогда приWe = Wec получим для давле-
ния и скорости:

P0 ≈ 2.33 · 107 Па, Umax ≈ 206 м/с.

Найденное значение Umax согласуется с результата-
ми экспериментальных исследований [26], в кото-
рых определялись скорости разлета микрокапель.
Сопоставим оценку для давления P0 с результата-
ми недавнего исследования [12]. В работе [12] по-
лагалось, что в зоне эмиссии электронов (ее радиус
оценивался как re ≈ 0.6 мкм) давление соответству-
ет критической точке, т. е. точке фазовой диаграм-
мы, в которой сходятся жидкая и газоплазменная
области, для меди это составляет P ∗ ≈ 7.5 · 108 Па.

Сила, действующая на жидкость в нашем случае,
оценивается как πP0R

2
0 ≈ 2.9 · 10−4 Н, а для слу-

чая [12] — как πP ∗r2e ≈ 8.5 · 10−4 Н. Таким образом,
силы оказываются близкими. Различия обусловле-
ны, в первую очередь, рассмотрением различных ре-
жимов — мы искали пороговые для расплескивания
жидкости условия, а авторы работы [12] считали,
что величина электрического тока превышает поро-
говую для горения дуги в два раза. Заметное раз-
личие между значениями давлений связано лишь с
тем, что приложенная к поверхности катода сила в
вычислениях относилась к различным площадкам —
радиус зоны эмиссии более чем в три раза меньше
радиуса зоны расплава.
Зависимости давления плазмы P0 и скорости

жидкости Umax от радиуса кратера R0 для медного
катода приведены на рис. 2 и 3 соответственно (они
определяются формулами (21) и (22)). Нижние кри-
вые на рисунках соответствуют порогу расплескива-
ния (We = Wec), для которого давление и скорость
минимальны. Для сравнения показаны аналогичные
зависимости дляWe = 2Wec, т. е. для закритических
условий (верхние кривые на рисунках).
Для характерных времен процесса, а именно,

времени вытеснения жидкости из кратера τ , време-
ни образования вала t1 (включающего в себя время
τ), времени распада вала на струи, а также общего
времени процесса T0 находим

τ ≈ 19.4 нс, t1 = 26.6 нс, t2 = 24.6 нс,

T0 ≈ 51.2 нс.

Отметим, что время T0 оказывается близким ко вре-
мени дугового цикла, оцениваемого в экспериментах
[6] как 25–50 нс. Возможность подобного сопостав-
ления связана с относительно малой длительностью
начальной стадии дугового цикла, на которой проис-
ходит формирование зоны расплава (∼ 2 нс по оцен-
кам [13]) и которая предваряет рассматриваемую в
настоящей работе стадию расплескивания жидкого
металла.
Зависимости времени T0 от радиуса кратера R0

для We = Wec и, для сравнения, для We = 2Wec
приведены на рис. 4. Как видно из рисунка и выра-
жений (23)–(26), времена довольно сильно зависят
от радиуса кратера (приWe = Wec время τ ∼ R

3/2
0 ).

Так, если взять R0 = 1.5 мкм, мы получим T0 ≈
≈ 33.3 нс, что практически совпадает с используе-
мым в работах [2–4,24] значением времени дугового
цикла. Зависимость времен от управляющего пара-
метра We, напротив, является слабой.
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Рис. 2. Давление катодной плазмы (P0) в зависимости от
радиуса кратера (R0) для пороговых условий расплески-
вания жидкого металла (We = Wec), а также для закри-
тических условий (We = 2Wec). Рассматривался медный
катод; угол наклона границы кратера (α) полагался в мо-

дели равным 30◦
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Рис. 3. Скорость жидкого металла (Umax) в зависимости
от радиуса кратера (R0) для We = Wec (пороговые для
расплескивания условия) и для We = 2Wec (закритиче-
ские условия). Рассматривался медный катод; полагалось,

что α = 30◦

Для характерных пространственных масштабов
задачи (27)–(30) получим следующие значения: раз-
мер формирующегося вала L(t1) ≈ 3.29 мкм; рассто-
яние, на которое выплескиваются формирующиеся
струи, L(T0) ≈ 7.68 мкм; радиус скругления за вре-
мя распада вала меняется от r(t1) ≈ 0.23 мкм до
r(T0) ≈ 0.15 мкм.
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Рис. 4. Зависимости времени формирования струй (T0) от
радиуса кратера (R0) для We = Wec (пороговые для рас-
плескивания условия) и для We = 2Wec (закритические
условия). В модели рассматривался медный катод; пола-

галось, что α = 30◦

7. АНАЛОГИЯ С ЗАДАЧЕЙ О
СТОЛКНОВЕНИИ КАПЕЛЬ С ТВЕРДОЙ

ПРЕГРАДОЙ

В работе [15] указывалось, что поведение жид-
кого металла при его вытеснении из формирующих-
ся на катоде при горении вакуумной дуги крате-
ров во многом аналогично поведению жидкости при
падении капель на твердую плоскую поверхность.
Действительно, на фотоснимках поверхности като-
да [2–4, 6, 11] видны структуры, напоминающие на-
блюдаемую при столкновении капель с преградой
картину — так называемую «корону» [23,27]. В обо-
их случаях основными параметрами, характеризую-
щими поведение системы, являются размер области,
изначально занимаемый жидкостью, и ее характер-
ная скорость. Однако если для гидродинамических
процессов в катодном пятне характерными време-
нами являются единицы и десятки наносекунд, а
масштабом — единицы микрон, что делает затруд-
нительным их наблюдение in situ, то для задачи о
столкновении капель с преградой это, как правило,
миллисекунды и, соответственно, миллиметры. Как
следствие, для последнего случая имеются обшир-
ные экспериментальные данные о поведении жид-
кости и, в частности, об условиях ее расплескива-
ния.
Перепишем полученный выше критерий расплес-

кивания (20) в терминах задачи о падении сфери-

904



ЖЭТФ, том 149, вып. 4, 2016 Модель расплескивания жидкого металла. . .

ческой капли жидкости на плоскую твердую по-
верхность. Основными параметрами капли являют-
ся скорость ее падения U и диаметр D. Аналогом
величины U в нашем случае является скорость инер-
ционного движения жидкого металла Umax. В каче-
стве аналога диаметра капли естественно взять эф-
фективный диаметр

Deff = (6κ/π)1/3R0,

выбираемый из соображения, что объем шара с этим
диаметром совпадает с объемом заполняющей кра-
тер жидкости. Тогда по аналогии с работами, в кото-
рых исследуется падение капель, можно ввести эф-
фективное число Вебера:

Weeff = ρU2
maxDeff/σ = (6κ/π)1/3We.

Условие расплескивания (20) примет тогда следую-
щий вид:

Weeff ≥ Weeff, c, Weeff, c = (6κ/π)1/3Wec.

Для α = 30◦ эффективный диаметр Deff ≈ 0.94R0,
а для порогового значения эффективного числа Ве-
бера имеем

Weeff, c ≈ 466.

Отметим, что при изменении угла α в диапазоне
0◦ ≤ α ≤ 30◦ пороговое значение эффективного чис-
ла Вебера меняется лишь незначительно, оставаясь
в интервале 466 < Weeff, c < 489.
Аналогичным образом можно ввести и эффек-

тивное число Рейнольдса, характеризующее отно-
шение между силами инерции и вязкости:

Reeff = UmaxDeff/ν,

где ν — кинематическая вязкость. Для расплавлен-
ной меди можно взять ν ≈ 4.16 · 10−7 м2/с. При
We = Wec имеем

Reeff = Reeff, c =

(
Weeff, cDeffσ

ρν2

)1/2

.

Для R0 = 2.0 мкм получим Reeff, c ≈ 929. Введем
также число Онезорге, особенность которого состо-
ит в том, что оно не зависит от скорости жидкости:

Oheff =
We

1/2
eff

Reeff
=

(
ρν2

σDeff

)1/2

.

При выбранной нами геометрии кратера получим
Oheff ≈ 0.023.
Проведенные в известной экспериментальной ра-

боте [27] исследования поведения жидкости при па-
дении капель на смоченную твердую поверхность

показали, что критерий всплеска может быть запи-
сан в виде

We4/5 Re2/5 ≥ 2100 (31)

(здесь он приведен в формальном пределе, когда
толщина пленки жидкости, покрывающей плоскую
поверхность, стремится к нулю). При построении
критерия (31) использовались данные эксперимен-
тов, относящиеся к следующему диапазону чисел
We и Oh:

200 < We < 1600, 0.0022 < Oh < 0.141.

Видно, что найденные нами значения этих пара-
метров заведомо попадают в эти интервалы. Тог-
да, согласно принципам гидродинамического подо-
бия (в геометрически подобных системах процессы
будут протекать одинаково при совпадающих значе-
ниях чисел Вебера, Рейнольдса и Онезорге), крите-
рий (31) может быть применен для анализа условий
расплескивания расплавленного металла из кратера
при горении вакуумной дуги.
В нашем случае получим

We
4/5
eff, cRe

2/5
eff, c ≈ 2098,

т. е. параметры течения жидкого металла соответ-
ствуют границе между режимами растекания и рас-
плескивания, определяемой формулой (31). Следу-
ет отметить, что совпадение оценок с настолько
высокой точностью является, конечно, случайным.
Развиваемая модель не претендует на количествен-
ное описание процесса расплескивания. Кроме того,
имеются очевидные различия между сравниваемы-
ми задачами, не позволяющие проводить сопостав-
ление на количественном уровне.
Далее, в работе [28] для задачи о падении капель

на поверхность, покрытую тонкой пленкой жидкос-
ти, критерий расплескивания был сформулирован
как We1/2 ≥ 20, что также хорошо согласуется с
нашим результатом. Следует, однако, отметить, что
максимальное значение числа Онезорге для прово-
димых авторами экспериментов составляло прибли-
зительно 0.017, т. е. было несколько меньшим, чем в
нашем случае.
Наконец, по данным работы [29] при близких к

нашему (Oheff ≈ 0.023) значениях числа Онезорге
(0.0175 ≤ Oh ≤ 0.0384) порог расплескивания при-
ходился на интервал 400 < We < 500, что также
согласуется с оценками настоящей работы.
Таким образом, проведенное сопоставление меж-

ду нашими оценками для условий расплескивания
жидкого металла в катодном пятне вакуумной ду-
ги и данными об условиях перехода между режи-
мами растекания и расплескивания жидкости при
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падении капель на плоскую поверхность продемон-
стрировало хорошее согласие, что дает нам допол-
нительные основания доверять развиваемой модели
и следующим из нее выводам.

8. НЕУСТОЙЧИВОСТЬ РЭЛЕЯ – ТЕЙЛОРА

Помимо неустойчивости РП кромка вала может
быть подвержена неустойчивости Рэлея –Тейлора
(РТ), развивающейся, если свободная поверхность
двигается с отрицательным ускорением (т. е. тормо-
зится). Подобная ситуация реализуется на стадии
инерционного движения жидкости, когда замедля-
ющим фактором может быть влияние капиллярных
сил (этот вопрос обсуждался в разд. 5).
Дисперсионное соотношение, описывающее раз-

витие неустойчивости РТ с учетом капиллярных сил
имеет вид [20, 30]

ω2 = −ak + σk3/ρ, (32)

где a — абсолютное значение ускорения поверхности
(закон дисперсии здесь приведен для случая «глу-
бокой воды»).
Для выявления роли неустойчивости РТ необ-

ходимо оценить ускорение кромки вала a. В разви-
ваемой модели потенциальная энергия системы на-
ходится по формуле (19). Поскольку вся масса со-
средоточена в тороидальной кромке вала, следует
вывод, что на жидкость действует сила в направле-
нии, противоположном ее движению (под углом α к
плоскости катода). Она определяема формулой

F =
dEpot

d(L/ cosα)
= 4πσL.

Ускорение находится по второму закону Ньютона
как частное силы и массы жидкости, к которой она
приложена:

a =
F

ρV
=

4πσL

ρκR3
0

. (33)

Оценим время развития неустойчивости РТ для
геометрии вала, относящейся к моменту t = t1, как
это мы делали раньше для неустойчивости РП. Под-
ставляя в (32) k = 2π/λ0, получим для порога рас-
плескивания (We = Wec):

ω2 = −8π2σ

ρλ0

(
L(t1)

κR3
0

− π

λ2
0

)
= − 4σ

ρs32r
3
0

(
s22−2π3

)
.

Отсюда находим время развития неустойчивости
РТ (t3):

t3 = 1/ Imω = s3
(
ρr30/σ

)1/2
,

s3 =
√
s32/4(s

2
2 − 2π3) ≈ 3.08.

Напомним, что время неустойчивости РП определя-
ется сходным выражением:

t2 = s1

(
ρr30
σ

)1/2

, s1 ≈ 2.91.

Видно, что время развития неустойчивости РТ
лишь незначительно превышает время развития
неустойчивости РП — они различаются в s3/s1 ≈
≈ 1.06 раз. Причина этого связана со сходной при-
родой обеих неустойчивостей. Неустойчивость РП
непосредственно определяется капиллярными сила-
ми. Неустойчивость РТ обусловливается торможе-
нием жидкости, происходящим из-за тех же капил-
лярных сил (ускорение, как видно из (33), пропорци-
онально коэффициенту поверхностного натяжения).
В любом случае близость оценок свидетельствует о
том, что учет неустойчивости РТ не изменит ради-
кально выводы предлагаемой модели.
Причина, по которой при построении модели мы

ограничились учетом неустойчивости РП, связана с
результатами исследований процесса формирования
«короны» при падении капли на тонкий слой жидко-
сти [17]. Исследования проводились для We = 760,
Re = 1060 и Oh = 0.026, что согласно критерию
(31) соответствует развитому режиму расплескива-
ния (We4/5Re2/5 ≈ 3272). На основании анализа
пространственного спектра возмущений радиально
расширяющегося жидкого вала в указанной рабо-
те было установлено, что формирование струй и
вторичных капель обусловлено именно неустойчи-
востью РП, хотя инкременты неустойчивостей РТ и
РП сравнимы по величине.
Отметим, что поверхность жидкого металла в

присутствии внешнего электрического поля также
подвержена электрогидродинамической неустойчи-
вости (см., например, [31–33]). Однако, по нашим
оценкам, время ее развития значительно превышает
время дугового цикла.

9. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

В настоящей работе рассматривались гидродина-
мические процессы в катодном пятне вакуумной ду-
ги. Была предложена аналитическая модель вытес-
нения расплавленного металла из формирующегося
на катоде кратера давлением взрывной плазмы. На
начальной стадии происходит формирование окру-
жающего кратер осесимметричного жидкометалли-
ческого вала. На завершающей стадии осевая сим-
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метрия задачи нарушается: развивается неустойчи-
вость Рэлея –Плато верхней (по форме близкой к
тороидальной) части вала, приводящая к формиро-
ванию системы жидкометаллических струй. В рам-
ках модели удалось сформулировать критерий рас-
плескивания жидкости (в зависимости от давления
катодной плазмы могут реализовываться два основ-
ных режима движения жидкости: растекания и рас-
плескивания), а также определить основные про-
странственные и временные характеристики процес-
са.
Рассмотрим, при каких значениях электрическо-

го тока, протекающего через отдельный кратер, бу-
дут реализовываться условия для формирования
струй и как этот ток соотносится с пороговым то-
ком вакуумной дуги. Согласно [1] вакуумный дуго-
вой разряд может гореть только при токах, превы-
шающих некоторое пороговое значение I0, составля-
ющее для медного катода приблизительно 1.6 А. В
соответствии с представлениями [1–4,24], для устой-
чивого самоподдержания разряда ток, приходящий-
ся на одну ячейку катодного пятна, должен быть
примерно равен удвоенному пороговому току: I ≈
≈ 2I0 ≈ 3.2 А. Сопоставим эти значения с харак-
терными токами, которые возникают в рассматри-
вающей лишь гидродинамические процессы разви-
ваемой модели.
Оценим минимальное значение электрического

тока, при котором будет происходить формирова-
ние микроструй и микрокапель, т. е. расплескивание
жидкости. Из формулы (9) находим для тока:

I =
2πR2

0P0

uiγi
=

κσWeR0

uiγi
.

Как и раньше, полагая угол α равным 30◦ и счи-
тая, что реализуются пороговые для расплескива-
ния условия (т. е. We = Wec), находим следующее
выражение для минимального тока:

Imin =
κσWecR0

uiγi
≈ 214

σR0

uiγi
.

В соответствии с экспериментальными данными по
вакуумной дуге на медном катоде [24, 34, 35] для
средней скорости ионов можно взять ui ≈ 1.28 ×
× 104 м/с, а для ионной эрозии — γi ≈ 3.9 ×
× 10−8 кг/Кл. Тогда при R0 = 2.0 мкм

Imin ≈ 1.18 А.

Понятно, что при закритических условиях ток будет
большим. Так, при We = 2Wec имеем I = 2Imin ≈
≈ 2.35 А (для произвольных R0 — см. рис. 5).

We = 2We
c

We = We
c
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Рис. 5. Протекающий через кратер электрический ток (I) в
зависимости от радиуса кратера (R0) для пороговых усло-
вий расплескивания жидкого металла (We = Wec), а так-
же для закритических условий (We = 2Wec). В модели
рассматривался медный катод; полагалось, что α = 30◦

Таким образом, получаемые из чисто гидро-
динамических соображений оценки для токов,
обеспечивающих расплескивание жидкого металла
при его вытеснении из формирующихся кратеров,
оказываются близкими (с поправкой на качествен-
ный характер модели) к пороговому току дугового
разряда. Это свидетельствует о важной, а воз-
можно, определяющей роли гидродинамических
процессов для самоподдержания вакуумного дуго-
вого разряда.

Работа выполнена в рамках темы гос. зада-
ния 0389-2014-0006 при поддержке РФФИ (проек-
ты №№14-08-00235, 14-02-00575, 16-08-00228) и Пре-
зидиума РАН (программа №11 «Электрофизика и
электроника мощных импульсных систем»).
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