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Рассматриваются вращающиеся магнитогидродинамические течения тонкого слоя астрофизической и
космической плазмы со свободной границей в вертикальном внешнем магнитном поле. Используется
приближение мелкой воды. Наличие вертикального внешнего магнитного поля существенно изменяет
динамику волновых процессов в астрофизической плазме в отличие от нейтральной жидкости и слоя
плазмы во внешнем тороидальном магнитном поле. В рассматриваемом случае имеют место трехволно-
вые нелинейные взаимодействия. Асимптотическим методом многомасштабных разложений выведены
нелинейные уравнения взаимодействия волновых пакетов: трех волн магнито-Пуанкаре, трех магнито-
строфических волн, двух волн магнито-Пуанкаре и одной магнитострофической волны, а также двух
магнитострофических и одной магнито-Пуанкаре волн. Предсказано существование распадных неустой-
чивостей и явлений параметрического усиления. Показано, что волна магнито-Пуанкаре распадается
на две волны магнито-Пуанкаре, магнитострофическая волна распадается на две магнитострофические
волны, волна магнито-Пуанкаре распадается на одну волну магнито-Пуанкаре и одну магнитострофи-
ческую, магнитострофическая волна распадается на одну магнитострофическую и одну волну магни-
то-Пуанкаре. Имеются следующие механизмы параметрического усиления: параметрическое усиление
волн магнито-Пуанкаре, параметрическое усиление магнитострофических волн, а также усиление волны
магнито-Пуанкаре в поле магнитострофической и усиление магнитострофической волны в поле волны
магнито-Пуанкаре. Найдены инкременты неустойчивостей и коэффициенты параметрического усиления
для соответствующих процессов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Поведение различных звезд и планет описывает-
ся магнитной гидродинамикой (МГД) тонких слоев
плазмы со свободной границей в поле силы тяже-
сти: например, течения солнечного тахоклина (тон-
кого слоя внутри Солнца, находящегося над конвек-
тивной зоной) [1], динамика атмосфер нейтронных
звезд [2], течения аккрецирующей материи в ней-
тронных звездах [3], захваченные приливами экзо-
планеты с магнитоактивными атмосферами [4, 5].
Для описания таких течений астрофизической плаз-
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мы используется МГД-приближение мелкой воды [6]
и квазигеострофическое приближение в МГД [6–8].

Настоящая работа посвящена изучению слабоне-
линейных волновых взаимодействий в МГД-прибли-
жении мелкой воды. Уравнения вращающейся МГД
в приближении мелкой воды являются альтерна-
тивой МГД-уравнениям тяжелой жидкости со сво-
бодной границей в случае, когда исследуется слой
малой толщины по отношению к характерному го-
ризонтальному линейному размеру задачи и верти-
кальными ускорениями можно пренебречь. Рассмат-
ривается слой несжимаемой невязкой жидкости со
свободной поверхностью, находящийся в поле сил
тяжести в неинерциальной системе отсчета, враща-
ющейся вместе с плазмой. МГД-уравнения мелкой
воды получаются из классических МГД-уравнений
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для несжимаемой плазмы усреднением по глубине
в предположении гидростатичности распределения
давлений и малости толщины слоя по отношению к
характерному горизонтальному линейному размеру
задачи [6, 9–15]. Полученная система играет такую
же важную роль в космической и астрофизической
плазме, как и классические уравнения мелкой воды
в гидродинамике нейтральной жидкости.

В линейном приближении система МГД-урав-
нений мелкой воды имеет решения, описывающие
магнитогравитационные (назовем их волнами маг-
нито-Пуанкаре) волны и магнитострофические вол-
ны. В случае гидродинамики нейтральной жидкости
в приближении мелкой воды присутствуют только
гравитационные волны Пуанкаре. Закон дисперсии
волн Пуанкаре и нелинейность в уравнениях мелкой
воды нейтральной жидкости в случае слабонелиней-
ных волн конечной амплитуды исключают взаимо-
действие волн Пуанкаре [16], поскольку в этом слу-
чае не выполняются условия синхронизма для та-
ких волн. В случае течений солнечного тахоклина
присутствует внешнее тороидальное магнитное по-
ле. Наличие внешнего тороидального поля приводит
к возникновению двух типов волн: быстрых магни-
тогравитационных волн, аналогичных волнам Пуан-
каре в нейтральной жидкости, и медленных альфве-
новских. В системе с тороидальным магнитным по-
лем закон дисперсии не обеспечивает условий син-
хронизма для случая слабонелинейных взаимодей-
ствий [1, 6, 9].

В настоящей работе мы изучаем МГД-уравнения
мелкой воды во внешнем вертикальном магнитном
поле. Такая конфигурация магнитного поля харак-
терна для нейтронных звезд [2, 17] и экзопланет. В
этом случае в МГД-приближении мелкой воды появ-
ляются дополнительные слагаемые, описывающие
в линейном приближении два типа быстрых волн:
магнито-Пуанкаре и магнитострофические волны
[2]. Настоящая работа является обобщением линей-
ной теории МГД-течений мелкой воды, развитой в
работе [2], на случай волн конечной амплитуды в
приближении слабой нелинейности. В нашей рабо-
те показано, что закон дисперсии линейных волн во
внешнем вертикальном магнитном поле обеспечива-
ет условия синхронизма, необходимые для нелиней-
ных взаимодействий. В отсутствие внешнего верти-
кального магнитного поля исчезают магнитостро-
фические волны и остаются только гравитационные
волны в гидродинамике нейтральной жидкости в по-
ле силы тяжести со свободной границей.

Мы исследуем взаимное влияние волновых паке-
тов во вращающейся МГД мелкой воды. Анализ ви-

да дисперсионных соотношений для обеих мод по-
казал, что возможны несколько видов трехволно-
вых взаимодействий: трех волн магнито-Пуанкаре
и трех магнитострофических волн. Присутствуют
также межмодовые взаимодействия: двух волн маг-
нито-Пуанкаре и магнитострофической волны, двух
магнитострофических волн и одной волны магни-
то-Пуанкаре.

Для описания нелинейного взаимодействия волн
использован асимптотический метод многомасштаб-
ных разложений [18]. Для всех четырех случаев
выведены нелинейные уравнения взаимодействия
волн. Анализ полученных нелинейных уравнений,
описывающих трехволновые взаимодействия, пока-
зал существование двух типов неустойчивостей: рас-
падные неустойчивости и параметрическое усиле-
ние волн [19, 20]. Найдено, что существуют сле-
дующие четыре типа распадных неустойчивостей:
волна магнито-Пуанкаре распадается на две волны
магнито-Пуанкаре; магнитострофическая волна —
на две магнитострофические волны; волна магнито-
Пуанкаре — на одну волну магнито-Пуанкаре и одну
магнитострофическую; магнитострофическая вол-
на — на одну магнитострофическую и одну волну
магнито-Пуанкаре. Получены инкременты найден-
ных распадных неустойчивостей. Исследованы че-
тыре механизма параметрического усиления следу-
ющих волн: волн магнито-Пуанкаре, магнитостро-
фических волн, а также волны магнито-Пуанкаре
в поле магнитострофической волны и магнитостро-
фической волны в поле волны магнито-Пуанкаре.
Для всех видов неустойчивостей найдены коэффи-
циенты параметрического усиления.

В разд. 2 приведена система МГД-уравнений
мелкой воды в поле силы тяжести на ровной границе
при наличии вращения, воспроизведены линейные
решения этой системы в виде, удобном для даль-
нейшего анализа нелинейных эффектов. Проанали-
зированы дисперсионные кривые и сделаны выво-
ды о наличии синхронизмов, обеспечивающих воз-
можность трехволновых взаимодействий в конечно-
амплитудном приближении слабой нелинейности.

В разд. 3 описана процедура асимптотическо-
го метода многомасштабных разложений. Получены
уравнения медленно меняющихся амплитуд трех-
волновых взаимодействий волновых пакетов МГД
для мелкой воды во внешнем вертикальном магнит-
ном поле.

В разд. 4 полученные уравнения трехволно-
вых взаимодействий используются для анализа фи-
зических эффектов слабонелинейного взаимодей-
ствия волн магнито-Пуанкаре и магнитострофичес-
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ких. Проанализированы распадные неустойчивости
и явления параметрического усиления. В разд. 5
сформулированы результаты работы.

В Приложении из исходных МГД-уравнений для
слоя плазмы со свободной границей в поле силы тя-
жести полученыМГД-уравнения вращающейся мел-
кой воды над неровной границей во внешнем верти-
кальном магнитном поле

2. ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ. ЛИНЕЙНЫЕ
ВОЛНЫ

В данном разделе приведена система МГД-урав-
нений мелкой воды на ровной границе, описываю-
щая течения слоя плазмы со свободной границей в
поле силы тяжести при наличии вращения [6], выпи-
саны линейные решения [1] этой системы. Получен-
ные решения используются для качественного ана-
лиза дисперсионных кривых линейных волн и опре-
деления условий синхронизма, обеспечивающих воз-
можность межволнового взаимодействия.

Запишем систему МГД-уравнений мелкой воды
на ровной границе:

∂h

∂t
+
∂h vx
∂x

+
∂h vy
∂y

= 0, (2.1)

∂(hvx)

∂t
+
∂(h(v2x −B2

x))

∂x
+ gh

∂h

∂x
+

+
∂(h(vxvy −BxBy))

∂y
+B0Bx = 2ωhvy, (2.2)

∂(hvy)

∂t
+
∂(h(vxvy −BxBy))

∂x
+
∂(h(v2y −B2

y))

∂y
+

+ gh
∂h

∂y
+B0By = −2ωhvx, (2.3)

∂(hBx)

∂t
+
∂(h(Bxvy −Byvx))

∂y
+B0vx = 0, (2.4)

∂(hBy)

∂t
+
∂(h(Byvx −Bxvy))

∂x
+B0vy = 0. (2.5)

Здесь h — высота свободной поверхности, vx, vy —
горизонтальные скорости в приближении мелкой во-
ды в плоскости xy, Bx и By — горизонтальные ком-
поненты магнитного поля в приближении мелкой
воды в направлениях соответственно x и y, B0 —
внешнее магнитное поле, направленное перпендику-
лярно плоскости xy, ω — угловая скорость вращения
магнитной жидкости. Уравнение (2.1) — уравнение

z

y

x0

g

h x y t( , , )

f x y ts( , , )

Рис. 1. Тонкий слой плазмы

непрерывности, уравнения (2.2) и (2.3) — закон со-
хранения импульса, (2.4) и (2.5) — уравнения пере-
носа магнитного поля (рис. 1).

Система МГД-уравнений в приближении мелкой
воды над ровной границей получается из полной
системы МГД-уравнений, записанной для слоя жид-
кости со свободной поверхностью в поле силы тя-
жести в системе координат, где ось z направлена
вдоль вектора силы тяжести и противоположна ему
по направлению. В предположении малости толщи-
ны слоя и гидростатичности распределения полного
давления (суммы гидродинамического и магнитно-
го) проводится усреднение системы по глубине слоя
жидкости. При усреднении пренебрегается квадра-
тами отклонения скоростей и магнитного поля от
усредненных по глубине величин [10–12,15].

Рассмотрим стационарное решение системы
(2.1)–(2.5) в виде слоя постоянной высоты h0 во
внешнем вертикальном постоянном поле B0 с
нулевыми значениями горизонтальных скоростей
и горизонтальных компонент магнитных полей.
Линеаризуя [1] уравнения (2.1)–(2.5) на фоне
такого стационарного состояния, получим систе-
му уравнений, описывающую бесконечно малые
возмущения:

∂h1
∂T0

+ h0
∂vx1
∂X0

+ h0
∂vy1
∂Y0

= 0, (2.6)

h0
∂vx1
∂T0

+ gh0
∂h1
∂X0

+B0Bx1 − 2ωh0vy1 = 0, (2.7)

h0
∂vy1
∂T0

+ gh0
∂h1
∂Y0

+B0By1 + 2ωh0vx1 = 0, (2.8)

h0
∂Bx1

∂T0
+B0vx1 = 0, (2.9)

h0
∂By1

∂T0
+B0vy1 = 0. (2.10)
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Ищем решение однородной системы в виде линей-
ных волн:

vx1 = v́x1 exp[i(kxX0 + kyY0 − ωT0)], (2.11)

vy1 = v́y1 exp[i(kxX0 + kyY0 − ωT0)], (2.12)

h1 = h́1 exp[i(kxX0 + kyY0 − ωT0)], (2.13)

Bx1 = B́x1 exp[i(kxX0 + kyY0 − ωT0)], (2.14)

By1 = B́y1 exp[i(kxX0 + kyY0 − ωT0)]. (2.15)

Здесь kx и ky — компоненты волнового вектора,
а для координат и времени введены обозначения
X0, Y0 и T0, чтобы в дальнейшем отличать их от
«медленных» переменных X1, Y1 и T1. Тогда из
(2.6)–(2.10) получим характеристическую систему
алгебраических уравнений

A

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

v́x1

v́y1

h́1

B́x1

B́y1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

≡

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

kxh kyh −ω 0 0

−iω −f igkx B0/h 0

f −iω igky 0 B0/h

B0/h 0 0 iω 0

0 B0/h 0 0 iω

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

×

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

v́x1

v́y1

h́1

B́x1

B́y1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.16)

Уравнения (2.16) имеют нетривиальные решения
при условии detA = 0. Отсюда получим дисперси-
онное уравнение для линейных волн исходной си-
стемы МГД-уравнений вращающейся мелкой воды
во внешнем вертикальном магнитном поле B0,

ω5 − ω3

[
ghk2 + f2 + 2

(
B0

h

)2
]
+

+

(
B0

h

)2
[
ghk2 +

(
B0

h

)2
]
ω = 0, (2.17)

решение которого имеет вид

ω2 =
ghk2

2
+
f2

2
+

(
B0

h

)2

±

± 1

2

√√√√ghk2(ghk2+2f2)+f2

[
f2+4

(
B0

h

)2
]
, (2.18)

ω = 0. (2.19)

Заметим, что полученные решения линейной зада-
чи в отсутствие внешнего вертикального магнитно-
го поля переходят в линейные решения уравнений
мелкой воды для нейтральной жидкости, с диспер-
сионными соотношениями

ω2 =
ghk2

2
+
f2

2
+
1

2

√
(ghk2)2 + 2f2ghk2 + f4 =

= ghk2 + f2, (2.20)

ω2 =
ghk2

2
+
f2

2
−

− 1

2

√
(ghk2)2 + 2f2ghk2 + f4 = 0 (2.21)

и описывают волны Пуанкаре, так же как и в нейт-
ральной жидкости.

В нашем случае из-за наличия вертикального по-
ля возникают два типа волн. Первый тип волн яв-
ляется обобщением линейных волн Пуанкаре с дис-
персионным соотношением

ω1 = ±

√√√√√ghk2

2
+
f2

2
+

(
B0

h

)2

+
1

2

√√√√ghk2(ghk2 + 2f2) + f2

[
f2 + 4

(
B0

h

)2
]
, (2.22)

в котором решение со знаком «+» соответствует волне, распространяющейся вдоль k, а решение со знаком
«−» описывает волну, распространяющуюся в направлении, противоположном k. Полученные линейные
решения — волны магнито-Пуанкаре.

Второй тип линейных решений описывает магнитострофические волны, не имеющие аналога в нейтраль-
ной жидкости, с дисперсионным соотношением

ω2 = ±

√√√√√ghk2

2
+
f2

2
+

(
B0

h

)2

− 1

2

√√√√ghk2(ghk2 + 2f2) + f2

[
f2 + 4

(
B0

h

)2
]
, (2.23)
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kx

� 1

2

Рис. 2. Дисперсионные кривые: 1 — мода магнито-Пуан-
каре; 2 — магнитострофическая мода

в котором решение со знаком «+» описывает магни-
тострофическую волну, распространяющуюся вдоль
вектора k, а решение со знаком «−» — магнитостро-
фическую волну, распространяющуюся в направ-
лении, противоположном вектору k. Индексы «1»
и «2» соответствуют волнам, распространяющимся
вдоль k, а индексы «3» и «4» — волнам, распро-
страняющимся в направлении, противоположном k.
Общее решение системы представляет собой сумму
четырех линейных волн.

Общий вид дисперсионных кривых для случая
ω > 0 представлен на рис. 2. Дисперсионное со-
отношение ω(k) задает дисперсионную поверхность
ω(kx, ky). Эта поверхность есть поверхность враще-
ния, так как дисперсионное соотношение симмет-
рично относительно kx и ky. Для ω < 0 (т. е. для
решений ω3 и ω4) дисперсионная поверхность сим-
метрична относительно плоскости ω = 0.

Для того чтобы оценить возможность межвол-
новых взаимодействий для описанных типов волн,
необходимо проанализировать их дисперсионные со-
отношения, определить асимптотику дисперсион-
ных кривых для обоих типов волн. Условие синхро-
низма, необходимое для возникновения взаимодей-
ствия между волнами с разными волновыми век-
торами и разными волновыми частотами, в общем
случае имеет вид

ω(k1) + ω(k2) = ω(k1 + k2).

Изобразим это условие на графиках (рис. 3–6). Пер-
вое слагаемое задает точку (k1, ω(k1)) на диспер-
сионной кривой одного из решений, второе сла-
гаемое — точку (k2, ω(k2)) на дисперсионной кри-
вой другого решения. Если вторая дисперсионная
кривая, смещенная относительно начала координат
на (k1, ω(k1)), пересечет первую в некоторой точке
(k3, ω(k3)), то это и будет означать существование
такого значения k2, при котором условие синхрониз-
ма выполнится.

kx

�1

1 2

Рис. 3. Условие синхронизма для трех волн магнито-Пу-
анкаре: 1 — ω = ω1(kx); 2 — ω1(kx − kx1) + ω1(kx1)

kx

�2

1

2

Рис. 4. Условие синхронизма для трех магнитострофиче-
ских волн: 1 — ω = ω2(kx); 2 — ω2(kx − kx1) + ω2(kx1)

Для волн магнито-Пуанкаре условие синхрониз-
ма запишется в виде

ω1(k1) + ω1(k2) = ω1(k1 + k2),

где индекс «1» соответствует прямой волне магнито-
Пуанкаре. При малых частотах дисперсионные по-
верхности для моды магнито-Пуанкаре, построен-

kx

�

1

2

Рис. 5. Две магнитострофические волны, одна волна
магнито-Пуанкаре: 1 — ω = ω2(kx); 2 — ω = ω1(kx−kx1)+

+ ω2(kx1)
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kx

�

1

2

Рис. 6. Две волны магнито-Пуанкаре, одна магнитостро-
фическая волна: 1 — ω = ω1(kx); 2 — ω = ω2(kx − kx1) +

+ ω1(kx1)

ные над плоскостью kxky, являются выпуклыми. На
рис. 3 показано, что кривые ω = ω1(kx) и ω =

= ω1(kx−kx1)+ω1(kx1) (второе слагаемое в условии
синхронизма) могут пересекаться, а значит, поверх-
ности ω1(k) и поверхность ω1(k−k1)+ω1(k1) могут
пересекаться вдоль некоторой кривой. Точки пересе-
чения отвечают волне магнито-Пуанкаре с частотой,
равной сумме частот, и волновым векторам, равным
сумме волновых векторов двух первых волн. Это
означает, что условие синхронизма выполняется для
трех волн магнито-Пуанкаре, поэтому возможно их
нелинейное взаимодействие.

Условие синхронизма для трех магнитострофи-
ческих волн имеет вид

ω2(k1) + ω2(k2) = ω2(k1 + k2).

Нижний индекс «2» относится к магнитострофиче-
ской моде. Для того чтобы понять, может ли реали-
зоваться такое условие, обратимся к рис. 4, на кото-
ром кривая 1 определяет первое слагаемое в условии
синхронизма, кривая 2 описывает второе слагаемое,
а наличие пересечения говорит о пересечении дис-
персионных поверхностей, т. е. существуют такие k1

и k2, при которых условие синхронизма выполняет-
ся.

В случае взаимодействия одной магнитострофи-
ческой и одной волны магнито-Пуанкаре может по-
лучиться магнитострофическая волна с условием
синхронизма

ω2(k1) + ω1(k2) = ω2(k1 + k2)

(рис. 5) или магнито-Пуанкаре волна с условием
синхронизма

ω1(k1) + ω2(k2) = ω1(k1 + k2)

(рис. 6). В обоих случаях наличие пересечения по-
верхностей означает существование таких k1 и k2,
при которых условия синхронизма будут выполнены
и может иметь место трехволновое взаимодействие.

3. ВЫВОД УРАВНЕНИЙ ДЛЯ
ТРЕХВОЛНОВЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

В настоящем разделе асимптотическим методом
многомасштабных разложений развита теория сла-
бонелинейных волн, получены уравнения трехвол-
новых взаимодействий.

Перепишем исследуемую систему (2.1)–(2.5) в
удобном для дальнейшего анализа виде. Для это-
го в уравнениях (2.2)–(2.5) раскроем производные
произведений и вычтем из этих уравнений уравне-
ние (2.1). Получим

∂h

∂t
+
∂hvx
∂x

+
∂hvy
∂y

= 0, (3.1)

h
∂vx
∂t

+ h(v∇)vx + gh
∂h

∂x
−

− h(B∇)Bx +B0Bx − hfvy = 0, (3.2)

h
∂vy
∂t

+ h(v∇)vy + gh
∂h

∂y
−

− h(B∇)By +B0By + hfvx = 0, (3.3)

h
∂Bx

∂t
+ h(v∇)Bx − h(B∇)vx +B0vx = 0, (3.4)

h
∂By

∂t
+ h(v∇)By − h(B∇)vy +B0vy = 0. (3.5)

Запишем систему (3.1)–(3.5) в матричном виде:

Ã
∂u

∂t
+ B̃1 ∂u

∂x
+ B̃2 ∂u

∂y
+ C̃u = 0, (3.6)

где u — неизвестный вектор, Ã, B̃1, B̃2, C̃ — матри-
цы:

u =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h

vx

vy

Bx

By

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.7)

Ã = diag
(
1 h h h h

)
, (3.8)
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B̃1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

vx h 0 0 0

gh hvx 0 −hBx 0

0 0 hvx 0 −hBx

0 −hBx 0 hvx 0

0 0 −hBx 0 hvx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.9)

B̃2 =

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

vy 0 h 0 0

0 hvy 0 −hBy 0

gh 0 hvy 0 −hBy

0 −hBy 0 hvy 0

0 0 −hBy 0 hvy

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.10)

C̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

0 0 −hf Bz 0

0 hf 0 0 Bz

0 Bz 0 0 0

0 0 Bz 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.11)

.
Для решения системы (3.6) используем асимпто-

тический метод многомасштабных разложений [18,
21]. Решение системы представим в виде ряда по ма-
лому параметру ε:

u = εu0 + ε2u1 + . . . , (3.12)

где u0 — решение линеаризованной системы
(2.6)–(2.10), u1 — слагаемое, описывающее вли-
яние квадратичной нелинейности. Выписывая
слагаемые, пропорциональные ε2, получим систе-
му линейных неоднородных уравнений для u1,
содержащую в правой части вековые слагаемые,
приводящие к линейно растущим по времени ре-
шениям. При этом нарушается условие εu1 � u0

на больших масштабах. Поэтому для получения
нелинейной поправки введем зависимость амплитуд
линейных волн от «медленного» времени и больших
линейных расстояний, что позволит обеспечить от-
сутствие вековых слагаемых на соответствующих
масштабах. Для осуществления такой процедуры
перейдем от переменных (t, x, y) к «быстрым»
(T0, X0, Y0) и «медленным» (T1, X1, Y1) переменным
в соответствии с выражениями

∂

∂t
=

∂

∂T0
+

∂

∂T1
+ . . . , (3.13)

∂

∂x
=

∂

∂X0
+

∂

∂X1
+ . . . , (3.14)

∂

∂y
=

∂

∂Y0
+

∂

∂Y1
+ . . . (3.15)

Таким образом найдем условие на медленные амп-
литуды, при котором вековые слагаемые обращают-
ся в нуль. Это условие, называемое условием сов-
местности, и определяет u0(T1, X1, Y1).

Подставим выражения (3.12) и (3.13)–(3.15) в
систему (3.6). В первом порядке по малому пара-
метру ε получим систему уравнений, эквивалент-
ную линеаризованной системе уравнений мелкой во-
ды (2.6)–(2.10):

A
∂u

∂t
+B1 ∂u

∂x
+B2 ∂u

∂y
+Cu = 0, (3.16)

где

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0

0 h 0 0 0

0 0 h 0 0

0 0 0 h 0

0 0 0 0 h

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

0 0 −hf Bz 0

0 hf 0 0 Bz

0 Bz 0 0 0

0 0 Bz 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

(3.17)

B1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 h 0 0 0

gh 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

B2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 h 0 0

0 0 0 0 0

gh 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

(3.18)

Тогда дисперсионное соотношение (2.17) в матрич-
ном виде выглядит следующим образом:

det(Aω −B1kx −B2ky − iC) ≡ detΓ = 0. (3.19)

Запишем общий вид решения линейной задачи, най-
денного в предыдущем разделе:

u0 =

4∑
n=1

∫
f(an exp(iθn) + c.c.) dkxdky . (3.20)
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Для анализа уравнений второго приближения по
малому параметру ε введем следующие обозначе-
ния:

εK = Ã−A, εL1 = B̃1 −B1,

εL2 = B̃2 −B2, εM = C̃−C.
(3.21)

Тогда система матричных уравнений второго поряд-
ка запишется в виде

A
∂u1

∂t
+B1 ∂u1

∂x
+B2 ∂u1

∂y
+Cu1 =

= −
(
K
∂u0

∂t
+ L1 ∂u0

∂x
+ L2 ∂u0

∂y
+Mu0

)
−

−
(
A
∂u0

∂T
+B1 ∂u0

∂X
+B2 ∂u0

∂Y

)
. (3.22)

В правой части полученных уравнений (3.22) второ-
го приближения содержатся слагаемые, включаю-
щие найденные решения задачи первого приближе-
ния, которые могут быть резонансными для линей-
ного оператора левой части. Из условия совместно-
сти системы уравнений (3.22), обеспечивающего ор-
тогональность правой части ядру оператора G, по-
лучим далее уравнения для медленно меняющихся

амплитуд линейных волн. Запишем уравнения (3.22)
в виде

Gu1 = f(u0,u0) +R
∂u0

∂z
, (3.23)

и пусть z — собственный вектор оператора G∗, со-
пряженного с оператором G, тогда

z · (Gu1) = (G∗z) · u1 = 0. (3.24)

Отсюда непосредственно следует условие совмест-
ности:

z · f(u0,u0) +R
∂u0

∂z
= 0. (3.25)

В нашем конкретном случае системы (3.22) опе-
ратор G является действительной матрицей, и, сле-
довательно, G∗ = GT , где GT — транспонирован-
ная матрица. Для нахождения собственных векто-
ров транспонированной матрицы следует искать ле-
вые собственные векторы матрицы G. Поскольку
собственные числа матричного оператора G сов-
падают с собственными числами транспонирован-
ной матрицы оператора G∗, для собственных чисел
транспонированной матрицы имеем следующее вы-
ражение:

λ1,2,3,4 = ±

√√√√√ghk2

2
+
f2

2
+

(
Bz

h

)2

± 1

2

√√√√ghk2(ghk2 + 2f2) + f2

[
f2 + 4

(
Bz

h

)2
]
. (3.26)

Будем обозначать левый собственный вектор
системы как ai:

ai = (ai1, ai2, ai3, ai4, ai5), (3.27)

где i = 1, 2, 3, 4. Тогда система алгебраических урав-
нений для первого собственного значения λ1 и пер-
вого собственного вектора a1 имеет вид

a1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 −kxh −kyh 0 0

−kxgh λ1h ihf −iBz 0

−kygh −ihf λ1h 0 −iBz

0 −iBz 0 λ1h 0

0 0 −iBz 0 λ1h

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

= 0. (3.28)

Из последних двух уравнений системы (3.28) следу-
ют соотношения для a14 и a15:

a14 =
iBz

λ1h
a12, (3.29)

a15 =
iBz

λ1h
a13. (3.30)

Из первого уравнения системы (3.28) следует соот-
ношение

a11 =
kxgh

λ1
a12 +

kygh

λ1
a13. (3.31)

Тогда, используя (3.29)–(3.31), второе и третье урав-
нения системы (3.28) преобразуем к виду

− k2xgh
2

λ1
a12 − kxkygh

2

λ1
a13 +

+

(
λ1h+

B2
z

λ1h

)
a12 − ihfa13 = 0, (3.32)

− kxkygh
2

λ1
a12 −

k2ygh
2

λ1
a13 +

+

(
λ1h+

B2
z

λ1h

)
a13 + ihfa12 = 0. (3.33)
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Выразив a13 из (3.32) через a12, запишем все компо-
ненты собственного вектора a1 с точностью до конс-
танты в следующем виде:

a1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

g
ikxhfλ1 + kyλ

2
1h

3 + kyhB
2
z

ihfλ21 − kxkyλ1gh3

1

λ21h
2 + b2z + k2xgh

3

ihfλ1 − kxkygh3

iBz

λ1h

iBzλ
2
1h

2 + iB3
z + ik2xgBzh

3

ih2fλ1 − kxkygh4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

a12. (3.34)

Таким образом, окончательное выражение для соб-
ственного вектора ai имеет вид

ai =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

igkxh
3fλi + gkyλ

2
i h

4 + gkyh
2B2

z

ih2fλ2i − kxkyλigh
4

λ3i h
3 + λihB

2
z + k2xgλih

4

−Bzhfλi − ikxkyλigBzh
4

iBzλ
2
i h

2 + iB3
z + ik2xgBzh

3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
α, (3.35)

где α — произвольная константа.
Рассмотрим далее первый случай межволново-

го взаимодействия, когда в линейной задаче имеют-
ся три волны магнито-Пуанкаре, удовлетворяющие
условию синхронизма

ω1(k1) + ω1(k2) = ω1(k1 + k2). (3.36)

Запишем решение линейной задачи в следующем ви-
де:

u0 = αa1 exp {i [ω1(k1)t− k1 · r]} +

+ βa1 exp {i [ω1(k2)t− k2 · r]}+
+ γa1 exp {i [ω1(k3)t− k3 · r]} =

= a1 [α exp(iθ1) + β exp(iθ2) + γ exp(iθ3)] . (3.37)

Обозначим k1 + k2 = k3 и θ1 + θ2 = θ3. Условие сов-
местности для этого конкретного случая содержит
как резонансные, так и нерезонансные слагаемые и
позволяет найти условие на медленно меняющиеся
амплитуды α, β, γ, исключающее резонанс на соот-
ветствующей частоте:

a1 ·
(
K
∂u0

∂t
+ L1 ∂u0

∂x
+ L2 ∂u0

∂y
+Mu0 +

+A
∂u0

∂T
+ B1 ∂u0

∂X
+B2 ∂u0

∂Y

)
= 0. (3.38)

Из всех слагаемых в левой части, будем рассматри-
вать только те, которые дают резонанс с левой час-
тью системы (3.22). Выпишем в качестве примера
слагаемые, пропорциональные exp(iθ3):

a1 · (Ka1)αβi

(
∂θ2
∂T

+
∂θ1
∂T

)
+

+ a1 · (L1a1)αβi

(
∂θ2
∂X

+
∂θ1
∂X

)
+

+ a1 · (L2a1)αβi

(
∂θ2
∂Y

+
∂θ1
∂Y

)
+2a1 · (Ma1)αβ =

= −a1 · (Aa1)
∂γ

∂T
− a1 · (B1a1)

∂γ

∂X
−

− a1 · (B2a1)
∂γ

∂Y
, (3.39)

где

∂θ2
∂T

+
∂θ1
∂T

= ω1(k2) + ω1(k1),

∂θ2
∂X

+
∂θ1
∂X

= kx2 + kx1,

∂θ2
∂Y

+
∂θ1
∂Y

= ky2 + ky1,

(3.40)

K = diag
(
0 a1 a1 a1 a1

)
,

M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

0 0 −a1f 0 0

0 a1f 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

(3.41)

L̃1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a2 a1 0 0 0

ga1 ha2 0 −ha4 0

0 0 ha2 0 −ha4
0 −ha4 0 ha2 0

0 0 −ha4 0 ha2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.42)

L̃2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a3 0 a1 0 0

0 ha3 0 −ha5 0

ga1 0 ha3 0 −ha5
0 −ha5 0 ha3 0

0 0 −ha5 0 ha3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.43)

Заменяя свертки собственного вектора a1 с мат-
рицами K, M, L̃1, L̃2 на коэффициенты k, l1, l2, m
и используя уравнение (3.39), получим общий вид
уравнения для медленно меняющейся амплитуды γ.
По такому же принципу получены уравнения для α
и β: мы исключили слагаемые, пропорциональные
соответственно exp(iθ1) и exp(iθ2) в условиях (3.36).
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В результате получаются три уравнения для ампли-
туд α, β, γ:

a
∂γ

∂T
+ b1

∂γ

∂X
+ b2

∂γ

∂Y
= −i {k [ω1(k1) + ω1(k2)] +

+ l1(kx1 + kx2) + l2(ky1 + ky2) + 2m
}
αβ, (3.44)

a
∂α

∂T
+ b1

∂α

∂X
+ b2

∂α

∂Y
= −i {k [ω1(k3)− ω1(k2)] +

+ l1(kx3 − kx2) + l2(ky3 − ky2) + 2m
}
γβ, (3.45)

a
∂β

∂T
+ b1

∂β

∂X
+ b2

∂β

∂Y
= −i {k [ω1(k3)− ω1(k1)] +

+ l1(kx3 − kx1) + l2(ky3 − ky1) + 2m
}
γα. (3.46)

Таким образом, мы получили нелинейную систе-
му уравнений (3.44)–(3.46) для трехволновых взаи-
модействий волн магнито-Пуанкаре, удовлетворяю-
щих условию синхронизма (3.36).

Рассмотрим далее случай, когда условиям синх-
ронизма удовлетворяют три магнитострофические
волны:

ω2(k1) + ω2(k2) = ω2(k1 + k2). (3.47)

Обозначим k3 = k1 + k2 и θ3 = θ2 + θ1. Решение
системы ищем в виде

u0 = φa2 exp {i [ω2(k1)t− (k1 · r)]} +

+ ψa2 exp {i [ω2(k2)t− (k2 · r)]} +

+ χa2 exp {i [ω2(k3)t− (k3 · r)]} =

= a2 [φ exp(iθ1) + ψ exp(iθ2) + χ exp(iθ3)] . (3.48)

Исключим резонансные слагаемые, пропорцио-
нальные exp(iθ1), exp(iθ2) и exp(iθ3), в условии сов-
местности для вектора a2, аналогичном (3.38). В ре-
зультате получим следующую систему уравнений,
описывающую взаимодействие медленных ампли-
туд трех магнитострофических волн, удовлетворя-
ющих (3.47):

a
∂χ

∂T
+ b1

∂χ

∂X
+ b2

∂χ

∂Y
= −i {k [ω2(k1) + ω2(k2)] +

+ l1(kx1 + kx2) + l2(ky1 + ky2) + 2m
}
φψ, (3.49)

a
∂φ

∂T
+ b1

∂φ

∂X
+ b2

∂φ

∂Y
= −i {k [ω2(k3)− ω2(k2)] +

+ l1(kx3 − kx2) + l2(ky3 − ky2) + 2m
}
χψ, (3.50)

a
∂ψ

∂T
+ b1

∂ψ

∂X
+ b2

∂ψ

∂Y
= −i {k [ω2(k3)− ω2(k1)] +

+ l1(kx3 − kx1) + l2(ky3 − ky1) + 2m
}
χφ. (3.51)

Эта система отличается от системы (3.44)–(3.46)
тем, что берутся дисперсионные соотношения для
магнитострофических волн, а также тем, что коэф-
фициенты — это свертки соответствующих матриц
с собственным вектором a2. Кроме того, для каж-
дого вида взаимодействия находятся свои k1 и k2,
удовлетворяющие условиям синхронизма для кон-
кретных волн.

Рассмотрим случай, когда условиям синхрониз-
ма удовлетворяют две волны магнито-Пуанкаре и
одна магнитострофическая волна:

ω2(k1) + ω1(k2) = ω1(k1 + k2). (3.52)

Как и раньше, k1 + k2 = k3 и θ1 + θ2 = θ3. Решения
системы ищем в виде

u0 = φa2 exp {i [ω2(k1)t− k1 · r]}+
+ αa1 exp {i [ω1(k2)t− k2 · r]}+

+ βa1 exp {i [ω1(k3)t− k3 · r]} . (3.53)

В данном случае исключая резонансные слагае-
мые, пропорциональные exp(iθ1), exp(iθ2) и exp(iθ3),
необходимо для каждого уравнения брать его про-
екцию на свой собственный вектор: a1 для магнито-
Пуанкаре волны и a2 для магнитострофической
волны, аналогично (3.38). Таким образом, с помо-
щью нижних индексов коэффициентов, полученных
свертками собственных векторов a1 и a2 с матри-
цами K, M, L̃1, L̃2, обозначим, с какими вектора-
ми сворачивалась матрица. В результате получим
систему, описывающую взаимодействие двух волн
магнито-Пуанкаре и магнитострофической волны,
удовлетворяющих условию (3.52):

a11
∂β

∂T
+ b111

∂β

∂X
+ b211

∂β

∂Y
=

= −i{k12 [ω2(k1) + ω1(k2)] + l112(kx1 + kx2) +

+ l212(ky1 + ky2) + 2m12

}
αφ, (3.54)

a22
∂φ

∂T
+ b122

∂φ

∂X
+ b222

∂φ

∂Y
=

= −i{k21 [ω1(k3)− ω1(k2)] + l121(kx3 − kx2) +

+ l221(ky3 − ky2) + 2m21

}
βα, (3.55)

a11
∂α

∂T
+ b111

∂α

∂X
+ b211

∂α

∂Y
=

= −i{k12 [ω1(k3)− ω2(k1)] + l112(kx3 − kx1) +

+ l212(ky3 − ky1) + 2m12

}
βφ. (3.56)
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Рассмотрим четвертый случай трехволнового
взаимодействия: взаимодействие двух магнитостро-
фических волн и одной волны магнито-Пуанкаре:

ω1(k1) + ω2(k2) = ω2(k1 + k2). (3.57)

Обозначив k3 = k1 + k2 и θ3 = θ2 + θ1, решение
системы ищем в следующем виде:

u0 = αa1 exp {i [ω1(k1)t− k1 · r]}+
+ φa2 exp {i [ω2(k2)t− k2 · r]}+

+ ψa2 exp {i [ω2(k3)t− k3 · r]} . (3.58)

Исключаем резонансные слагаемые, пропорцио-
нальные exp(iθ1), exp(iθ2) и exp(iθ3) в условиях сов-
местности для a1 и a2. В результате получим систе-
му уравнений, описывающую взаимодействие двух
магнитострофических и одной магнито-Пуанкаре
волн, удовлетворяющих (3.57):

a22
∂ψ

∂T
+ b122

∂ψ

∂X
+ b222

∂ψ

∂Y
=

= −i{k21 [ω1(k1) + ω2(k2)] + l121(kx1 + kx2) +

+ l221(ky1 + ky2) + 2m21

}
αφ, (3.59)

a11
∂α

∂T
+ b111

∂α

∂X
+ b211

∂α

∂Y
=

= −i{k12 [ω2(k3)− ω2(k2)] + l112(kx3 − kx2) +

+ l212(ky3 − ky2) + 2m12

}
ψφ, (3.60)

a22
∂φ

∂T
+ b122

∂φ

∂X
+ b222

∂φ

∂Y
=

= −i{k21 [ω2(k3)− ω1(k1)] + l121(kx3 − kx1) +

+ l221(ky3 − ky1) + 2m21

}
ψα. (3.61)

Таким образом, в данном разделе получе-
ны системы нелинейных уравнений (3.44)–(3.46),
(3.49)–(3.51), (3.54)–3.56), (3.59)–(3.61) для трехвол-
новых взаимодействий в МГД-течениях вращаю-
щейся тяжелой жидкости со свободной границей в
приближении мелкой воды.

4. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ
НЕУСТОЙЧИВОСТИ ВОЛН
МАГНИТО-ПУАНКАРЕ И

МАГНИТОСТРОФИЧЕСКИХ ВОЛН

В данном разделе мы используем получен-
ные уравнения трехволновых взаимодействий (трех
волн магнито-Пуанкаре, трех магнитострофических

волн, двух волн магнито-Пуанкаре и одной магни-
тострофической волны, двух магнитострофических
волн и одной волны магнито-Пуанкаре) для каче-
ственного анализа трансформации волн в слабоне-
линейном приближении [19].

4.1. Распадные неустойчивости

Рассмотрим взаимодействие трех волн магни-
то-Пуанкаре. Перепишем систему (3.44)–(3.46) в ви-
де

a
∂γ

∂T
+ b1

∂γ

∂X
+ b2

∂γ

∂Y
= f13αβ, (4.1)

a
∂α

∂T
+ b1

∂α

∂X
+ b2

∂α

∂Y
= f12γβ, (4.2)

a
∂β

∂T
+ b1

∂β

∂X
+ b2

∂β

∂Y
= f13γα, (4.3)

где

f11 = −i{k [ω1(k1) + ω1(k2)] + l1(kx1 + kx2) +

+ l2(ky1 + ky2) + 2m
}
, (4.4)

f12 = −i{k [ω1(k3)− ω1(k2)] + l1(kx3 − kx2) +

+ l2(ky3 − ky2) + 2m
}
, (4.5)

f13 = −i{k [ω1(k3)− ω1(k1)] + l1(kx3 − kx1) +

+ l2(ky3 − ky1) + 2m
}
. (4.6)

Будем интересоваться распространением волны
магнито-Пуанкаре амплитуды γ и трансформацией
этой волны вследствие нелинейности. В начальный
момент времени пренебрегаем обратным влиянием
волн амплитуд α и β и принимаем амплитуду исход-
ной волны неизменной, γ = γ0 = const. Из (4.1)–(4.3)
имеем линейную систему уравнений

a
∂α

∂T
+ b1

∂α

∂X
+ b2

∂α

∂Y
= f12γ0β, (4.7)

a
∂β

∂T
+ b1

∂β

∂X
+ b2

∂β

∂Y
= f13γ0α. (4.8)

В матричном виде система (4.7), (4.8) имеет вид⎛
⎜⎜⎝
a
∂

∂T
+b1

∂

∂X
+b2

∂

∂Y
−f12γ0

−f13γ0 a
∂

∂T
+b1

∂

∂X
+b2

∂

∂Y

⎞
⎟⎟⎠×

×
(
α

β

)
= 0. (4.9)

Ищем решение этой системы уравнений в следую-
щем виде:(

α

β

)
=

(
α0

β0

)
exp [i(ΩT −KxX −KyY )] . (4.10)
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Здесь Ω и Kx, Ky — частота и компоненты волново-
го вектора для «медленного» времени T и больших
линейных размеров X и Y . В результате получаем
характеристическую систему

A

(
α0

β0

)
=

=

(
aiΩ−ib1Kx−ib2Ky −f12γ0

−f13γ0 aiΩ−ib1Kx−ib2Ky

)
×

×
(
α0

β0

)
= 0, (4.11)

которая имеет нетривиальные решения при условии
detA = 0. В этом случае дисперсионное соотноше-
ние между Ω и K,

aΩ− b1Kx − b2Ky = ±i
√
|f12||f13|γ0, (4.12)

описывает распадную неустойчивость волны магни-
то-Пуанкаре, распадающуюся на две волны магни-
то-Пуанкаре с инкрементом

Γ =

√|f12||f13|γ0
a

. (4.13)

Отсюда следует, что величина Γ зависит от ω1,
ω2, ω3, а также от k1, k2, k3. Если распадается волна
с частотой ω3 и волновым вектором k3, то получив-
шиеся волны имеют из условий синхронизма часто-
ты ω1 и ω3−ω1 и волновые векторы k1 и k3−k1. Вы-
ражение для Γ симметрично относительно ω1 и ω2 и
относительно k1 и k2, поэтому величина Γ достигает
максимума, когда ω1 = ω2 = ω3/2, а k1 = k2 = k3/2.
Таким образом, инкремент имеет вид

Γ =
|f∗

1 |γ0
a

, (4.14)

где

f∗
1 = −i

{
k

[
ω1(k3)− ω1

k3

2

]
+

+ l1
kx3
2

+ l2
ky3
2

+ 2m

}
. (4.15)

Таким образом, волна магнито-Пуанкаре с часто-
той ω3 и волновым вектором k3 распадается на две
волны магнито-Пуанкаре с частотами ω3/2 и волно-
выми векторами k3/2.

Рассмотрев трехволновое взаимодействие магни-
тострофических волн, описываемое системой урав-
нений (3.49)–(3.51), когда χ� φ, ψ, получим инкре-
мент Γ для амплитуд волн φ и ψ:

Γ =

√|f22||f23|χ0

a
, (4.16)

где

f22 = −i {k[ω2(k3)− ω2(k2)] +

+ l1(kx3 − kx2) + l2(ky3 − ky2) + 2m
}
, (4.17)

f23 = −i {k[ω2(k3)− ω2(k1)] +

+ l1(kx3 − kx1) + l2(ky3 − ky1) + 2m
}
. (4.18)

Коэффициенты a, k, l1, l2, m определяются следую-
щим образом:

a = a2 · (Aa2), k = a2 · (Ka2), l1 = a2 · (L1a2),

l2 = a2 · (L2a2), m = a2 · (Ma2).

Поэтому инкремент Γ зависит как от ω1, ω2, ω3, так
и от k1, k2, k3. Из условий синхронизма ω1+ω2 = ω3

и k1+k2 = k3, а также с учетом того, что выражение
для инкремента Γ симметрично относительно ω1 и
ω2 и k1 и k2, получаем, что Γ достигает максимума,
когда ω1 = ω2 = ω3/2 и k1 = k2 = k3/2:

Γ =
f∗
2χ0

a
, (4.19)

где

f∗
2 = −i

{
k

[
ω2(k3)− ω2

k3

2

]
+

+ l1
kx3
2

+ l2
ky3
2

+ 2m

}
. (4.20)

Таким образом, магнитострофическая волна с
частотой ω3 и волновым вектором k3 распадается на
две магнитострофические волны с частотами ω3/2 и
волновыми векторами k3/2.

Рассматривая теперь взаимодействие двух волн
магнито-Пуанкаре и одной магнитострофической
волны, когда β � α, φ, описываемое системой
(3.54)–(3.56), получим инкремент роста для волн с
амплитудами α и φ:

Γ =

√|f32||f33|β0
a

, (4.21)

где

f32 = −i{k21[ω1(k3)− ω1(k2)] + l121(kx3 − kx2) +

+ l221(ky3 − ky2) + 2m21

}
, (4.22)

f33 = −i{k12[ω1(k3)− ω2(k1)] + l112(kx3 − kx1) +

+ l212(ky3 − ky1) + 2m12

}
, (4.23)
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причем номер собственного вектора, с которым сво-
рачивается матрица, как и выше, обозначен в ниж-
них индексах коэффициентов. Инкремент, как и вы-
ше, зависит от ω1, ω2, ω3 и k1, k2, k3. Здесь ω3 и k3 —
параметры распадающейся волны — считаются из-
вестными, неизвестными примем k1 и ω1, а парамет-
ры k2 и ω2 найдем из условий синхронизма

k2 = k3 − k1, ω2 = ω3 − ω1. (4.24)

Инкремент будет максимальным, когда выполняет-
ся следующая система:

(Γ(kx1, ky1))kx1 = 0, (4.25)

(Γ(kx1, ky1))ky1 = 0, (4.26)

решения которой kx1 = k0x1 и ky1 = k0y1. Отсюда сле-
дует, что инкремент неустойчивости имеет вид

Γ =

√|f∗
32||f∗

33|β0
a

, (4.27)

где

f∗
32 = −i{k21[ω1(k3)− ω1(k3 − k0

1)] +

+ l121k
0
x1 + l221k

0
y1 + 2m21

}
, (4.28)

f∗
33 = −i{k12[ω1(k3)− ω2(k

0
1)] +

+ l112(kx3 − k0x1) + l212(ky3 − k0y1) + 2m12

}
. (4.29)

Таким образом, волна магнито-Пуанкаре с час-
тотой ω3 и волновым вектором k3 распадается на
магнитострофическую волну с частотой ω0

1 и вол-
новым вектором k0

1 и на волну магнито-Пуанкаре с
частотой ω3 − ω0

1 и волновым вектором k3 − k0
1.

И наконец, рассмотривая случай резонанса двух
магнитострофических волн и одной волны маг-
нито-Пуанкаре, описываемый системой уравнений
(3.59)–(3.61), при условии ψ � α, φ, получим, что
волна магнито-Пуанкаре с амплитудой α и магни-
тострофическая волна с амплитудой φ возрастают с
инкрементом

Γ =

√|f42||f43|ψ0

a
, (4.30)

где

f42 = −i{k12[ω2(k3)− ω2(k2)] + l112(kx3 − kx2) +

+ l212(ky3 − ky2) + 2m12

}
, (4.31)

f43 = −i{k21[ω2(k3)− ω1(k1)] + l121(kx3 − kx1) +

+ l221(ky3 − ky1) + 2m21

}
. (4.32)

Инкремент Γ зависит от f42 и f43, которые, в свою
очередь, зависят от параметров взаимодействующих
волн: частот ω1, ω2, ω3 и волновых векторов k1, k2,
k3. Аналогично предыдущему случаю, получим ин-
кремент неустойчивости

Γ =

√|f∗
42||f∗

43|ψ0

a
, (4.33)

где

f∗
42 = −i{k12[ω2(k3)− ω2(k3 − k0

1)] +

+ l112k
0
x1 + l212k

0
y1 + 2m12

}
, (4.34)

f∗
43 = −i{k21[ω2(k3)− ω1(k

0
1)] +

+ l121(kx3 − k0x1) + l221(ky3 − k0y1) + 2m21

}
. (4.35)

Отсюда следует, что магнитострофическая волна с
частотой ω3 и волновым вектором k3 распадается
на волну магнито-Пуанкаре с частотой ω0

1 и волно-
вым вектором k0

1 и на магнитострофическую волну
с частотой ω3 − ω0

1 и волновым вектором k3 − k0
1.

Заметим, что в случае межмодовых взаимодей-
ствий в конфигурациях с двумя магнитострофичес-
кими волнами и одной волной магнито-Пуанкаре,
а также с двумя волнами магнито-Пуанкаре и од-
ной магнитострофической волной, имеет место пе-
редача энергии из магнитострофической моды в мо-
ду магнито-Пуанкаре и наоборот, из моды магнито-
Пуанкаре в магнитострофическую.

4.2. Параметрическое усиление

Другой вид неустойчивости, который описывает-
ся нелинейными системами уравнений, это неустой-
чивости слияния. Они представляют собой усиление
третьей волны в результате нелинейного взаимодей-
ствия двух изначально распространяющихся волн.

Рассмотрим снова взаимодействие трех волн
магнито-Пуанкаре. Пусть две волны имеют неко-
торые амплитуды α0 и β0, и эти амплитуды мно-
го больше амплитуды третьей волны магнито-Пуан-
каре. Будем интересоваться распространением этих
двух волн и их взаимодействием вследствие нели-
нейности. Тогда на больших масштабах в момент,
когда нелинейные взаимодействия становятся суще-
ственными, влияние волн магнито-Пуанкаре с ам-
плитудами α0 и β0 на третью волну описывается
первым уравнением нелинейной системы (3.44), ко-
торое также можно записать в удобном виде:

Gγ = f11αβ. (4.36)

Решение линейного неоднородного дифференциаль-
ного уравнения (4.36) представим в виде

5 ЖЭТФ, вып. 5
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γ = γ0 exp[i(ΩT −KxX −KyY )]. (4.37)

Подставляя это решение в уравнение (4.36), полу-
чим

Ω =
−if11α0β0 + b1Kx + b2Ky

a
. (4.38)

Таким образом, третья волна, взаимодействующая
с двумя другими, экспоненциально возрастает с ин-
крементом неустойчивости

Γ =
|f11|α0β0

a
, (4.39)

где f11 определяется в (4.4). Получившаяся волна
магнито-Пуанкаре имеет частоту ω3 = ω1+ω2 и вол-
новой вектор k3 = k1 + k2.

Рассмотрим взаимодействие трех магнито-
строфических волн. Оно описывается системой
(3.49)–(3.51). Покажем, что в результате нелиней-
ного взаимодействия на больших масштабах могут
реализоваться такие же типы неустойчивостей, что
и в случае трех волн магнито-Пуанкаре. Пусть рас-
пространяются две магнитострофические волны с
амплитудами φ0 и ψ0, причем их амплитуды мно-
го больше амплитуды третьей волны χ. Из первого
уравнения нелинейной системы (3.49)–(3.51) полу-
чим инкремент неустойчивости

Γ =
|f21|ψ0φ0

a
, (4.40)

где

f21 = −i{k[ω2(k1) + ω2(k2)] + l1(kx1 + kx2) +

+ l2(ky1 + ky2) + 2m
}
. (4.41)

Получившаяся магнитострофическая волна имеет
частоту ω3 = ω1+ω2 и волновой вектор k3 = k1+k2.

Рассмотрим трехволновое взаимодействие, опи-
сываемое нелинейной системой (3.54)–(3.56), двух
волн магнито-Пуанкаре и одной магнитострофиче-
ской волны. В этом случае неустойчивость усиле-
ния задается условием α0, φ0 � β. Из уравнения для
амплитуды β волны магнито-Пуанкаре получим ин-
кремент неустойчивости

Γ =
|f31|α0φ0

a
, (4.42)

где

f31 = −i{k12[ω2(k1) + ω1(k2)] + l112(kx1 + kx2) +

+ l212(ky1 + ky2) + 2m12

}
. (4.43)

Получившаяся волна магнито-Пуанкаре — сумма
магнитострофической волны с частотой ω1 и волно-
вым вектором k1 и волны магнито-Пуанкаре с час-
тотой ω2 и волновым вектором k2. Частота полу-
чившейся волны ω3 = ω1 + ω2, ее волновой вектор
k3 = k1 + k2.

Последний случай трехволнового взаимодей-
ствия — две магнитострофические волны и одна
волна магнито-Пуанкаре — имеет такие же неустой-
чивости слияния, что и в предыдущем случае. При-
няв амплитуду α волны магнито-Пуанкаре, ампли-
туду ψ суммарной магнитострофической волны и
амплитуду φ оставшейся волны, получим аналогич-
ную неустойчивость. Если ψ � α0, φ0, то инкремент
имеет вид

Γ =
|f41|φ0α0

a
, (4.44)

где

f41 = −i{k21[ω1(k1) + ω2(k2)] + l121(kx1 + kx2) +

+ l221(ky1 + ky2) + 2m21

}
. (4.45)

Получившаяся магнитострофическая волна — сум-
ма волны магнито-Пуанкаре с частотой ω1 и волно-
вым вектором k1 и магнитострофической волны с
частотой ω2 и волновым вектором k2. Частота по-
лучившейся волны ω3 = ω1 + ω2, волновой вектор
этой волны k3 = k1 + k2.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе развита слабонелинейная теория волно-
вых взаимодействий в крупномасштабных течениях
вращающегося слоя плазмы со свободной поверхно-
стью в поле силы тяжести на ровной границе в вер-
тикальном магнитном поле. Мы используем прибли-
жение мелкой воды магнитной гидродинамики для
получения уравнений взаимодействия волновых па-
кетов волн магнито-Пуанкаре и магнитострофиче-
ских волн. Наличие вертикального магнитного по-
ля обеспечивает выполнение условий синхронизма:
три волны могут взаимодействовать, когда часто-
ты и волновые векторы двух волн таковы, что сум-
ма их частот равна частоте третьей волны и одно-
временно сумма волновых векторов этих волн рав-
на волновому вектору третьей волны. В результа-
те анализа дисперсионных поверхностей исследуе-
мых волн обнаружено, что такое условие может вы-
полняться для следующих конфигураций трех волн:
три волны магнито-Пуанкаре (см. рис. 3), три маг-
нитострофические волны (см. рис. 4), а также две
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магнитострофические волны и одна волна магнито-
Пуанкаре (см. рис. 5) и две волны магнито-Пуанкаре
и одна магнитострофическая волна (см. рис. 6).

Получено слабонелинейное решение задачи
асимптотическим методом многомасштабных раз-
ложений. Для каждого из обнаруженных видов
взаимодействий найдены системы нелинейных
уравнений (3.44)–(3.46), (3.49)–(3.51), (3.54)–(3.56),
(3.59)–(3.61) для медленно меняющихся амплитуд
взаимодействующих волн. Показано, что в сла-
бонелинейном приближении имеются распадные
неустойчивости и явления параметрического усиле-
ния. Обнаружено существование следующих типов
распадных неустойчивостей: волна магнито-Пуан-
каре распадается на две волны магнито-Пуанкаре
с инкрементом (4.14); магнитострофическая вол-
на — на две магнитострофические волны с инкре-
ментом (4.19); волна магнито-Пуанкаре — на одну
волну магнито-Пуанкаре и одну магнитострофи-
ческую волну с инкрементом (4.27); магнитостро-
фическая волна — на одну магнитострофическую и
одну волну магнито-Пуанкаре с инкрементом (4.33).
Существует также четыре типа параметрического
усиления волн: волн магнито-Пуанкаре с коэффи-
циентом параметрического усиления (4.39), магни-
тострофических волн с коэффициентом усиления
(4.40), усиление волны магнито-Пуанкаре в поле
магнитострофической волны с коэффициентом уси-
ления (4.42); усиление магнитострофической волны
в поле волны магнито-Пуанкаре с коэффициентом
параметрического усиления (4.44).

Работа выполнена при поддержке Программы
№9 «Экспериментальные и теоретические исследо-
вания объектов солнечной системы и звездных пла-
нетных систем» Президиума РАН и РФФИ (грант
№14-29-06065). Авторы признательны С. Ю. Доб-
рохотову за полезные обсуждения асимптотических
методов многих масштабов.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Вывод уравнений вращающейся тяжелой
магнитной жидкости в приближении мелкой

воды на неровной поверхности

Здесь мы получим систему уравнений враща-
ющейся мелкой воды на произвольной границе во
внешнем магнитном поле для описания течений тя-
желой магнитной жидкости со свободной границей.
Для этого проинтегрируем в условиях гидростатич-
ности трехмерные МГД-уравнения в поле силы тя-
жести во вращающейся системе отсчета по верти-

кали, используя граничные условия на нижней и
на свободной границах. Из-за малости характерных
вертикальных масштабов по сравнению с горизон-
тальными пренебрегаем интегралами от произведе-
ний малых флуктуаций. В результате получим сис-
тему уравнений для средних по высоте слоя скорос-
тей и магнитных полей и для высоты слоя.

МГД-уравнения в поле тяжести во вращающейся
системе отсчета с круговой частотой ω имеют вид

ρ
∂v

∂t
+ ρ(v ·∇)v = −∇

(
p+

H2

8π

)
+

+
1

4π
(H ·∇)H− ρg− 2ρ[ω × v], (A.1)

∂H

∂t
= ∇× [v ×H], (A.2)

∇v = 0, (A.3)

где ρ — плотность жидкости, v — скорость жидкос-
ти в данной точке, p — давление, H — магнитное
поле, g — ускорение свободного падения. В системе
(A.1)–(A.3) уравнение (A.1) — уравнение изменения
импульса, (A.2) — уравнение переноса магнитного
поля, (A.3) — уравнение непрерывности для несжи-
маемой жидкости. Перепишем уравнение (A.2) в
тензорном виде:(

∂H

∂t

)
α

= [∇× [v ×H]]α = eαβγ
∂

∂xβ
eγμνvμHν =

= (δαμδβν − δανδβμ)
∂

∂xβ
vμHν =

=
∂

∂xβ
Hβvα − ∂

∂xβ
vβHα. (A.4)

Для того чтобы преобразовать слагаемые ρ(v·∇)v и
(H ·∇)H/4π из уравнения (A.1), а также слагаемые
∂(Hβvα)/∂xβ и ∂(vβHα)/∂xβ из уравнения (A.4),
воспользуемся известным математическим тожде-
ством, удовлетворяющимся при ∇A = 0:

(A,∇)A = A1∂x

⎛
⎜⎝
A1

A2

A3

⎞
⎟⎠+A2∂y

⎛
⎜⎝
A1

A2

A3

⎞
⎟⎠ +

+A3∂z

⎛
⎜⎝
A1

A2

A3

⎞
⎟⎠+

⎛
⎜⎝
A1

A2

A3

⎞
⎟⎠
(
∂A1

∂x
+
∂A2

∂y
+
∂A3

∂z

)
=

= A1∂x

⎛
⎜⎝

A2
1

A1A2

A1A3

⎞
⎟⎠+A2∂y

⎛
⎜⎝
A1A2

A2
2

A2A3

⎞
⎟⎠ +

+A3∂z

⎛
⎜⎝
A1A3

A2A3

A2
3

⎞
⎟⎠ . (A.5)
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Заменим также

H2 = 4πB̃2, p̃ = p+
H2

8π
. (A.6)

Применяя тождество (A.5), получим уравнения в
матричном виде из уравнений (A.1) и (A.4) при
условии (A.3):

∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv1

ρv2

ρv3

B̃1

B̃2

B̃3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ ∂x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv21 − B̃2
1 + p̃

ρv1v2 − B̃1B̃2

ρv1v3 − B̃1B̃3

0

v1B̃2 − v2B̃1

v1B̃3 − v3B̃1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

+ ∂y

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv1v2 − B̃1B̃2

ρv22 − B̃2
2 + p̃

ρv2v3 − B̃2B̃3

v2B̃1 − v1B̃2

0

v2B̃3 − v3B̃2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+∂z

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv1v3 − B̃1B̃3

ρv2v3 − B̃2B̃3

ρv23 − B̃2
3 + p̃

v3B̃1 − v1B̃3

v3B̃2 − v2B̃3

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2ρ(ω2v3 − ω3v2)

−2ρ(ω3v1 − ω1v3)

−ρg − 2ρ(ω1v2 − ω2v1)

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (A.7)

Считаем, что жидкость вращается с круговой час-
тотой ω, направленной вдоль z, тогда система (A.7)
запишется в виде

∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv1

ρv2

ρv3

B̃1

B̃2

B̃3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ ∂x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv21 − B̃2
1 + p̃

ρv1v2 − B̃1B̃2

ρv1v3 − B̃1B̃3

0

v1B̃2 − v2B̃1

v1B̃3 − v3B̃1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

+ ∂y

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv1v2 − B̃1B̃2

ρv22 − B̃2
2 + p̃

ρv2v3 − B̃2B̃3

v2B̃1 − v1B̃2

0

v2B̃3 − v3B̃2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+∂z

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv1v3 − B̃1B̃3

ρv2v3 − B̃2B̃3

ρv23 − B̃2
3 + p̃

v3B̃1 − v1B̃3

v3B̃2 − v2B̃3

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2ρωv2

−2ρωv1

−ρg
0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (A.8)

Для слоя жидкости в вертикальном внешнем поле
B̃0 над неровной поверхностью fs(x, y) граничные
условия выглядят следующим образом:

v3|z=fs = v1|z=fs

∂fs
∂x

+ v2|z=fs

∂fs
∂y

, (A.9)

v3|z=h =
∂h

∂t
+ v1|z=h

∂h

∂x
+ v2|z=h

∂h

∂y
, (A.10)

B̃3|z=fs = B̃1|z=fs

∂fs
∂x

+ B̃2|z=fs

∂fs
∂y

, (A.11)

B̃3|z=h = B̃0 + B̃1|z=h
∂h

∂x
+ B̃2|z=h

∂h

∂y
. (A.12)

Сделаем замену B̃ =
√
ρB. Тогда третье уравнение

системы (A.8) принимает вид

∂tv3 + (v ·∇)v3 − (B ·∇)B3 +

+
∂z(p+ ρB2/2)

ρ
= −g. (A.13)

Считается, что давление слабо отличается от маг-
нитогидростатического:

∂z

(
p+

ρ

2
B2
)
= ∂z p̃ = ρg. (A.14)

Для получения системы уравнений мелкой во-
ды необходимо проинтегрировать систему уравне-
ний (A.8) по вертикали. Учитывая уже введенное
магнитогидростатическое приближение (A.14), по-
лучаем
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h∫
fs

∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv1

ρv2

0

B̃1

B̃2

B̃3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
dz +

h∫
fs

∂x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv21 − B̃2
1 + p̃

ρv1v2 − B̃1B̃2

0

0

v1B̃2 − v2B̃1

v1B̃3 − v3B̃1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
dz+

+

h∫
fs

∂y

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv1v2 − B̃1B̃2

ρv22 − B̃2
2 + p̃

0

v2B̃1 − v1B̃2

0

v2B̃3 − v3B̃2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
dz+

+

h∫
fs

∂z

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv1v3 − B̃1B̃3

ρv2v3 − B̃2B̃3

p̃

v3B̃1 − v1B̃3

v3B̃2 − v2B̃3

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
dz =

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2ρωv2(h− α)

−2ρωv1(h− α)

−ρg(h− α)

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (A.15)

Проинтегрируем также уравнение несжимаемости
∇v = 0:

h∫
fs

∂v1
∂x

+
∂v2
∂y

+
∂v3
∂z

dz = 0. (A.16)

Для преобразования уравнений системы (A.15)
воспользуемся правилом Лейбница дифференциро-
вания функции под знаком интеграла:

∂

∂x

a(x)∫
b(x)

f(x, z) dz =

a(x)∫
b(x)

∂

∂x
f(x, z) dz+

+ f |a ∂a
∂x

− f |b ∂b
∂x
. (A.17)

Тогда уравнение (A.16) преобразуется к следующе-
му:

∂

∂x

h∫
fs

v1dz − v1|z=h
∂h

∂x
+ v1|z=fs

∂fs
∂x

+

+
∂

∂y

h∫
fs

v2dz − v2|z=h
∂h

∂y
+ v2|z=fs

∂fs
∂y

+

+ v3|z=h − v3|z=fs = 0. (A.18)

Подстановка граничных условий (A.9), (A.10) в
(A.18) дает

∂

∂x

h∫
fs

v1dz − v1|z=h
∂h

∂x
+ v1|z=fs

∂fs
∂x

+

+
∂

∂y

h∫
fs

v2dz − v2|z=h
∂h

∂y
+ v2|z=fs

∂fs
∂y

+

+
∂h

∂t
+ v1|z=h

∂fs
∂x

+ v2|z=h
∂fs
∂y

−

− v1|z=fs

∂fs
∂x

+ v2|z=fs

∂fs
∂y

= 0, (A.19)

или, после приведения подобных слагаемых,

∂

∂x

h∫
fs

v1dz +
∂

∂y

h∫
fs

v2dz +
∂h

∂t
= 0. (A.20)

На свободной границе давление постоянно и равно
p̃|z=h = p0. Поэтому из третьего уравнения системы
(A.15) получим

h∫
z

∂

∂z
p̃ dz = −ρg(h− z), (A.21)

p̃(z) = p0 + ρg(h− z). (A.22)

Выпишем первое уравнение системы (A.15)

ρ

h∫
fs

∂v1
∂t

dz + ρ

h∫
fs

∂(v21 −B2
1)

∂x
dz +

h∫
fs

∂p̃

∂x
dz+

+ ρ

h∫
fs

∂(v1v2 −B1B2)

∂y
dz + ρ

h∫
fs

∂(v1v3 −B1B3)

∂z
dz =

= 2ρωv2(h− fs). (A.23)

Третье слагаемое принимает вид
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∂

∂x

h∫
fs

[p0 + ρg(h− z)] dz − p0
∂h

∂x
+

+ [p0 + ρg(h− fs)]
∂fs
∂x

=

=
∂

∂x

[
p0(h− fs)ρgh(h− fs)− ρg

2
h2 +

ρg

2
fs

2
]
−

− p0
∂h

∂x
+ [p0 + ρg(h− fs)]

∂fs
∂x

=

= ρg(h− fs)
∂h

∂x
. (A.24)

После подстановки граничных условий и приведе-
ния подобных слагаемых получаем

ρ
∂

∂t

h∫
fs

v1dz + ρ
∂

∂x

h∫
fs

v21dz − ρ
∂

∂x

h∫
fs

B2
1dz+

+ ρg(h− fs)
∂h

∂x
+ ρ

∂

∂y

h∫
fs

v1v2 dz−

− ρ
∂

∂y

h∫
fs

B1B2dz−ρB0(B1|z=h −B1|z=fs) =

= 2ρωv2(h− fs). (A.25)

Считаем, что горизонтальные составляющие
магнитного поля малы по сравнению с вертикаль-
ным полем B0. Изменение горизонтальной составля-
ющей вдоль оси z обусловлено, прежде всего, сдви-
гом в слое. Поэтому выражение для производной го-
ризонтальной составляющей магнитного поля запи-
шем как

∂B1

∂z
= − B1

h− fs
, (A.26)

B1|z=h −B1|z=fs =
∂B1

∂z
(h− fs) = −B1. (A.27)

Тогда уравнение (A.25) принимает следующий вид

ρ
∂

∂t

h∫
fs

v1dz + ρ
∂

∂x

h∫
fs

v21 dz − ρ
∂

∂x

h∫
fs

B2
1 dz+

+ ρg(h− fs)
∂h

∂x
+ ρ

∂

∂y

h∫
fs

v1v2dz−

− ρ
∂

∂y

h∫
fs

B1B2dz + ρB0B1 = 2ρωv2(h− fs). (A.28)

Второе уравнение системы (A.15) преобразуется
аналогично:

ρ
∂

∂t

h∫
fs

v2 dz + ρ
∂

∂x

h∫
fs

v1v2 dz − ρ
∂

∂x

h∫
fs

B1b2 dz+

+ ρg(h− fs)
∂h

∂y
+ ρ

∂

∂y

h∫
fs

v22 dz−

− ρ
∂

∂y

h∫
fs

B2
2dz + ρB0B2 = −2ρωv1(h− fs). (A.29)

Четвертое и пятое уравнения системы (A.15) прини-
мают вид

∂

∂t

h∫
fs

B1 dz +
∂

∂y

h∫
fs

v2B1dz−

− ∂

∂y

h∫
fs

v1B2dz +B0v1 = 0, (A.30)

∂

∂t

h∫
fs

B2 dz +
∂

∂x

h∫
fs

v1B2 dz−

− ∂

∂x

h∫
fs

v2B1dz +B0v2 = 0. (A.31)

Шестое уравнение обращается в тождество.
Введем средние по высоте слоя скорости v̄i и маг-

нитные поля B̄i (обозначим при этом h́ = h− fs):

vi = v̄i + v́i =
1

h́

h∫
fs

vi dz + v́i, (A.32)

Bi = B̄i + B́i =
1

h́

h∫
fs

Bi dz + B́i, (A.33)

где i = 1, 2. Пренебрегая проинтегрированными
квадратами величин со штрихами, а также пере-
крестными членами, заменим индексы на x и y и
из уравнений (A.20), (A.28)–(A.31) получим систе-
му (2.1)–(2.5), в которой h = h́.

Таким образом, получена система МГД-уравне-
ний с вращением в вертикальном магнитном поле в
приближении мелкой воды.
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