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В рамках модели синус-Гордон дан анализ строения и свойств пульсирующих солитонов (бризеров) в
спиральных структурах магнетиков. Показано, что пульсации ядра бризера сопровождаются локальны-
ми сдвигами и колебаниями спиральной структуры с образованием «предвестников» и «хвостов» у
движущегося солитона. Обсуждаются возможности наблюдения и возбуждения бризеров в спиральных
структурах магнетиков и мультиферроиков.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследуются пульсирующие солитоны — бризе-
ры — на фоне пространственно-периодичного основ-
ного состояния среды. Периодическими несоизмери-
мыми структурами буквально изобилуют решетки
адатомов на поверхностях кристаллов с бороздча-
тым потенциальным рельефом [1, 2]. Многие маг-
нетики без центра инверсии имеют периодическое
основное состояние в виде квазиодномерной гели-
коидальной структуры [3]. «Закруткой» геликоида
можно управлять, меняя внешнее магнитное поле,
перпендикулярное оси магнитной спирали. Холесте-
рические жидкие кристаллы также характеризуют-
ся спиральным упорядочением вектора–директора
[4]. Внешние электрическое и магнитное поля поз-
воляют эффективно управлять этими структура-
ми. Наличие циклоидальной магнитной структу-
ры приводит к появлению эффективной магнито-
электрической связи за счет неоднородного магни-
тоэлектрического эффекта [5]. Теоретическое опи-
сание нелинейной динамики перечисленных систем
осложнено наличием сильно нелинейного основного
состояния среды, неразработанностью методов ана-
лиза коллективных возбуждений на неоднородном
фоне.
В несоизмеримых (полосовых доменных) струк-

турах условия образования солитонов и возможнос-

* E-mail: kiseliev@imp.uran.ru

ти управления их свойствами посредством внеш-
них электрического и магнитного полей практичес-
ки не изучены. Конструктивное решение проблемы
возможно в рамках упрощенных моделей, которые,
с одной стороны, корректно учитывают основные
взаимодействия, а с другой, — допускают точные
решения.
Во многих магнетиках и мультиферроиках [6–8]

образование спиральной структуры связано с нали-
чием линейных по градиентам инвариантов в раз-
ложении энергии системы по степеням параметра
порядка (вектора ферро- или антиферромагнетиз-
ма). Простейшая модель квазиодномерной динами-
ки спиральной структуры имеет типичное выраже-
ние для плотности функции Лагранжа [3, 9, 10]:

L =
α

2

[
1

c2
(∂tΦ)

2 − (∂ξΦ)
2

]
− κ [1− cos(NΦ)]−

− γ ∂ξΦ, (1.1)

где ξ, t — пространственная координата и вре-
мя. Для геликоидальных магнетиков с анизотропи-
ей типа «легкая плоскость» (плоскость xy) коор-
дината ξ = z, а угол Φ(z, t) описывает вращение
вектора ферро- или антиферромагнетизма вокруг
оси z. Например, в геликоидальных ферромагнети-
ках нормированный вектор ферромагнетизма имеет
вид n = (cosΦ, sinΦ, 0). Обменное взаимодействие
характеризуется постоянной α, c — максимальная
групповая скорость спиновых волн в спиральной
структуре. Второй член в уравнении (1.1) описыва-
ет модуляцию геликоидальной структуры внешним
магнитным полем H (κ � HN ; N = 1, 2), перпенди-
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кулярным оси геликоида. В антиферромагнетиках
магнитное поле приводит к наведенной анизотропии
второго порядка N = 2 [3,9,10]. Второй член может
быть также связан с кристаллографической анизот-
ропией в базисной плоскости (N = 2, 4, 6). В этом
случае параметр κ зависит от температуры. Третий
член в (1.1) обусловлен инвариантами Лифшица ти-
па

γ(nx∂zny − ny∂znx) (1.2)

для магнетиков кристаллических классов Cn, Dn

(n = 2, 4, 6) и T (соединения MnSi, FeGe) или ин-
дуцирован внешним полем для кристаллов других
симметрий [5, 11, 12]. Например, свободная энергия
антиферромагнетиков CoTiO3 и FeTiO3 содержит
слагаемое (1.2) с κ � E, где E — компонента внеш-
него электрического поля вдоль тригональной оси
(ось z). В этом случае n — вектор антиферромагне-
тизма (n2 = 1). Инварианты Лифшица могут быть
также индуцированы магнитным полем и деформа-
цией (например, в соединении ZnCr2Se4).
Для мультиферроиков с циклоидальной струк-

турой в плоскости yz координата ξ = y. Вто-
рое слагаемое в (1.1) характеризует анизотропию
в легкой плоскости yz. Последнее слагаемое опи-
сывает взаимодействия статической поляризации
среды (или внешнего электрического поля) с маг-
нитным параметром порядка. В разных системах
линейная по градиентам параметра порядка маг-
нитоэлектрическая связь записывается по-разному
[12–15]. Однако для одномерных возбуждений цик-
лоидальной структуры все выражения обычно при-
водят к слагаемому порядка ∂yΦ в плотности функ-
ции Лагранжа системы. Например, в широко рас-
пространенных двухподрешеточных антиферромаг-
нетиках, принадлежащих кристаллографическому
классуD2h, электрическое поле E, параллельное оси
z, приводит к магнитоэлектрической энергии [12]

γ(n2∂yn3 − n3∂yn2) = γ ∂yΦ,

где γ � E, n = (0, cosΦ, sinΦ) — нормированный
вектор антиферромагнетизма.
С помощью масштабных преобразований

Φ′ = NΦ, ξ′ = N

√
κ

α
ξ, t′ = Nc

√
κ

α
t, q =

γ√
κα

приведем функцию Лагранжа (1.1) к виду, удобно-
му для дальнейшего анализа:

L′ =
1

2

[
(∂t′Φ

′)2 − (∂ξ′Φ
′)2

] −
− (1− cosΦ′)− q ∂ξΦ

′. (1.3)

«Штрихи» над новыми переменными далее опуска-
ем.
Плотность энергии системы имеет вид

w =
1

2

[
(∂tΦ)

2 + (∂ξΦ)
2
]
+(1− cosΦ)+q ∂ξΦ. (1.4)

Возможные распределения поля Φ(ξ, t) являются
решениями уравнения синус-Гордон

(∂2
t − ∂2

ξ )Φ + sinΦ = 0. (1.5)

При значениях управляющего параметра q > 4/π

минимуму энергии (1.4) отвечает периодическая
спиральная структура [3, 9, 10]

ϕ0(χ) = π − 2 am(χ, k) =

= 4Arctg

(
cn(χ, k)

1 + sn(χ, k)

)
, χ =

ξ

k
. (1.6)

Здесь sn(χ, k), cn(χ, k), am(χ, k) — эллиптические
функции Якоби с модулем k (0 ≤ k ≤ 1). Пара-
метр k определяется из условия минимума средней
энергии (1.4), приходящейся на период структуры:
π q k − 4E = 0, где E = E(k) — полный эллиптиче-
ский интеграл второго рода [16].
С математической точки зрения, формула (1.6)

определяет одномерную решетку 2π-кинков поля
Φ(ξ, t) (доменных стенок). Кинки локализованы око-
ло точек ξ = L0p, вблизи которых функция ϕ0(χ)

аппроксимируется выражением [9, 10]

ϕ0(ξ) ≈ 4Arctg exp [−(ξ − L0p)/l0] ,

mod (2π).
(1.7)

Здесь p — целое число, l0 = 2Kk′/π — ширина кин-
ка, L0 = 2Kk — период структуры по координате ξ,
K = K(k) — полный эллиптический интеграл пер-
вого рода, k′ =

√
1− k2 — дополнительный модуль.

В областях между соседними кинками (в доменах)
распределение параметра порядка близко к одно-
родному: ϕ0 ≈ 2π s, где s — целое. В данной работе
рассматриваются сильно нелинейные длинноперио-
дические структуры, в которых L0 > l0. Это накла-
дывает ограничения на значения k. Например, при
L0 = 3l0 модуль k = 0.67. Далее в численных рас-
четах считаем L0 ≈ 7l0, тогда k = 0.99. Наличие
малого параметра k′ � 1 упрощает анализ солито-
нов в спиральной структуре.
Изучение динамики солитонов, распространяю-

щихся в спиральной структуре, которая сама явля-
ется решеткой из топологических солитонов (кин-
ков) — непростая задача. Ее решение требует специ-
альных методов интегрирования. В работах [17, 18]
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для построения солитонных состояний на фоне спи-
ральной структуры привлекались преобразования
Дарбу и Бэклунда. В работах [19,20] сформулирова-
на процедура «одевания» с помощью задачи Римана
на торе, пригодная для полного исследования соли-
тонов и диспергирующих волн в спиральной струк-
туре при локализованных начальных возмущениях
структуры и заданных краевых условиях на беско-
нечности. Показано, что образование и движение со-
литонов всегда сопровождается макроскопическими
сдвигами спиральной структуры. Сдвиги в краевых
условиях задачи связаны с параметрами, определя-
ющими строение и скорость солитонов. Однако пол-
ного исследования внутреннего строения и физиче-
ских свойств частицеподобных бризерных возбуж-
дений на фоне спиральной структуры осуществлено
не было. В данной работе мы восполним этот про-
бел.
Важно, что бризеры не отделимы от спиральной

структуры. Их движение и пульсации вызывают де-
формации структуры, в том числе с формировани-
ем «предвестников» и «хвостов» у движущихся со-
литонов. Детальное изучение тонкого строения ядра
бризера позволяет предложить способы наблюдения
и возбуждения бризеров в спиральных структурах
магнетиков и мультиферроиков.

2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Решение, описывающее пульсирующий соли-
тон — бризер в спиральной структуре, — имеет вид
[9, 19, 20]

Φ(χ, t) = ϕ0(χ̄)+

+ 4Arctg

[
tg

θ̃

2

( |m1|2 − |m2|2
|m1|2 + |m2|2

)]
, (2.1)

где χ̄ = χ+2 ρ, θ̃ = am(μ, k)+am(μ∗, k); μ = −ρ+ iθ,
0 < ρ < K, −2K ′ < θ < 2K ′ (θ �= ±K ′); K ′ =

= K(k′) — полный эллиптический интеграл первого
рода с модулем k′. Угол θ̃ определяется выражением

tg
θ̃

2
=

sn(ρ, k)

cn(ρ, k)
dn(i θ, k). (2.2)

Отношение m1/m2 выражается через сигма-функ-
ции Вейерштрасса [16] с периодами [2K, 4iK ′]:

m1

m2
=

a1(χ̄) exp(y + iγ) + b2(χ̄)

a2(χ̄)− b1(χ̄) exp(y + iγ)
, (2.3)

a1 = σ(χ̄+μ) exp
[
−η1χ̄μ

K

]
, a2 = σ(χ̄−μ) exp

η1χ̄μ

K
,

b1 = iσ(χ̄+2iK ′+μ) exp
[
−η3(χ̄+iK ′+μ)−η1χ̄μ

K

]
,

b2 = iσ(χ̄+2iK ′−μ) exp
[
−η3(χ̄+iK ′−μ)+

η1χ̄μ

K

]
;

y + i γ = −Z(μ, k)χ+
it

k
dn(μ, k) + ln c,

где c — комплексная постоянная интегрирования,
Z(μ, k) — дзета-функция Якоби.
С точностью до несущественного переопределе-

ния постоянной c выполняется равенство

Φ(μ± 2iK ′, χ, t) = Φ(μ, χ,−t). (2.4)

Поэтому достаточно обсудить решение (2.1) при зна-
чениях |θ| < K ′, 0 < ρ < K. Свойства решения в
пределе μ → −ρ± iK ′ требуют специального обсуж-
дения.
Комплексный параметр μ определяет скорость V

бризера, ширину l ограничивающих его доменных
стенок, волновое число p и частоту ω пульсаций по-
ля Φ в области локализации бризера:

l = − k

ReZ(μ)
, p =

1

k
ImZ(μ), ω =

1

k
Rednμ,

V = − Imdnμ

ReZ(μ)
.

Явные выражения для скорости движения бризера
как целого и его частоты имеют вид [21]

V =
k2sρcρs

′
θ

Z(ρ, k)[1− s′2θ d2ρ] + k2sρcρdρs′2θ
,

ω =
dρc

′
θd

′
θ

k(1− s′2θ d2ρ)
.

(2.5)

Здесь для сокращения записи введены обозначения:
sn(ρ, k) = sρ, sn(θ, k′) = s′θ и т. д.
Если ввести частоту бризера в сопутствующей

ему системе отсчета: Ω = ω − pV , то на плоскости
V –Ω параметры бризера попадут в энергетическую
щель между голдстоуновской и активационной вет-
вями спектра линейных спин-волновых мод в спи-
ральной структуре [17].
Образование бризера сопровождается макроско-

пическим сдвигом спиральной структуры на вели-
чину Δ = 4 ρ [9, 19, 20]:

Φ(χ, t) → ϕ0(χ) при z → +∞,

Φ(χ, t) → ϕ0(χ+Δ) при z → −∞.
(2.6)

Специально подчеркнем, что, хотя первое слагаемое
в (2.1) формально соответствует некоторой равно-
весной спирали, оно отличается от верных гранич-
ных значений (2.6) однобризерного возбуждения в
спиральной структуре.
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Внутренние колебания и поступательное движе-
ние стабилизируют частицеподобные свойства бри-
зера. На интервале |θ| < K ′ его скорость — нечетная
функция параметра θ. Поэтому направление дви-
жения солитона определяется только знаком θ. Ес-
ли θ = 0, бризер неподвижен. При заданном сдвиге
структуры (при ρ = const) возрастание параметра θ
от нуля до K ′ сопровождается монотонным ростом
скорости бризера от нуля до наибольшего значения
при θ → K ′ − 0, которое зависит от ρ. Предельная
скорость бризера в спиральной структуре не превы-
шает максимальной групповой скорости активаци-
онных спиновых волн [17], которая в безразмерных
переменных равна единице. При том же изменении
параметра θ частота бризера в лабораторной систе-
ме координат варьируется от конечных до близких
к нулю значений.
Первый член решения (2.1) не зависит от време-

ни, поэтому амплитуда пульсаций бризера опреде-
ляется вторым слагаемым. Поскольку

|(|m1|2 − |m2
2|)|

|m1|2 + |m2
2|

≤ 1,

это слагаемое по величине не превышает

4Arctg tg
θ̃

2
= 2θ̃.

Детальный анализ показывает, что амплитуда A

неподвижного бризера (параметр θ = 0) в точнос-
ти соответствует такой оценке: A = 2 θ̃ = 4amρ

(см. (2.2)). Амплитуда пульсирующего солитона тем
больше, чем больше сопровождающий его образова-
ние сдвиг структуры. Отметим, что среди всех бри-
зеров с амплитудой, равной π, максимальную часто-
ту имеет неподвижный бризер.
Взаимодействия между соседними кинками спи-

ральной структуры являются экспоненциально сла-
быми, а расстояния между ними — большими. Поля
бризеров в спиральной структуре также экспонен-
циально убывают при удалении от их центров. В та-
кой ситуации сильнонелинейные трансформации по-
ля Φ наблюдаются только при встрече ядра бризера
с одним из кинков структуры. Сравнительно про-
стое, но достаточно точное выражение для поля Φ,
характеризующее процесс взаимодействия бризера с
отдельным кинком структуры, можно найти разло-
жением аналитического решения модели по малому
параметру k′ � 1.
Решение, описывающее взаимодействие бризера

с одной стенкой (кинком) структуры, получим в пре-
деле k → 1, μ = −ρ+ iθ = const. Оно имеет вид

Φ(z, t) =

= 4Arctg

[
ex̄ sh ρ cos(γ + θ)+ ch(y+ρ) cos θ

ex̄ cos θ ch(y−ρ)+ sh ρ cos(γ−θ)

]
, (2.7)

y =
z sh 2ρ− 2t sin θ sh ρ

ch 2ρ+ cos 2θ
− y0,

γ =
−z sin 2θ + 2t cos θ ch ρ

ch 2ρ+ cos 2θ
− γ0,

где x̄ = z + 2ρ; y0, γ0 — вещественные параметры.
Бризер (2.7) движется со скоростью V = sin θ/ ch ρ

и пульсирует с частотой ω = 2 cos θ ch ρ[ch 2ρ +

+ cos 2θ]−1 в лабораторной системе отсчета и с час-
тотой Ω = cos θ/ ch ρ в системе отсчета, связанной с
бризером.
Доменная стенка после прохождения через нее

бризера сдвигается на величину Δ = 4 ρ в сторону,
противоположную направлению движения бризера.
Приближение (2.7) хорошо описывает прохождение
бризера через доменную стенку лишь при сравни-
тельно небольших значениях параметра: 0 < ρ ≤
≤ K/2, когда можно пренебречь влиянием других
стенок структуры.

3. НЕПОДВИЖНЫЕ БРИЗЕРЫ

Решение (2.7), описывающее взаимодействие
бризера с одиночным кинком, обладает свойством
симметрии:

Φ(ρ, θ ± π, z, t) = Φ(ρ, θ,−t),

поэтому ограничимся его анализом при 0 < ρ < ∞,
|θ| < π/2. Наиболее удобен для наблюдения непо-
движный бризер. В интервале |θ| < π/2 его скорость
обращается в нуль только при θ = 0. В этом случае
параметр y0 задает положение бризера относитель-
но доменной стенки (2 π-кинка поля Φ). В пределе
y0 → ±∞ бризер отодвигается на бесконечность, и
формула (2.7) при θ = 0 описывает изолированный
кинк:

Φ ≈ 4 arctg e−z−4ρ при y0 → +∞, (3.1)
Φ ≈ 4 arctg e−z при y0 → −∞. (3.2)

Когда бризер находится вдали от доменной стен-
ки, его вид находим из (2.7) (θ = 0) при y = const,
|x̄| 
 1:

Φ ≈ 4 arctg

[
sh ρ cos γ

ch(y − ρ)

]
при x̄ 
 1, (3.3)

Φ ≈ 2π − 4 arctg

[
sh ρ cos γ

ch(y + ρ)

]
при x̄ � −1. (3.4)
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Формулы (3.1), (3.3) характеризуют состояние,
в котором кинк находится слева от бризера в точ-
ке zk = −4ρ, а бризер — справа в точке zb =

= (ρ + y0)/ th ρ 
 1. Выражения (3.2), (3.4) отве-
чают противоположному случаю, когда кинк нахо-
дится справа в точке zk = 0, а бризер — слева в
точке zb = (y0 − ρ)/ th ρ � −1. В обоих случаях рас-
стояние между кинком и бризером велико, и они не
взаимодействуют друг с другом. Частота и ампли-
туда изолированного бризера

ω = ch−1 ρ, A = 4 arctg sh ρ,

а его ширина (на половине амплитуды):

db =
2

th ρ
Arcsh

(
2 ch2

ρ

2

)
.

В отсутствие движения бризера вдоль структу-
ры его интенсивное взаимодействие с кинком наб-
людается, только когда области их локализации
сближаются (при −ρ[1 + 4 th ρ] ≤ y0 ≤ ρ). При сбли-
жении бризера и кинка их ядра начинают совершать
продольные колебания. Кинк отодвигается от бри-
зера, когда глубина пульсаций бризера увеличива-
ется, и приближается к нему с ростом высоты пуль-
саций. Максимальная амплитуда продольных коле-
баний кинка — порядка его полуширины. По мере
дальнейшего сближения ядер солитонов на удален-
ном от бризера крае кинка (впереди бризера) за-
рождаются малые периодические всплески (углуб-
ления). Они находятся в противофазе с пульсаци-
ями ядра бризера: достигают наибольшей высоты
(глубины), когда глубина (высота) бризера возрас-
тает. При дальнейшем сближении ядер солитонов
весь первоначальный бризер «перетекает» в обра-
зовавшийся зародыш пульсаций, оставляя после се-
бя на противоположном краю кинка противофазные
пульсации малой амплитуды. При дальнейшем рас-
хождении ядер бризера и кинка оба объекта приоб-
ретают стационарную форму без остаточных коле-
баний на противоположном по отношению к бризеру
краю кинка.
При наличии спиральной структуры указан-

ные свойства солитонов сохраняются лишь отчас-
ти. Даже в длиннопериодических структурах бри-
зер не отделим от спиральной (полосовой доменной)
структуры. Сильные взаимодействия модифициру-
ют свойства как структуры, так и солитона. Обсу-
дим изменение характера коллективных колебаний
системы в зависимости от значений параметра ρ, от-
ражающего макроскопический сдвиг Δ = 4 ρ струк-
туры из-за образования в ней неподвижного бризе-
ра (2.1). Согласно (2.5), в интервале |θ| < K ′ бризер

неподвижен только при θ = 0, следовательно, μ =

= −ρ, 0 < ρ < K.
При ρ ≤ 0.2K бризер представляет собой про-

тяженную область малоамплитудных колебаний по-
ля Φ около равновесных положений слабо деформи-
рованной спиральной структуры. Используя тожде-
ство

i
σ(χ)

σ(χ+ 2 iK ′)
exp [η3(χ+ iK ′)] =

k snχ

1 + dnχ
(3.5)

и приближение

4Arctg

(
cn(χ̄, k)

1 + sn(χ̄, k)

)
+ 4ρ dnχ th y ≈

≈ 4(1− 2ρ th y∂χ̄)ϕ0(χ̄) ≈ ϕ0(χ̄− 2ρ th y),

для поля Φ получаем выражение

Φ(χ, t) ≈ ϕ0(χ+ 2ρ[1− th y]) +
4ρk

ch y
snχ cos γ. (3.6)

Здесь

γ =
t

k
− γ0, y =

(
1− E

K

)
ρχ− y0,

γ0, y0 — вещественные постоянные.
Первое слагаемое в выражении (3.6) характе-

ризует малую неоднородную трансляцию исходной
спиральной структуры из-за образования бризера.
Второй член описывает слаболокализованные коле-
бания на фоне сдвинутой структуры. Они имеют
вид «обрезанной» стоячей малоамплитудной волны.
Функция snχ удовлетворяет уравнению Ламе:

[∂2
χ + k2(1− 2 sn2χ) + 1] snχ = 0,

которое определяет активационную линейную моду
с нулевым квазиимпульсом и частотой ω = 1/k на
фоне спиральной структуры [22]. В области локали-
зации бризера пучности колебаний поля Φ совпада-
ют с центрами χ = (2m+ 1)K доменов, а узлы — с
центрами χ = 2Km стенок структуры (m — целое
число).
При 0.2K < ρ < K пульсации бризера локализу-

ются в конечной области — в его ядре. Центр бризе-
ра сдвигается вдоль спиральной структуры при из-
менении параметра y0 = ln |c|. Наиболее интересен
случай, когда область интенсивных колебаний по-
падает внутрь одного из доменов структуры. Тогда
ядро бризера относительно слабо взаимодействует с
ближайшими к нему стенками структуры.
Напомним, что образование бризеров всегда со-

провождается макроскопическими сдвигами струк-
туры (см. (2.6)). При ρ = K/2 неподвижный бри-
зер имеет особенно простой вид, так как приводит
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к сдвигу спиральной структуры по переменной χ на
период: Δ = 2K. Используя тождество (3.5) и соот-
ношения

i
σ(u+K + 2 iK ′)

σ(u)
exp [η2u− η3(K + iK ′)] =

= −r

[
cn(v, k)

sn(v, k)
+ k′

sn(v, k)

cn(v, k)

]∣∣∣∣
v=u/2

,

i
σ(u +K)

σ(u+ 2 iK ′)
exp [η2u− η3iK

′] =

= −r

[
dn(v, k)− k′

dn(v, k)

]∣∣∣∣
v=u/2

;

Z

(
K

2

)
=

1− k′

2
,

2ir = σ(K + 2 iK ′) e−η3(K+i K′) = const,

поле Φ для такого бризера можно выразить через
эллиптические функции Якоби:

Φ(χ, t) = ϕ0(χ)+4Arctg

(
α cos γ− exp(−y)

β cos γ+exp y

)
, (3.7)

где

y =
1− k′

2k
z − y0, γ =

√
k′

k
t+ γ0,

y0, γ0 — вещественные постоянные. Коэффициенты
в формуле (3.7) имеют вид

α = a
√
k′ (1 + k′)s0

(
s0(1− k′)
1 + d0

+
d2 + k′

d2 − k′

)
,

β = a (d0 + k′)
[
1 +

s0(1 + k′)2

(1 + d0)(1− k′)

(
d2 − k′

d2 + k′

)]
,

a = (k′)−1/4[2 (1− k′)]−1/2

(
1 + d0
k′ + d20

)(
d− k′

d

)
.

Для сокращения записи введены обозначения s0 =

= sn (χ+K/2), s = sn (χ/2 +K/4) и т. д. Здесь мы
преобразовали формулу (2.1) так, чтобы выделить
асимптотическое поведение поля Φ (2.6) на беско-
нечности.
Когда ядро бризера (3.7) находится в одном из

доменов структуры, его форма отчасти аппрокси-
мируется решением (3.3), (3.4) на однородном фоне
с параметром ρ = K/2 ≈ ln(2/

√
k′ ). Заметим, что

при k′ � 1 величина ρ не является большой. Даже
при k = 0.99 имеем K/2 ≈ 1.68.
В то же время, взаимодействие ядра бризера со

структурой оказывается важным и проявляется в
новых свойствах всей системы. Прежде всего яд-
ро бризера отодвигает от себя ближайшие 2π-кинки

1.05K ~3K 4K
�

�

2�

A

Рис. 1. Амплитуда пульсаций неподвижного бризера как
функция сдвига структуры Δ

спиральной структуры. В результате оно колеблет-
ся в пределах домена, длина которого в терминах
χ = z/k больше периода 2K спиральной структуры
и составляет величину порядка 3K. Именно в этом
кроется причина изменения краевых условий задачи
(2.6) при образовании бризера в решетке кинков. В
отличие от бризера на однородном фоне, ядро бризе-
ра в структуре не только пульсирует, но и соверша-
ет дополнительные малые колебания между стенка-
ми протяженного домена. Протяженный домен иг-
рает роль резонатора. Половинки ядра бризера по-
разному деформируются в ходе колебаний центра
бризера вдоль такого резонатора. Продольные коле-
бания ядра бризера передаются ближайшим к нему
кинкам структуры.
При k = 0.99 для бризера (3.7) сдвиг структуры

Δ = 2K ≈ 6.7, а амплитуда колебаний ядра бризера
вдоль спирали порядка 0.4.
В общем случае с ростом сдвига структуры Δ

увеличиваются амплитуда пульсаций бризера, про-
тяженность резонаторного домена, амплитуды про-
дольных осцилляций ядра бризера и стенок струк-
туры. Зависимость амплитуды пульсаций бризера
от параметра Δ представлена на рис. 1. При Δ ≤
≤ 1.05K и 3K ≤ Δ ≤ 4K эта зависимость почти
линейна.
В интервале 2K ≤ Δ ≤ 3K амплитуда продоль-

ных колебаний ядра бризера — порядка 0.4–0.6, а
при 3K ≤ Δ ≤ 4K — возрастает от 0.6 до 0.8 и
достигает сорока процентов от периода структуры.
При этом протяженность резонаторного домена воз-
растает почти до двух периодов структуры.
Для определения характера продольных колеба-

ний стенок структуры около неподвижного бризера
проанализируем асимптотики решения (2.1) при θ =

= 0, |y| 
 1 (вне ядра бризера).

11 ЖЭТФ, вып. 6
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При θ = 0 коэффициенты a1, b1, a2, b2 веществен-
ны и удовлетворяют соотношениям

a1
b1

= − k s−
1 + d−

,
a2
b2

= − k s+
1 + d+

,

где s± ≡ sn(χ̄± ρ, k), d± ≡ dn(χ̄ ± ρ, k), χ̄ = χ + 2ρ.
С учетом этого замечания, находим

Φ(χ, t) ≈ ϕ0(χ) + 4Arctg[R+ exp(−y) cos γ],

y 
 1;

Φ(χ, t) ≈ ϕ0(χ− 4ρ) + 4Arctg[R− exp y cos γ],

y � −1;

(3.8)

R+ =
2sρks1(a1a3 + b1b3)

cρ(a21g− + b21g+)|c|
,

R− =
2sρks3|c|(a1a3 + b1b3)

cρ(b23h+ + a23h−)
,

g± = 1± s2ρ
c2ρ

d−dθ, h± = 1± s2ρ
c2ρ

d+dθ.

Здесь для сокращения записи введены обозначения:
sn(ρ, k) = sρ, sn(iθ, k) = sθ и т. д.
Коэффициенты R± определяют величину и на-

правление смещения доменных стенок относительно
равновесных положений. Коэффициент R+ обраща-
ется в нуль в узловых точках:

χn = 2K(1 + n)− ρ, n = 0, 1, 2, 3 . . . , χn 
 1.

Аналогично, R− = 0 в точках

χm = −3ρ− 2Km, m = 0, 1, 2, 3 . . . , χm � −1.

Доменные стенки располагаются между узлами
(жирные точки на рис. 2). Функции R±(χ) перио-
дичны, знакоопределены в пределах каждого доме-
на, а при переходе от одной стенки к другой меня-
ют знак. Отсюда следует, что все четные (нечетные)
стенки структуры колеблются в фазе по отношению
друг к другу и в противофазе по отношению к нечет-
ным (четным) стенкам. Это отражено выбором на-
правлений стрелок на рис. 2.
Ядро бризера колеблется между узловыми точ-

ками χ = −3ρ и χ = 2K − ρ. В некоторые моменты
времени ядро принимает форму «плато» протяжен-
ностью 2K + 2ρ. «Плато» образует с осью x малый
угол α: tgα ≈ α = −ϕ0(ρ)/(K + ρ).
Ближайшие к ядру бризера доменные стенки (с

номером n = 1) колеблются в противофазе с ядром.
Их колебания имеют амплитуду порядка 0.2–0.4 в
зависимости от величины Δ. Амплитуда колебаний
последующих кинков (с номерами n = 2, 3, . . .) экс-
поненциально убывают с ростом номера кинка. На

�( , )� t� �0( )

� � �0( + 4 )

–4 am �

4 am �
2�

2 –K �

–2 – 3K �

4 –K �

�

2

1

1

2

–3� �

Рис. 2. Неподвижный бризер на фоне спиральной структу-
ры. Сплошной, штриховой и пунктирной линиями отмече-
ны положения бризера в различные моменты времени. В
асимптотике при z → ±∞ бризер «выходит» на фоновую

структуру, изображенную штрихпунктиром

рис. 2 числа в кружочках нумеруют кинки. Частота
предельных колебаний стенок равна частоте бризе-
ра.
В пределе μ = −K + ε, ε → +0 бризер (2.1) те-

ряет пространственную локализацию. Его делока-
лизация сопровождается сильными периодически-
ми во времени продольными колебаниями кинков
структуры. Само ядро бризера колеблется в преде-
лах протяженного домена длиной порядка 4K − 2ε,
однако вне его образуется протяженная область мо-
дуляций спиральной структуры в форме нелиней-
ной стоячей волны.
Для соединения Cr1/3NbS2 зависимость периода

спиральной структуры от модуля k хорошо описы-
вается моделью синус-Гордон [23]. Примем за ма-
териальные параметры этого соединения значения,
использованные в работах [23,24]. Тогда при 0.2K <

< ρ < K для частоты пульсаций бризера полу-
чим оценку ν = 107–108 Гц. Отсюда следует, что
бризер в спиральной структуре можно обнаружить
по поглощению СВЧ-мощности на характерных ча-
стотах, которые попадают в энергетическую щель
спектра активационных и голдстоуновских стоячих
линейных волн на фоне спиральной структуры.
В оптически прозрачных материалах макроско-

пическую дилатацию одного из доменов спиральной
структуры из-за образования бризера можно визуа-
лизировать магнитооптическими методами. Движе-
ние бризера по структуре можно трактовать так,
что содержащий его длинный домен как бы пере-
мещается вдоль структуры со скоростью V (2.5).
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Рис. 3. Линия V = Vph в прямоугольнике 0.05K ≤ ρ ≤
≤ 0.75K, 0 ≤ θ ≤ K′. Область, где V > Vph, заштрихова-

на

В мультиферроиках с циклоидальной структу-
рой длинный домен с ядром бризера можно обна-
ружить, фиксируя локальные электрические поля
от стенок структуры.

4. ДВИЖУЩИЕСЯ БРИЗЕРЫ

В общем случае (при 0 < ρ < K, |θ| < 2K ′, θ �=
�= ±K ′) решение (2.1) описывает движение бризера
в решетке 2π-кинков поля Φ. Размер ядра бризера
порядка (2K + Δ/2) определяется сдвигом струк-
туры Δ = 4ρ и слабо зависит от параметра θ. В
то же время, структура бризера как целого суще-
ственно зависит от параметра θ, а точнее, от соот-
ношения его поступательной скорости V (2.5) и фа-
зовой скорости Vph = ω/p волновых процессов в яд-
ре бризера. При V < Vph деформации спиральной
структуры подстраиваются к пульсациям бризера.
В ходе движения ядра бризера пульсации его поля
«перетекают» из одного домена структуры в сосед-
ний подобно тому, как это происходило при сбли-
жении неподвижного бризера и кинка на однород-
ном фоне. После прохождения через очередную до-
менную стенку бризер «опрокидывается», и его ядро
пульсирует в области, размер которой практически
совпадает с размером бризера.
На рис. 3 критическому значению скорости бри-

зера V = Vph соответствует сплошная линия в пря-
моугольнике параметров 0.05K ≤ ρ ≤ 0.75K, 0 ≤
≤ θ ≤ K ′. При V ≈ Vph частота колебаний бри-
зера Ω ≈ 0 в сопутствующей ему системе отсчета,
а размер участка, на котором бризер отклоняется
от фона, заметно превышает размер ядра бризера.
Так, при ρ = K/2, |θ| ≈ 0.7K ′ (Ω ≈ 0) ширина бри-
зера по переменной χ становится порядка 4K (это
два периода структуры), в то время как ядро име-

B�

A�

B

A

�( , )� t

� �0( )

� – t

� � �0( + 4 )

V

k

Рис. 4. Эволюция бризерного решения (2.1) при V > Vph

ет размер 3K. При дальнейшем росте скорости бри-
зера V > Vph (ρ = K/2, |θ| > 0.7K ′) деформации
спиральной структуры из-за их инерционности не
успевают следовать за быстрыми изменениями яд-
ра бризера. Это проявляется в том, что к ядру пе-
риодически добавляются вытянутые участки силь-
ных квазистатических деформаций структуры, ко-
торые возникают альтернативно: либо как «пред-
вестники», либо как «хвосты» движущегося соли-
тона.

Рисунок 4 иллюстрирует колебания бризера в
системе отсчета, движущейся со средней скоростью
бризера V . При t ≈ 0 решение ведет себя подобно
неподвижному бризеру: его пульсации сосредоточе-
ны в ядре и в малой степени передаются соседним
стенкам. Как и в случае неподвижного бризера, под-
берем константу интегрирования c (см. (2.3)) так,
чтобы центр бризера в начальный момент времени
оказался в середине домена. Тогда при t = 0 фор-
мируется плато, ширина которого равна примерно
(2K +Δ/2) и определяет область локализации ядра
бризера. Затем в некоторый момент времени центр
ядра бризера достигает предельного значения (точ-
ка A), после чего левый край ядра (точка B) «отры-
вается» от фоновой структуры. Начиная с этого мо-
мента, левый край бризера ведет себя как центр но-
вого ядра, в то время как центр прежнего ядра ста-
новится краем доменной стенки. Новый центр ядра
немного замедляется. Поэтому на рис. 4 он начина-
ет «подниматься» вверх по ступенькам структуры.
Удаленная от него часть прежнего ядра лишь слег-
ка отодвигается от точки A вверх и вправо. В ходе
своего движения центр ядра сначала оказывается на
одном уровне с A, формируя плато той же ширины,
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что и прежде, а потом продолжает подниматься до
максимального значения B′. Таким образом, ядро,
немного замедляясь, оставляет перед собой «пред-
вестник», состоящий из сдвинутых доменов и домен-
ных стенок.
Со временем «предвестник» постепенно удаляет-

ся от ядра. При t = T/4, где T = 2π/ω — период ко-
лебаний, ядро бризера и его «предвестник» оказы-
ваются в предельных положениях, отмеченных на
рис. 4 жирной линией. Затем ядро начинает уско-
ряться. Поскольку оно проходит все предыдущие
стадии в обратной последовательности, «предвест-
ник» сокращается. При t ≈ T/2 центр ядра бризе-
ра вновь попадает в точку A и бризер принимает
тот же вид, что и в начальный момент времени. На
следующем полупериоде ядро бризера по инерции
«проскакивает» равновесное положение и движет-
ся вправо, оставляя за собой «хвост» по аналогии с
тем, как это было с «предвестником».
Протяженность «хвоста» равна протяженности

«предвестника» в соответствующие моменты време-
ни. Их предельная длина монотонно возрастает как
с ростом ρ, так и с ростом θ. При θ = K ′−0 решение
(2.1) принимает вид

Φ(χ, t) = ϕ0(χ+ 2ρ) + 4Arctg

[
−sρ
cρ

×

×
(

eyd−|a−|2 − e−yd+|a+|2 + 2B

ey|a−|2 + e−y|a+|2 + 2 Im(a+a−)

)]
, (4.1)

где

B = Re[a+a−(ζ++ζ−+γ̃)], d± ≡ dn(χ̄± ρ, k),

χ̄ = χ+ 2ρ, ζ± ≡ ζ(χ̄± [ρ− iK ′]),

γ̃ = χ

(
cρ
sρ

)2

− t dρ
k s2ρ

,

y = −χReZ(−ρ+ iK ′)− tcρ
ksρ

+ ln |c|,

a± = σ(χ̄± [ρ− iK ′]) exp
[η3ρ

2

]
exp

[
±η1χ̄ρ

K

]
.

При получении этого выражения возникает неопре-
деленность. Для ее правильного раскрытия необхо-
димо выбрать arg c = 2iη3ρ.
Решение (4.1) апериодично. При t � −1 пе-

редняя часть бризера (4.1) вытянута и охватывает
несколько лежащих перед ним доменных стенок. С
ростом t вытянутая часть начинает сжиматься и в
«срединной» области, где слагаемое B ≈ 0, она схо-
дит на нет, а весь бризер локализуется в ядре, ана-
логично рис. 4. После этого задняя часть бризера
растягивается, формируя «хвост», длина которого

по мере движения ядра бризера неограниченно воз-
растает.
Бризеры, движущиеся со сравнительно неболь-

шими скоростями V � Vph, имеют более простое
строение. Их легче обнаружить. При материальных
параметрах соединения Cr1/3NbS2 [23, 24] для ско-
рости хорошо локализованных бризеров (K/4 < ρ <

< 3K/4) получаем оценки: 0 < V ≤ 13–40 м/c. Обра-
зование и движение таких солитонов должно сопро-
вождаться локальными сдвигами спиральной струк-
туры на расстояния от 0.5 до 1.5 ее периода.

5. ВОЗБУЖДЕНИЕ БРИЗЕРОВ В
СПИРАЛЬНОЙ СТРУКТУРЕ

Проведенный анализ подсказывает пути возбуж-
дения бризера в спиральной структуре. Необходимо
посредством внешних полей удлинить и возмутить
один из доменов структуры так, чтобы он стал ре-
зонатором для бризера. Это можно сделать посред-
ством модуляций внешнего поля.
Приведенные качественные соображения можно

подтвердить расчетом. Воспользуемся результатами
работы [19], где предложена схема интегрирования
модели (2.1) при локализованных начальных возму-
щениях структуры и краевых условиях (2.6). Со-
гласно [9,19], начальные возмущения генерируют со-
литоны только тогда, когда в формулировке прямой
задачи рассеяния один из коэффициентов матрицы
перехода обращается в нуль.
Зададим начальное возмущение спиральной

структуры в виде ступеньки шириной d и высо-
той 2f :

Φ(χ, t = 0) = ϕ0(χ+Δ), χ < χ0,

Φ(χ, t = 0) = 2f = const, χ0 < χ < χ1,

Φ(χ, t = 0) = ϕ0(χ), χ > χ1,

(5.1)

где χ0 = r−K, χ1 = 2K−r, χ1−χ0 = d = 2(K−r)+Δ.
Следуя работам [9, 19], находим уравнение для рас-
чета параметра μ = −ρ + iθ (θ = 0), задающего
структуру бризера:

cth

(
ξkd

2

)
+

k

ξ
sn(ρ, k) sn(r − ρ, k) cos f = 0,

ξ =
√
cos2 f − cn2(ρ, k).

(5.2)

Это и есть упомянутое ранее условие обращения в
нуль одного из коэффициентов матрицы перехода.
Величина K − r (0 ≤ r ≤ K) определяет смеще-

ние ступеньки относительно спиральной структуры.
При r = K ступенька моделирует начальное воз-
мущение одного из доменов структуры длиной d =
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= Δ. При 0 ≤ d ≤ 1.8K такое возмущение не по-
рождает бризера: фоновые распределения ϕ0(χ) и
ϕ0(χ+Δ) сближаются, формируя единую структу-
ру ϕ0(χ + Δ/2) на всей области изменения χ. Со-
гласно численному моделированию, ступенька гене-
рирует бризер, начиная с пороговых значений ее вы-
соты 2 f ≥ 3 am(ρ, k). В случае 4 amρ < 2 f ≤ 6 amρ

начальное возмущение сначала снижает амплитуду
до уровня A = 4 amρ, сбрасывая избыток энергии
в виде диспергирующих волн. Затем из него фор-
мируется неподвижный бризер, ядро которого рас-
полагается в середине резонаторного домена. Когда
высота ступеньки 2 f ≥ 6 amρ, она распадается на
два бризера, движущихся в противоположных на-
правлениях.
Аналитический расчет (5.2) дает близкие резуль-

таты. А именно, если задать ступеньку высоты 2f �
� 4amρ, то уравнение (5.2) будет иметь решения
μ = −ρ, когда параметр ρ лежит в интервале 1.8K ≤
≤ ρ ≤ 2.5K. При этом Δ = 4ρ = d.
Интересно и важно, что в мультиферроиках с

циклоидальной структурой посредством комбина-
ции внешних электрического и магнитного полей
можно создавать условия, благоприятные для
наблюдения солитонов, и эффективно управлять
возможностями их генерирования. Мультифер-
роики с циклоидальной структурой образуют
богатый класс материалов. Без анализа солитонных
режимов в этих материалах невозможна успеш-
ная интерпретация экспериментальных данных,
конструирование новых магнитоэлектрических
приборов и устройств, работающих без потерь
энергии из-за протекания токов.

Авторы выражают благодарность С. В. Батало-
ву за помощь в проведении численных расчетов.
Работа выполнена в рамках государственного за-

дания ФАНО России (тема «Квант», №01201463332)
и поддержана Стипендией Президента РФ для мо-
лодых ученых (СП-6342.2013.1).
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