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Проводится исследование времени установления стационарного распределения по поступательным степе-
ням свободы двухуровневых атомов в поле одномерной стоячей световой волны. Получены зависимости
этого времени от параметров задачи: интенсивности световой волны, отстройки и массы атома. Расче-
ты проведены на основе квантового кинетического уравнения для атомной матрицы плотности с полным
учетом эффектов отдачи и пространственной локализации в световом поле произвольной интенсивности.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Идея использования света для механического
воздействия на вещество возникла давно, но лишь
с изобретением лазеров появилось мощное и точное
средство для эффективного управления поступа-
тельными степенями свободы атомов: ускорения, за-
медления, отклонения, коллимирования и локализа-
ции. В настоящее время лазерное охлаждение явля-
ется хорошо развитой областью науки на стыке ла-
зерной физики и атомной оптики, открывшей мно-
жество различных перспектив и применений (см.,
например, [1–5]). В частности, следует отметить та-
кие важные направления, как получение и иссле-
дование конденсата Бозе –Эйнштейна [6], квантовая
информатика, атомная нанолитография и интерфе-
рометрия [7]. Кроме того, комбинация лазерного
охлаждения и современных методов прецизионной
спектроскопии позволяет создавать стандарты час-
тоты и времени [8], точность и стабильность кото-
рых достигает величин порядка 10−17–10−18 [9, 10].

Были разработаны различные методы локализа-
ции и охлаждения атомов (магнито-оптические и

* E-mail: ilenkov.roman@gmail.com
** E-mail: viyudin@mail.ru

дипольные ловушки, оптические решетки и т. д.),
ставшие неотъемлемой частью современной фун-
даментальной и прикладной науки. Естественно,
что такой мощный прогресс не был бы возможен
без теоретического анализа и рассмотрения про-
цессов, возникающих при взаимодействии атомов с
электромагнитным полем. Однако полное описание
с учетом реальной многоуровневой структуры ато-
ма, спонтанного распада, эффекта отдачи и влия-
ния поляризации поля представляет собой крайне
сложную задачу. Начало ее решению было положе-
но в 1970–80-х гг. исследованием самой простой сис-
темы — двухуровневого атома в резонансном све-
товом поле [1, 2, 11–13]. Аналитическое исследова-
ние данной модели с помощью квазиклассическо-
го подхода (см., например, [14]), рассматривающего
охлаждение в терминах светоиндуцированных сил и
их флуктуации (диффузии в пространстве импуль-
сов), позволило наглядно понять многие механизмы
охлаждения. Но, несмотря на все достоинства, ква-
зиклассический подход имеет свои серьезные огра-
ничения, поскольку описывает лишь те случаи, ко-
гда однофотонная частота отдачи мала по сравне-
нию с естественной шириной линии охлаждающего
перехода, и не пригоден для рассмотрения сильно
запрещенных переходов, таких, например, как ин-
теркомбинационный переход в атоме стронция, ко-
торый используется в экспериментах для лазерного
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охлаждения [15]. Не лишены ограничений и исполь-
зуемые квантовые подходы. В частности, для опи-
сания охлаждения и локализации атомов в оптиче-
ском потенциале используется секулярное прибли-
жение [16]. Данное приближение предполагает, что
расстояние между энергетическими зонами в опти-
ческом потенциале больше их ширины, обусловлен-
ной оптической накачкой и туннелированием. При
этом световой сдвиг определяет глубину оптическо-
го потенциала. Для фиксированной глубины опти-
ческого потенциала данное приближение справед-
ливо в пределе больших отстроек. И наоборот, при
заданной отстройке оно нарушается в глубоком оп-
тическом потенциале. Более того, даже при выпол-
нении этих условий секулярное приближение хоро-
шо выполняется лишь для нижних колебательных
уровней оптического потенциала и нарушается для
более высоких, где расстояние между колебательны-
ми уровнями становится меньшим вследствие эф-
фектов ангармонизма, а также для атомов, совер-
шающих надбарьерное движение.

Ранее нами был разработан быстрый и эффек-
тивный метод расчета [17] стационарных импульс-
ных и пространственных распределений атомов в
поле стоячей световой волны с полным учетом эф-
фектов отдачи и локализации без решения динами-
ческой задачи. Однако для практического примене-
ния важно иметь представление так же о том, за
какое время атомы будут охлаждены до необходи-
мой температуры и локализованы в оптическом по-
тенциале. Прямое динамическое решение задачи об
охлаждении атомов в поле резонансного монохрома-
тического излучения, включающей полный учет эф-
фектов отдачи и локализации атомов, например, ме-
тодом Монте-Карло [18], обладает рядом существен-
ных недостатков. Во-первых, добавление временно́й
сетки приводит к значительному увеличению требу-
емых расчетных ресурсов и затрачиваемого машин-
ного времени. Во-вторых, в любом численном расче-
те постоянно накапливается ошибка, следовательно,
точность решения будет ограничена этой ошибкой, а
ее накопление (без должного контроля и корректи-
ровки), даже в задачах без учета локализации, мо-
жет привести к недостоверным результатам. Поэто-
му поиск методов, позволяющих получать информа-
цию о временных характеристиках процесса охлаж-
дения атомов без прямого решения динамической
задачи, является актуальным. В работе [19] было по-
казано существование метода, рассматривающего не
траектории отдельных частиц, а усредненные по ан-
самблю характеристики, однако изучался лишь пре-
дельный случай сильной локализации, когда влия-

ние отдачи подавлено за счет эффекта Лэмба –Ди-
ке. Поэтому важным является разработка более об-
щего подхода, применимого к широкому кругу задач
лазерного охлаждения, что и является основной це-
лью данной работы. Помимо общих формулировок
в качестве конкретного примера было детально ис-
следовано охлаждение двухуровневого атома в по-
ле стоячей волны. Получены зависимости времени
охлаждения от энергии отдачи, частоты Раби и от-
стройки светового поля от охлаждающего перехода.

2. ОБЩЕЕ ОПИСАНИЕ МЕТОДА

Рассмотрим сначала общую постановку зада-
чи. Пусть имеется линейная система дифференци-
альных уравнений для атомной матрицы плотнос-
ти ρ̂(t):

∂

∂t
ρ̂(t) = L̂ {ρ̂(t)} , Tr[ρ̂(t)] = 1, (1)

где L̂ {. . .} — линейный операторный функционал,
который не зависит от времени и описывает как
взаимодействие с внешними полями, так и релакса-
ционные процессы различной природы (спонтанные,
столкновительные, пролетные и т. д.). Второе урав-
нение описывает сохранение нормировки. Предпо-
ложим, что система уравнений для матрицы плот-
ности (1) имеет единственное стационарное реше-
ние ρ̂st:

L̂ {ρ̂st} = 0, Tr[ρ̂st] = 1. (2)

Представим общее решение уравнения (1) в следу-
ющем виде:

ρ̂(t) = ρ̂st + ρ̂dyn(t), (3)

где ρ̂dyn(t) — динамическая добавка, удовлетворя-
ющая асимптотическому условию ρ̂dyn(+∞) → 0.
Подставляя (3) в (1) и учитывая нормировку из (2),
имеем уравнение для динамической добавки:

∂

∂t
ρ̂dyn(t) = L̂ {ρ̂dyn(t)} , Tr[ρ̂dyn(t)] = 0. (4)

Проинтегрировав (4) по времени, получим

∞∫
0

∂ρ̂dyn(t)

∂t
dt = ρ̂st − ρ̂(0) = L̂

⎧⎨⎩
∞∫
0

ρ̂dyn(t) dt

⎫⎬⎭ . (5)

Введя обозначение τ̂ =
∫∞
0 ρ̂dyn(t) dt, окончательно

запишем

L̂{τ̂} = ρ̂st − ρ̂(0), Tr[τ̂ ] = 0. (6)
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В матрице временных характеристик τ̂ содер-
жится большое количество различной информации
о временах и динамике установления стационарного
решения для матрицы плотности. При этом не тре-
буется решать динамическое уравнение (1), а доста-
точно знать стационарное решение ρ̂st и начальные
условия ρ̂(0). Выберем нормировку, которая позво-
лит получить информацию о времени установления
среднего квадрата импульса (средней кинетической
энергии):

T =
〈p2τ̂ 〉

〈p2〉(0)− 〈p2〉st , (7)

где 〈p2〉(0) — средний квадрат импульса начального
распределения, 〈p2〉st — средний квадрат импульса
стационарного распределения. Данная нормировка
разумна с точки зрения размерности и должна да-
вать положительно определенное значение времени
охлаждения T вне зависимости от соотношения на-
чального и конечного распределений при монотон-
ном законе, описывающем переходный процесс. Для
простейших случаев линейного и экспоненциально-
го законов данная нормировка дает адекватные фи-
зической постановке задачи результаты, а именно:
время полного установления стационарного распре-
деления и время, соответствующее уменьшению раз-
ности между средним квадратом импульса началь-
ного распределения атомов и средним квадратом
импульса стационарного распределения в e раз. Од-
нако, если процесс охлаждения является немоно-
тонным, т. е. в нем имеются осцилляции, то оценка
времени, полученная таким способом, может значи-
тельно отличаться от истинного времени охлажде-
ния, а в некоторых случаях оказаться даже нефи-
зической (отрицательной). Такие режимы охлажде-
ния представляют отдельный физический интерес,
однако в этой статье мы их не рассматриваем. В
разд. 3.4 будет показан вывод данной нормировки
применительно к задаче об охлаждении медленных
атомов. Предложенный подход следует идеям ста-
тистического анализа динамических характеристик,
который появился в 1930-х гг. [20, 21]. В свое время
данный метод получил широкое распространение в
радиофизике при рассмотрении широкого спектра
колебательных систем, таких, например, как авто-
колебательные контуры.

Рассмотрим, к примеру, динамику двухуровне-
вых атомов с оптическим переходом Jg → Je, где Jg
и Je — полные угловые моменты основного и воз-
бужденного состояний, вырожденных по проекции
углового момента μj = −Jj . . . Jj (j = g, e), в моно-
хроматическом поле с произвольной пространствен-
ной конфигурацией

... ...

... ...
�

�

� + 1

� + 1

� – 1

� – 1

� + 2

� + 2

� – 2

� – 2

Jg

Je

Рис. 1. Двухуровневая модель атома с вырождением энер-
гетических уровней

E = Ẽ(r)e−iωt + . . . , ∇Ẽ(r) = 0, (8)

где Ẽ(r) — медленно меняющиеся амплитуды, ω —
частота электромагнитной волны, c — скорость све-
та в вакууме.

Схема светоиндуцированных переходов при вы-
боре оси квантования вдоль волнового вектора k по-
казана на рис. 1.

Одноатомную матрицу плотности ρ̂ в дискрет-
ном базисе зеемановских состояний по внутренним
степеням свободы |J, μ〉 и непрерывном базисе коор-
динатных состояний по внешним степеням свободы
|r〉 удобно представить в блочном виде:

ρ̂ = ρ̂gg + ρ̂ee + ρ̂eg + ρ̂ge. (9)

Диагональные матричные блоки ρ̂gg и ρ̂ee описыва-
ют населенности и низкочастотные (зеемановские)
когерентности, а недиагональные матричные блоки
ρ̂eg и ρ̂eg соответствуют оптическим когерентностям.
Каждый из блоков записывается как

ρ̂ab =
∑
μaμb

∫∫
dr1dr2ρ

a b
μaμb

(r1, r2)×

× |Ja, μa〉 |r1〉 〈r2| 〈Jb, μb| , (a, b) = (e, g), (10)

где ρa b
μaμb

(r1, r2) — двухточечные матричные элемен-
ты.

В описанном выше представлении условие нор-
мировки имеет вид

Tr [ρ̂] =
∑
μ

∫
ρμμ(r, r) dr = 1. (11)

Состояние атомов, взаимодействующих с элек-
тромагнитным полем c учетом влияния отдачи, в
электродипольном приближении описывается кван-
товым кинетическим уравнением:

∂

∂t
ρ̂+ Γ̂ {ρ̂} = − i

�

[
Ĥ0, ρ̂

]
− i

�
[Ekin, ρ̂] −

− i

�

[
−V̂ , ρ̂

]
, (12)
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где Ĥ0 — гамильтониан невозмущенного атома в ре-
зонансном приближении, Êkin — оператор кинети-
ческой энергии, V̂ — оператор взаимодействия с по-
лем, Γ̂ {. . .} — оператор, описывающий релаксаци-
онные процессы (спонтанные, столкновительные и
т. д.). Соответствующие операторы имеют вид

Ĥ0 = −�δ
∑
μe

|Je, μe〉 〈Je, μe| , (13)

где δ = ω − ωeg — отстройка от частоты перехода;

Êkin = − �
2

2m

∫
δD(r)dr |r〉Δr 〈r| ×

×
⎛⎝∑

μg

|Jg, μg〉 〈Je, μe|+
∑
μe

|Jg, μg〉 〈Je, μe|
⎞⎠ , (14)

где δD(r) — дельта-функция Дирака;

V̂ = d̂egẼ, (d̂eg)β = 〈Je| |d̂ ||Jg〉 D̂β ,

где 〈Je| |d̂ ||Jg〉 — приведенный матричный элемент
дипольного момента, а ковариантные компоненты
векторного оператора дипольного момента d̂ вы-
ражаются через коэффициенты Клебша –Гордана
CJeμe

Jgμg1q
[22]:

D̂β =
∑
μg ,μe

|Je, μe〉 CJeμe

Jgμg1β
〈Jg, μg| . (15)

Определим двухточечный по пространственным
переменным матричный блок как

ρ̂ab(r1, r2) =
∑
μaμb

ρa b
μaμb

(r1, r2) |Ja, μa〉 〈Jb, μb| . (16)

Принимая во внимание только спонтанную релакса-
цию верхнего уровня Je, из (12) с учетом (11) в резо-
нансном приближении получаем следующую систе-
му уравнений:

(
∂

∂t
− i�

2m
(Δr1 −Δr2) +

γ

2
− iδ

)
×

× ρ̂eg(r1, r2) =

=
i

�

[
V̂ (r1)ρ̂gg(r1, r2)− ρ̂ee(r1, r2)V̂ (r2)

]
,(

∂

∂t
− i�

2m
(Δr1 −Δr2) +

γ

2
+ iδ

)
×

× ρ̂ge(r1, r2) =

=
i

�

[
V̂ †(r1)ρ̂ee(r1, r2)− ρ̂gg(r1, r2)V̂

†(r2)
]
,(

∂

∂t
− i�

2m
(Δr1 −Δr2) + γ

)
×

× ρ̂ee(r1, r2) =

=
i

�

[
V̂ (r1)ρ̂ge(r1, r2)− ρ̂eg(r1, r2)V̂

†(r2)
]
,(

∂

∂t
− i�

2m
(Δr1 −Δr2)

)
×

× ρ̂gg(r1, r2)− γ(r1, r2)ρ̂ee =

=
i

�

[
V̂ (r1)

†ρ̂eg(r1, r2)− ρ̂ge(r1, r2)V̂ (r2)
]
,

Tr [ρ̂ee(r1, r2)] + Tr [ρ̂gg(r1, r2)] = 1.

(17)

Выражение для оператора прихода имеет вид

γbb′
aa′(r1, r2) = γ

{
q0(k|r1 − r2|)×

×
∑

β=0,±1

〈Je, μb| (r1)D̂β |Jg, μa〉 (r1)† ×

× 〈Je, μb′ | (r2)D̂β |Jg, μa′〉 (r2)+
+ q2(k|r1 − r2|) 〈Je, μb| (r1)n̂12 |Jg, μa〉 (r1)† ×

× 〈Je, μb′ | (r2)n̂12 |Jg, μa′〉 (r2)
}
, (18)

где n̂12 = d̂ · n12,n12 = r1 − r2/|r1 − r2|. Функции

q0(x) =
3

4

(
1− d2

dx2

)
sinx

x
= g0(x)−1

2
g2(x),

q2 =
3

4

(
1 + 3

d2

dx2

)
sinx

x
=

3

2
g2(x)

(19)

выражаются через сферические функции Бесселя
gl(x) нулевого и второго рангов и описывают спон-
танный эффект отдачи. Систему уравнений (17)
можно представить в операторной форме

∂

∂t
ρ̂ = L̂(Ẽ){ρ̂}, ρ̂ = ρ̂gg + ρ̂ee + ρ̂eg + ρ̂ge, (20)

где L̂(Ẽ){ρ̂} — линейный функциональный опера-
тор, зависящий от вектора Ẽ.
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Рис. 2. Двухуровневый атом в поле стоячей световой вол-
ны, отстроенной в «красную» сторону

3. ДВУХУРОВНЕВЫЙ АТОМ В СТОЯЧЕЙ
ВОЛНЕ

Применим общий метод к конкретной задаче о
двухуровневом атоме в поле стоячей волны, описы-
вающей переход 0 → 1 при произвольной поляриза-
ции светового поля, конкретизируя форму основных
операторов теории и метод решения возникающих
уравнений.

Поле стоячей монохроматической волны имеет
вид

E(x, t) = 2E0 cos(kx) cos(ωt), (21)

где E0 — амплитуда светового поля, ω — частота све-
тового поля, k — волновой вектор. Взаимодействие
двухуровневого атома с полем данной конфигура-
ции (см. рис. 2) рассматривается на основе кванто-
вого кинетического уравнения для матрицы плотно-
сти в координатном представлении. Использование
матрицы плотности в координатном представлении
ρ̂(x1, x2, t) продиктовано удобством численных рас-
четов по сравнению с вигнеровским ρ̂(x, p, t) или им-
пульсным ρ̂(p1, p2, t) представлениями, поскольку в
последних двух случаях уравнения имеют нелокаль-
ный вид из-за эффекта отдачи (импульсные пере-
менные приобретают сдвиг ±�k, вызванный отдачей
от поглощения/испускания фотона). В дальнейших
выкладках удобно от координат x1 и x2 перейти к
новым координатам x = (x1 + x2)/2 и q = x1 − x2,
что приведет к преобразованию

Δr1 −Δr2 =
∂2

∂x2
1

− ∂2

∂x2
2

= 2
∂

∂x

∂

∂q
. (22)

Исходя из этого система (17) имеет вид

(
∂

∂t
− i�

m

∂

∂q

∂

∂x
+

γ

2
− iδ

)
ρeg(x, q) =

=
i

�
[V (x+ q/2)ρgg(x, q) −

− ρee(x, q)V (x−q/2)] ,(
∂

∂t
− i�

m

∂

∂q
+

γ

2
+ iδ

)
ρge(x, q) =

=
i

�

[
V †(x+ q/2)ρee(x, q) −

− ρgg(x, q)V
†(x− q/2)

]
,(

∂

∂t
− i�

m

∂

∂q

∂

∂x
+ γ

)
ρee(x, q) =

=
i

�
[V (x+ q/2)ρge(x, q) −

− ρeg(x, q)V
†(x− q/2)

]
,(

∂

∂t
− i�

m

∂

∂q

∂

∂x

)
ρgg(x, q)−γf(q)ρee(x, q) =

=
i

�

[
V †(x+ q/2)ρeg(x, q) −

− ρge(x, q)V (x− q/2)] ,

Tr [ρee(x, q)] + Tr [ρgg(x, q)] = 1.

(23)

Здесь

V (x± q/2) = −�Ω
(
ei(x±q/2)+e−i(x∓q/2)

)
,

Ω = dE0/�,

f(q) =
3

2

(
cos q

q2
− sin q

q3
+

sin q

q

)
, f(0) = 1.

Система уравнений (23) линейна по ρ̂ и ее можно
записать в символическом виде:

∂

∂t
�ρ(x, q) = L̂

(
x, q,

∂

∂x
,
∂

∂q

)
�ρ(x, q), (24)

где �ρ(x, q) — вектор, содержащий элементы матри-
цы плотности ρ̂(x, q), записанные в определенном
порядке, а L̂(x, q, ∂/∂x, ∂/∂q) — матричный опера-
тор, элементы которого задаются уравнением (23),
а их расположение определяется конкретным спосо-
бом перехода ρ̂(x, q) → �ρ(x, q).

Решение (24) имеет вид матричной экспоненты:

�ρ = exp

{
−L̂

(
x, q,

∂

∂x
,
∂

∂q

)
t

}
�ρ(0),

где �ρ(0) — начальное распределение атомов, на-
пример, тепловое. Однако расчет матричной экспо-
ненты является чрезвычайно ресурсоемкой задачей.
Применим к (24) ранее описанный статистический
подход (6) и получим матричное уравнение:

L̂�τ = �ρst − �ρ(0), (25)

9
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где �ρst — стационарное распределение атомов. Ре-
шение данного уравнения будет содержать инфор-
мацию о времени лазерного охлаждения ансамбля
двухуровневых атомов в стоячей световой волне.

4. ОБОБЩЕННЫЙ МЕТОД ЦЕПНЫХ
ДРОБЕЙ

В настоящей работе мы обобщим метод цепных
дробей для поиска стационарного состояния атом-
ной матрицы плотности атомов с вырожденными по
проекции углового момента уровнями с учетом эф-
фектов отдачи, возникающих при взаимодействии
атома с полем.

Стационарное решение системы уравнений (23)
является периодическим по координате x, поэтому
матрицу плотности будем искать в виде ряда

ρ̂(x, q) =
∑
n

ρ̂(n)(q) einkx. (26)

Уравнение для матричных фурье-гармоник ρ̂(n) мо-
жет быть представлено как трехчленное рекуррент-
ное соотношение:

− n
i

m

∂

∂q
ρ̂(n) = L0

{
ρ̂(n)

}
+

+ L+

{
ρ̂(n−1)

}
+ L−

{
ρ̂(n+1)

}
, (27)

гдеm — масса атома, а операторы L можно записать
следующим образом:

L+ {ρ̂} = − i

�

(
Ŵ1ρ̂e

ikq/2 − ρ̂Ŵ1e
−ikq/2

)
,

L− {ρ̂} = − i

�

(
Ŵ2ρ̂e

−ikq/2 − ρ̂Ŵ2e
ikq/2

)
,

L0 {ρ̂} = − i

�

(
Ĥ0ρ̂− ρ̂Ĥ0

)
− Γ̂{ρ̂},

(28)

с матричными коэффициентами

Ŵ1 =

(
0 V̂1

V̂ †
2 0

)
, Ŵ2 =

(
0 V̂2

V̂ †
1 0

)
. (29)

Рекурсия (27) может быть решена методом цеп-
ных дробей. Отметим, что метод цепных дробей час-
то использовался для анализа оптического уравне-
ния Блоха в различных спектроскопических задачах
[23–25], а также для поиска силы, действующей на
атомы в световых полях (см., например, [26, 27]). Ос-
новное отличие нашего метода заключается в том,
что уравнение (27) полностью учитывает эффекты
отдачи и пространственной локализации, посколь-
ку содержит все возможные фурье-гармоники. Ра-
нее задача поиска стационарной матрицы плотности

с учетом эффектов отдачи, но без учета простран-
ственной локализации в рамках простейшей моде-
ли двухуровневого атома была рассмотрена в рабо-
те [28].

Гармоники матрицы плотности зависят от пере-
менной q, определяющей корреляцию атомных со-
стояний в двух пространственных точках x1 = x +

+ q/2 и x2 = x− q/2. В силу того, что эта корреля-
ция должна затухать с ростом q, выберем большой,
но конечный интервал изменения переменной q от
−qmax до +qmax и разобьем его сеткой с дискретны-
ми значениями qi. Для дискретных индексов qi про-
изводная (∂/∂q)ρ̂(q) в уравнении (23) может быть
аппроксимирована конечно-разностной схемой:

∂

∂q
ρ̂qi �

1

2Δq

(
ρ̂qi+1 − ρ̂qi−1

)
, (30)

где Δq — шаг сетки.
Далее перейдем от матричной записи для мат-

рицы плотности ρ̂ к векторной �ρ, когда матричные
компоненты ρ

μe,μg
qi , согласно выбранному правилу,

записываются в виде вектора-столбца с индексами
ρ{μe,μg ,qi}. В данном представлении действие опе-
раторов L0,±

{
ρ̂(n)

}
на гармоники матрицы плотно-

сти (27) может быть записано в виде умножения
соответствующих им матриц L̂0,± на вектор-стол-
бец �ρ(n).

Отметим, что вектор-столбец �ρ(n) для атомов с
переходом jg → je содержит в общем случае Nq ×
× ((2je + 1) + (2jg + 1))2 элементов, где Nq — число
точек в разбиении по параметру q. И, соответствен-
но, L̂0,± — квадратные матрицы данной размерно-
сти. Однако матрица плотности содержит достаточ-
но много нулевых элементов и поэтому размерность
системы может быть значительно уменьшена при
исключении строк и столбцов матриц L̂0,±, соответ-
ствующих этим нулевым элементам. Так, например,
для атомов с переходом jg = 1/2 → je = 3/2 век-
тор-столбец �ρ(n) содержит 18 × Nq ненулевых эле-
мента, а для атомов с переходом jg = 1 → je = 2 —
34×Nq ненулевых элемента.

Соответствующее уравнение для стационарных
гармоник �ρ(n) будет записано в виде

L̂+�ρ
(n−1)+

(
L̂0−ni

m
Ĝkin

)
�ρ(n)+L̂−�ρ(n+1) = 0, (31)

где Ĝkin — соответствующее матричное представ-
ление разностной схемы (30) для векторной записи
матрицы плотности �ρ. Данное рекуррентное урав-
нение может быть решено методом цепных дробей.
Для начала рассмотрим положительные гармоники
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n ≥ 1 и найдем матрицы P̂
(n)
+ со следующими свой-

ствами:
�ρ(n) = P̂

(n)
+ �ρ(n−1) . (32)

Тогда эти матрицы должны удовлетворять уравне-
нию(

L̂++

(
L̂0− in

m
Ĝkin

)
P̂

(n)
+ +L̂−P̂

(n+1)
+ P̂

(n)
+

)
×

× �ρ(n−1) = 0, (33)

что приводит к рекуррентному соотношению для
матриц P̂

(n)
+ :

P̂
(n)
+ =

= −
[(

L̂0 − in

m
Ĝkin

)
+ L̂−Ŝ+

(n+1)
]−1

L̂+ . (34)

Аналогично для отрицательных гармоник n ≤ −1

можно найти последовательность матриц P̂
(n)
− , та-

ких что
�ρ(n) = P̂

(n)
− �ρ(n+1),

удовлетворяющих рекуррентному соотношению

P̂
(n)
− =

= −
[(

L̂0 − in

m
Ĝkin

)
+ L̂+P̂

(n−1)
−

]−1

L̂−. (35)

Выберем достаточно большое значение N , при кото-
ром гармоники атомной матрицы плотности исчеза-
ют, т. е. для всех n ≥ N полагаем P̂

(n)
+ = 0 и P̂

(−n)
− =

= 0. Используя рекуррентные соотношения (34) и
(35), найдем ненулевые P̂

(n)
+ и P̂

(−n)
− для 1 ≤ n < N .

Используя найденные матрицы P̂
(1)
+ и P̂

(−1)
− , за-

пишем уравнение для нулевой гармоники �ρ(0):[
L̂+P̂

(−1)
− + L̂0 + L̂−P̂

(1)
+

]
�ρ(0) = 0 . (36)

Данное уравнение должно быть дополнено услови-
ем нормировки Tr{ρ̂(0)(q = 0)} = 1, поскольку опре-
делитель выражения в квадратных скобках в (36)
равен нулю. Отметим, что число пространственных
гармоник, удерживаемых в расчетах, определяется
сходимостью уравнения (27) и зависит от парамет-
ров светового поля. Обычно в наших вычислениях
достаточно было учесть 30 гармоник.

5. МЕТОД ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ ДЛЯ
МАТРИЦЫ ВРЕМЕННЫХ

ХАРАКТЕРИСТИК

Подобно тому, как метод цепных дробей позволя-
ет решить стационарную задачу для матрицы плот-

ности, он может быть применен для получения мат-
рицы временных характеристик. Функция �τ являет-
ся периодической по x, так как �ρst — единственная
и периодическая функция, а �ρ(0) — периодическая
(в частном случае — однородная), поэтому будем ис-
кать решение в виде пространственного разложения
в ряд Фурье:

�τ (x, q) =
∑
n

einkx�τ (n)(q). (37)

Для реализации численного расчета по пере-
менной q вводится дискредитация — разбиение на
малые интервалы и ограничение некоторым мак-
симальным значением q0, определяемым затухани-
ем функции �τ в q-пространстве. Эти манипуляции
окончательно превращают все операции над векто-
рами �ρ и �τ в матричные операции. С учетом сказан-
ного выше рекуррентное соотношение между гармо-
никами �τ будет иметь вид

L̂−�τ (n+1) +

(
L̂0 − ni

m
Ĝkin

)
�τ (n) +

+ L̂+�τ
(n−1) = �s(n), (38)

где Ĝkin — матричное представление разностной
схемы, �s(n) = �ρ

(n)
st − �ρ(0)(n) — вектор-источник, т. е.

разность между n-й гармоникой стационарного рас-
пределения и n-й гармоникой начального распреде-
ления. Полагаем, что соседние гармоники связаны
двучленным рекуррентным соотношением. Для слу-
чая положительных гармоник n > 0 оно будет иметь
вид

�τ (n+1) = κ̂
(n+1)
+ �τ (n) + �X

(n+1)
+ . (39)

Видно, что гармоники связаны друг с другом с по-
мощью соответствующих матриц связи κ̂

(n+1)
+ и век-

торов �X
(n+1)
+ ; отметим, что матрицы κ̂

(n+1)
+ пред-

ставляют собой те же матрицы рекуррентной связи
гармоник, что и в стационарной задаче. Для полу-
чения векторов связи подставим соотношение (39) в
уравнение (38) и определим рекуррентные уравне-
ния:

11



Р. Я. Ильенков, О. Н. Прудников, А. В. Тайченачев, В. И. Юдин ЖЭТФ, том 150, вып. 1 (7), 2016

(
L̂0 − ni

m
Ĝkin

)
�τ (n) + L̂−κ̂

(n+1)
+ �τ (n) +

+ L̂− �X
(n+1)
+ + L̂+�τ

(n−1) = �s(n),(
L̂0 − ni

m
Ĝkin + L̂−κ̂

(n+1)
+

)
�τ (n) =

= −L̂+�τ
(n−1) + �s(n) − L̂− �X(n+1),

�τ (n) = −
(
L̂0 − ni

m
Ĝkin + L̂−κ̂

(n+1)
+

)−1

×

× L̂+�τ
(n−1)+

(
L̂0−ni

m
Ĝkin+L̂−κ̂

(n+1)
+

)−1

×

×
(
�s(n) − L̂− �X

(n+1)
+

)
.

(40)

Из сравнения (40) и (39) видно, κ̂(n)
+ и �X

(n)
+ можно

представить в виде бесконечных цепных дробей:

κ̂
(n)
+ = −

(
L̂0 − ni

m
Ĝkin + L̂−κ̂

(n+1)
+

)−1

L̂+, (41)

�X
(n)
+ =

(
L̂0 − ni

m
Ĝkin + L̂−κ̂

(n+1)
+

)−1

×

×
(
�s(n) − L̂− �X

(n+1)
+

)
. (42)

Аналогично для отрицательных гармоник n ≤ −1

можно найти последовательность матриц κ̂
(n)
− и век-

торов �X
(n)
− , таких что

�τ (n−1) = κ̂
(n−1)
− �τ (n) + �X

(n−1)
− ,

удовлетворяющих рекуррентным соотношениям

κ̂
(n)
− = −

(
L̂0 − ni

m
Ĝkin + L̂+κ̂

(n−1)
−

)−1

L̂−, (43)

�X
(n)
− =

(
L̂0 − ni

m
Ĝkin + L̂+κ̂

(n−1)
−

)−1

×

×
(
�s(n) − L̂+

�X
(n−1)
−

)
. (44)

В любом физическом эксперименте интенсив-
ность светового поля конечна, а гармоники являют-
ся убывающими, поэтому при численных расчетах
разумно положить, что эффективно возбуждаются
только N первых пространственных гармоник, а все
гармоники более высокого порядка можно считать
равными нулю, так как вносимый ими вклад пре-
небрежительно мал, т. е. κ̂±(N+1) = 0 и �X±(N+1) =

= 0. Правильность выбора всегда можно проверить,
сравнив результаты вычислений для двух разных
N , различающихся, например, в два раза. Исходя

из массива обработанных данных, можно сказать,
что для исследованных случаев значение N ≈ 30 яв-
ляется оптимальным. Это позволяет рассчитать все
ненулевые гармоники, начиная с наивысшей. Значе-
ния крайних ненулевых матриц связи κ̂±N и векто-
ров �X±N с учетом соотношений (43) и (44) будут
иметь вид

κ̂±N = −
(
L̂0 − ±Ni

m
Ĝkin

)−1

L̂∓, (45)

�X±N =

(
L̂0 − ±Ni

m
Ĝkin

)−1

(�s±N) . (46)

После этого рассчитываются остальные κ̂n и �Xn

вплоть до κ̂±1 и �X±1. После того как получены все
матрицы связи, мы можем выразить все гармони-
ки вектора �τ через нулевую, которая определяется
следующим матричным уравнением:

�τ0 =
(
L̂0+L̂−κ̂1

++L̂+κ̂
−1
−
)−1 (

�s0− �X1
−− �X−1

+

)
. (47)

Для получения однозначного решения система до-
полняется условием нормировки Tr(τ̂0(q = 0)) = 0,
которое следует из сохранения нормировки ρ̂. Век-
торизованная матрица �τ содержит в себе различную
информацию о динамических характеристиках пе-
реходного процесса, однако эту информацию нужно
как-то извлечь и интерпретировать.

6. ОЦЕНКА ВРЕМЕНИ ОХЛАЖДЕНИЯ НА
ОСНОВЕ УРАВНЕНИЯ ФОККЕРА – ПЛАНКА

В квазиклассическом режиме (wr � γ, δp 
 hk,
γt 
 1), пренебрегая пространственным распределе-
нием атомов, систему уравнений для матрицы плот-
ности (17) можно свести к уравнению типа Фокке-
ра –Планка (далее УФП) для функции распределе-
ния в фазовом пространстве f(p)

∂

∂t
f(p) =

(
− ∂

∂p
F (p) +

∂2

∂p2
D(p)

)
f(p), (48)

где F (p) — светоиндуцированная сила, D(p) — коэф-
фициент диффузии. При этом, применив разрабо-
танный метод статистического подхода к динамике
лазерного охлаждения к уравнению (48), получим
уравнение для функции τf , содержащей информа-
цию о времени охлаждения:(

− ∂

∂p
F (p) +

∂2

∂p2
D(p)

)
τf = fst − f(0),

Tr[τf ] = 0,

(49)
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где fst — стационарная функция распределения,
f(0) — функция распределения в начальный момент
времени. Данное уравнение можно решить с помо-
щью метода разделения переменных и получить сле-
дующее выражение для функции τf :

τf (p) =

p∫
−∞

D(p)−1

⎛⎝ p∫
−∞

(fst − f0) dp

⎞⎠ ×

× exp

⎛⎝ p∫
−∞

−F (p) +D′(p)
D(p)

dp

⎞⎠ dp×

×
⎧⎨⎩exp

⎛⎝ p∫
−∞

−F (p) +D′(p)
D(p)

dp

⎞⎠⎫⎬⎭
−1

. (50)

Хотя найденное решение имеет форму квадратур,
в общем виде они не сводятся к известным специ-
альным функциям и полученные интегралы мож-
но взять только численными методами. Кроме того,
остается открытым вопрос о корректном извлечении
информации о времени установления стационарно-
го распределения. Для выяснения этого обратимся
к простейшему случаю — приближению медленных
атомов, для которого мы можем заметно упростить
задачу. Ограничимся первым порядком силы и ну-
левым порядком коэффициента диффузии при раз-
ложении по импульсам и попробуем оценить время
охлаждения:

F (p) = αp, D(p) = D0, (51)

где α — коэффициент трения ( α<0 соответству-
ет классическому режиму лазерного охлаждения).
Запишем уравнение для функции распределения
f(p, t) в данном приближении:(

−α
∂

∂p
p+D0

∂2

∂p2

)
f(p, t) =

∂

∂t
f(p, t). (52)

Решение этого уравнения имеет вид гауссовойфунк-
ции с меняющейся во времени дисперсией (что с
физической точки зрения соответствует среднему
квадрату импульса):

f(p, t) =
exp(−p2/a(t))√

πa(t)
,

a(t) = a(∞) + (a0 − a(∞)) exp(−C1t),

(53)

где a0 — дисперсия начального распределения ато-
мов, a(∞) — дисперсия стационарного распределе-
ния атомов. Подставив (53) в (52) и решив получен-
ное уравнение для a(t), получим

a(t) =

(
a0 +

2D0

α

)
e2αt − 2D0

α
. (54)

Видно, что эволюция импульсного распределения
определяется единственной скоростью, пропорцио-
нальной 1/(2α). Подойдем к задаче об охлаждении
медленных атомов с другой стороны. Уравнение для
среднего квадрата импульса в приближении медлен-
ных атомов можно получить, домножив (52) на p2 и
проинтегрировав по времени:

∂

∂t
〈p2(t)〉 = 2α〈p2(t)〉+ 2D0,

〈p2(t)〉 =
∞∫

−∞
p2f(p) dp.

(55)

Решение этого уравнения также имеет экспоненци-
альный вид, что соответствует одной-единственной
скорости охлаждения, одинаковой для всех атомов:

〈p2(t)〉 = e2αt
(〈p2〉(0)− 〈p2〉st

)
+ 〈p2〉st, (56)

где 〈p2〉(0) — средний квадрат импульса начально-
го распределения, 〈p2〉st = −D0/α — средний квад-
рат импульса стационарного распределения. Выде-
лим динамическую добавку

〈p2(t)〉din = e2αt
(〈p2〉(0)− 〈p2〉st

)
аналогично тому, как мы поступали ранее (3), и про-
интегрируем ее для получения уравнения для време-
ни установления среднего квадрата импульса 〈p2τ〉:

〈p2τ〉 =
∞∫
0

〈p2(t)〉 − 〈p2〉stdt = 〈p2〉(0)− 〈p2〉st
−2α

. (57)

Становится очевидно, что удобно ввести нормиро-
ванное на разницу между начальными распределе-
ниями время T , которое в случае приближения мед-
ленных атомов обратно пропорционально коэффи-
циенту трения:

T =
〈p2τ〉

〈p2〉(0)− 〈p2〉st =
1

−2α
. (58)

Запишем время охлаждения для данного приближе-
ния в явном виде, используя коэффициент трения α

из [2] :

Tslowγ =
γ (1 + S)

3/2

wrδS (2 + S)
×

×

⎛⎜⎝ γ2

δ2 + γ2/4
− S2

2 + S

1 + 3 (1 + S)
1/2(

1 + (1 + S)1/2
)3
⎞⎟⎠

−1

, (59)

где

S =
2(2Ω)2

δ2 + γ2/4
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— параметр насыщения, wr = �k2/m — частота от-
дачи. В общем случае вне приближения медленных
атомов время не будет определяться одной скорос-
тью (исходя, например, из негауссового вида ста-
ционарного распределения), однако нормированное
описанным выше образом время (58) можно срав-
нивать с (59). И мы надеемся, что обнаруженные
отличия позволят получить интересные физические
результаты, которые могут быть полезны для прак-
тического применения.

7. РЕЗУЛЬТАТЫ

Подведем итоги. Нами был разработан метод и
успешно реализованы соответствующие численные
алгоритмы, которые позволяют исследовать стаци-
онарные импульсные и пространственные распре-
деления, а также получать информацию о дина-
мических характеристиках установления этих рас-
пределений в широком диапазоне изменения пара-
метров задачи, таких как частота отдачи, частота
Раби и отстройка светового поля. Параметры за-
дачи приводятся в безразмерных единицах. В на-
чальный момент времени слабовзаимодействующие
невозбужденные атомы распределены в простран-
стве равномерно, их импульсное распределение яв-
ляется тепловым (описывается законом Максвелла)
и их средняя кинетическая энергия больше стаци-
онарной. Проводится сравнение результатов, полу-
ченных тремя методами: квантовым методом с пол-
ным учетом эффектов отдачи и локализации, ме-
тодом квазиклассического приближения медленных
атомов и методом квазиклассического приближения
на основе УФП. Основные полученные результаты
удобно сгруппировать исходя из того, какой пара-
метр варьировался в той или иной серии расчетов.
Для квантовой задачи нормированное время в про-
странстве когерентностей можно записать как

Tquant =

=

∂2

∂q2
Tr{τ̂ (0)}(q = 0)

∂2

∂q2

(
Tr{ρ̂(0)(0)}(q = 0)− Tr{ρ̂st}(q = 0)

) . (60)

Для уравнения Фоккера –Планка нормированное
время в импульсном пространстве имеет вид
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Рис. 3. Зависимости среднего времени установления сред-
ней кинетической энергии от частоты Раби. Сравнение
с результатами квазиклассической оценки времени: 1
(сплошная линия) — квантовый подход, 2 (штриховая ли-
ния) — приближение медленных атомов, 3 (пунктирная ли-
ния) — уравнение Фоккера –Планка. Параметры задачи:

wr = 0.001γ, δ = −γ, q0start = 0.005

Tcl =

∞∫
−∞

(p2τ (0)(p)) dp

∞∫
−∞

p2f (0)(p)
∣∣
t=0

dp−
∞∫

−∞
p2f

(0)
st (p) dp

. (61)

7.1. Влияние частоты Раби

График, представленный на рис. 3, показыва-
ет зависимость среднего времени установления ки-
нетической энергии от частоты Раби в классиче-
ском режиме. Квантовый подход и подход на основе
УФП дают очень близкие результаты оценки време-
ни, что полностью соответствует квазиклассическо-
му режиму. Приближение медленных атомов, в свою
очередь, дает неверный ответ при Ω > 0.65, так как
наклон кривой силы трения с повышением частоты
Раби все увеличивается, а при Ω > 0.9 меняет знак,
что в линейном приближении приводит к разогреву
атомов. В квантовом режиме (рис. 4) наблюдают-
ся совершенно некорректные результаты, даваемые
приближением медленных атомов, а время охлажде-
ния атомов, полученное разработанным квантовым
методом с учетом эффектов отдачи и локализации,
оказывается заметно меньше (для Ω = 0.4γ разли-
чие более чем в 1.3 раза) времени, полученного с
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Рис. 4. Зависимости среднего времени установления сред-
ней кинетической энергии от частоты Раби в квантовом ре-
жиме. Сравнение с результатами квазиклассической оцен-
ки времени: 1 — квантовый подход, 2 — приближение мед-
ленных атомов, 3— уравнение Фоккера –Планка. Парамет-

ры задачи: wr = 0.025γ, δ = −γ, q0start = 0.03

помощью подхода на основе уравнения Фоккера –
Планка.

Кроме того, важно отметить обнаруженный эф-
фект насыщения скорости охлаждения ансамбля
атомов с ростом частоты Раби.

7.2. Влияние энергии отдачи

Было проведено исследование зависимости сред-
него времени установления кинетической энергии
(рис. 5) от частоты отдачи, которая, как извест-
но, представляет собой один из основных парамет-
ров применимости квазиклассического подхода. По-
лученные результаты вполне ожидаемы — в обла-
сти малой частоты отдачи мы наблюдаем прекрас-
ное согласование результатов, а при ее росте появ-
ляются заметные различия. Приближение медлен-
ных атомов дает заведомо неверную зависимость —
время охлаждения уменьшается с ростом частоты
отдачи. Время, полученное с помощью квантово-
го и квазиклассического подходов, ведет себя близ-
ким образом — на первом этапе уменьшается, а за-
тем достаточно резко возрастает. Однако численные
различия, даваемые разными методами, заметны.
Это ожидаемый и достаточно важный результат, ко-
торый необходимо учитывать при экспериментах с
атомами, имеющими большую частоту отдачи. При
этом интересно то, что квантовый подход дает боль-
шую скорость охлаждения, чем квазиклассический.
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Рис. 5. Зависимости среднего времени установления сред-
ней кинетической энергии от энергии отдачи. Сравне-
ние с результатами квазиклассической оценки времени:
1 — квантовый подход, 2 — приближение медленных ато-
мов, 3 — уравнение Фоккера –Планка. Параметры задачи:

δ = −γ, Ω = 0.1γ, q0start = 0.05
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Рис. 6. Зависимости среднего времени установления сред-
ней кинетической энергии от отстройки: 1 — квантовый
подход, 2 — приближение медленных атомов, 3 — урав-
нение Фоккера –Планка. Параметры задачи: wr = 0.001γ,

Ω = 0.4γ, q0start = 0.005

7.3. Влияние отстройки светового поля

Наконец, было проведено исследование времени
установления стационарного импульсного распреде-
ления от отстройки светового поля (рис. 6). Рас-
сматривались лишь «красные» отстройки, т. е. те ре-
жимы, где существует стационарное решение. Час-
тота Раби относительно мала, Ω = 0.4γ. Ранее было
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известно [2], что для двухуровневого атома с пере-
ходом 0 → 1 , существует наиболее эффективная (с
точки зрения температуры) отстройка δ/γ = −1/2,
теперь благодаря развитому статистическому под-
ходу к динамике лазерного охлаждения было по-
казано, что данная отстройка как раз находится в
области максимально быстрого охлаждения атомов.
Приближение медленных атомов дает заметно менее
точный результат, чем квантовый и квазиклассиче-
ский подходы. В более сильном поле приближение
медленных атомов даст нефизический результат по
уже описанным выше причинам.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Из полученных результатов видно, что раз-
работанный метод полезен для планирования и
интерпретации экспериментов, параметры которых
далеко не всегда находятся в области, корректно
описываемой квазиклассическим приближением
медленных атомов. Более того, даже при тех па-
раметрах, которые формально находятся внутри
области применимости квазиклассического прибли-
жения, может наблюдаться значительное различие
времен охлаждения, полученных различными
методами. Примером может являться охлажде-
ние атомов стронция, имеющих частоту отдачи
wr = 0.026γ � 1, однако, как видно из рис. 5,
время охлаждения, полученное квантовым методом
с полным учетом эффектов отдачи локализации,
будет в 1.3 раза меньше, чем предсказывает ква-
зиклассический подход. Показано, что значение
отстройки, при которой атомы охлаждаются мак-
симально эффективно, является частью области
наиболее быстрого охлаждения. Показано, что
приближение медленных атомов почти всегда дает
заметно отличный и часто некорректный результат.

Исследования выполнены при финансовой
поддержке Министерства образования и науки
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