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Изучено движение электрона в мембране под влиянием равновесных изгибных колебаний, коррелятор
которых убывает с расстоянием по закону r−2η. Подробно рассмотрен случай η < 1/2, когда даже при
сколь угодно слабом взаимодействии теория возмущений неприменима. Показано, что в этом случае
обратное квантовое время 1/τq пропорционально g1/(1−η)T (2−η)/(2−2η), где g — константа электрон-фо-
нонного взаимодействия, а T — температура. Развитый метод приложен к вычислению плотности со-
стояний электрона в перпендикулярном к мембране магнитном поле. Показано, в частности, что в ре-
жиме ωcτq � 1 уровни Ландау имеют гауссову форму с шириной, зависящей от магнитного поля по
закону Bη. Кроме того, вычислено время сбоя фазы волновой функции электрона τϕ за счет его взаи-
модействия с изгибными фононами в случае η < 1/2. Показано, что имеется несколько температурных
интервалов, в которых величина 1/τϕ выражается различными степенными функциями от константы
электрон-фононного взаимодействия, температуры и энергии электрона.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Создание графена [1–3] инициировало новый ин-
терес к физическим свойствам мембран, в особен-
ности, к транспортным явлениям в них. Экспери-
ментально и теоретически (см. [4, 5]) были изучены
различные механизмы рассеяния носителей заряда в
графене, в первую очередь, рассеяние на примесном
беспорядке, которое вносит доминирующий вклад в
сопротивление при низких температурах. Напротив,
при высоких температурах более важными могут
оказаться электрон-фононные столкновения, играю-
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щие также, наряду с электрон-электронными, опре-
деляющую роль в процессах декогеренции при всех
температурах. Влияние электрон-фононных столк-
новений на транспорт особенно велико в подвешен-
ной мембране, где отсутствует случайный потенци-
ал подложки, и концентрация дефектов кристалли-
ческой решетки значительно ниже. При этом само-
стоятельный интерес, как с практической, так и с
теоретической точек зрения, представляет взаимо-
действие носителей заряда с так называемыми из-
гибными фононами, способными распространяться
в мембране благодаря наличию у нее изгибной жест-
кости, т. е. жесткости относительно локальных от-
клонений мембраны h(r, t) в направлении, перпен-
дикулярном к плоскости, в которой она расположе-
на [6].

372

http://dx.doi.org/10.7868/S0044451016080186


ЖЭТФ, том 150, вып. 2 (8), 2016 Электрон в поле изгибных колебаний мембраны. . .

В отличие от обычных фононов, отвечающих ко-
лебаниям атомов кристаллической решетки в плос-
кости мембраны и имеющих линейный закон дис-
персии, ωq ∝ q, закон дисперсии изгибных фоно-
нов значительно «мягче», ωq ∝ q2. Вследствие этого
эффективность тепловых флуктуаций, связанных с
такими фононами, оказывается более высокой, что
может привести к неустойчивости плоской формы
мембраны [7, 8]. Эта неустойчивость еще два деся-
тилетия назад обсуждалась применительно к био-
логическим мембранам и неорганическим пленкам
([9–11]; см. также обзор [6]). Было показано [11–13],
что учет нелинейного взаимодействия изгибных ко-
лебаний с колебаниями в плоскости мембраны при-
водит к модификации закона дисперсии изгибных
фононов в области малых волновых векторов, где
он становится более жестким, ωq ∝ q2−η/2, η < 1,
и плоская форма мембраны при достаточно низ-
ких температурах оказывается устойчивой. Отме-
тим, что в случае графена «достаточно низкими»
являются даже температуры, в несколько раз пре-
вышающие комнатную. Это обусловлено аномально
высокой изгибной жесткостью κ графеновых мем-
бран, так что при комнатной температуре κ/T ≈ 30.

Необычная «мягкость» закона дисперсии изгиб-
ных фононов приводит к особенностям и в эф-
фектах, связанных с электрон-фононным взаимо-
действием. Гамильтониан взаимодействия электро-
на с изгибными колебаниями имеет вид g(∇h)2, где
g — константа с размерностью энергии. При усред-
нении этого выражения по распределению тепло-
вых фононов возникает логарифмическая расходи-
мость на малых q. Расходимость исчезает, если при-
нять ωq ∝ q2−η/2. При этом коррелятор 〈∂αh(r, τ) ×
× ∂βh(r

′, τ ′)〉 убывает в зависимости от расстояния
как 1/|r− r′|2η.

Вопрос о величине показателя η дискутировался
в целом ряде работ [12–26]. В работе [12] проблема
была изучена аналитически в рамках самосогласо-
ванного приближения для случая чистой мембра-
ны, вложенной в пространство размерности d. Бы-
ло показано, что при d � 1, когда сделанные при-
ближения контролируемы, η ≈ 2/d. Для двумер-
ной мембраны в физическом пространстве d = 3

самосогласованное приближение дает η ≈ 0.821. В
работах [20, 24] были выполнены численные расче-
ты для d = 3 и найдены значения соответственно
η ≈ 0.6 и η ≈ 0.72. В работе [26] методом ренорм-
группы была изучена подвешенная мембрана с де-
фектами, наличие которых приводит к появлению
статических флуктуаций ∇h. Было показано, что
коррелятор этих флуктуаций убывает как степень

расстояния с показателем, принимающим различ-
ные значения на разных пространственных масшта-
бах. В частности, в пределе больших расстояний по-
казатель равен 2η независимо от силы беспорядка.
При этом для достаточно сильного беспорядка су-
ществует параметрически широкая область масшта-
бов, где показатель степени равен η/4, что для фи-
зической мембраны дает значение 0.15–0.2. Таким
образом, в мембране с дефектами коррелятор мо-
жет убывать значительно медленнее, чем в чистой
мембране. Как мы увидим, в этой ситуации теория
возмущений неприменима.

В работе [27] обсуждался поляронный эффект,
обусловленный взаимодействием электрона с изгиб-
ными фононами. Была дана оценка радиуса и энер-
гии связи полярона. Влияние взаимодействия элект-
ронов с изгибными фононами на транспорт рассмат-
ривалось, например, в [28–39]. Опишем кратко ре-
зультаты двух последних из них, наиболее близких
к целям нашей статьи. В [38] был найден вклад
рассеяния носителей заряда за счет их взаимодей-
ствия с изгибными фононами в проводимость чис-
того подвешенного графена в окрестности точки Ди-
рака. Было показано, что температурная зависи-
мость проводимости описывается степенной функ-
цией вида T−η. Было проведено сравнение вкладов
электрон-фононных и электрон-электронных столк-
новений в проводимость и показано, что при высо-
ких температурах, включая комнатную, доминиру-
ют первые из них. Расчеты были выполнены для
случая η > 1/2, когда коррелятор создаваемого фо-
нонами потенциала убывает с расстоянием быстрее,
чем 1/r, и при вычислении темпа рассеяния элек-
тронов можно использовать золотое правило. В ра-
боте [39] было вычислено время сбоя фазы волновой
функции электрона за счет его взаимодействия с из-
гибными фононами. Предполагалось, что η > 1/2.
Был рассмотрен как случай низких концентраций
электронов, когда экранирование не существенно,
так и случай высоких концентраций, когда им пре-
небречь нельзя. Было показано, что обусловленный
этим механизмом темп сбоя фазы может оказаться
сравнимым с темпом сбоя фазы за счет электрон-
электронных столкновений.

Цель настоящей работы — изучить движение
электрона в поле равновесных изгибных фононов в
предположении η < 1/2, когда фононный корреля-
тор убывает с расстоянием медленнее, чем 1/r, так
что золотое правило, как будет видно, неприменимо
даже при сколь угодно слабом электрон-фононном
взаимодействии. Этот случай интересен по несколь-
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ким причинам. Во-первых, значение η < 1/2 ре-
ализуется, как было сказано, в мембране с доста-
точно сильным беспорядком. Во-вторых, приведен-
ные выше оценки величины η нельзя считать вполне
надежными. Действительно, с одной стороны рас-
чет, основанный на использовании самосогласован-
ного приближения, корректен только при высоких
размерностях, тогда как при d = 3 он дает для η

значение, справедливое лишь по порядку величи-
ны. С другой стороны, результаты имеющихся чис-
ленных расчетов различаются между собой столь
значительно, что неравенство η > 1/2 не может,
строго говоря, считаться окончательно установлен-
ным. В-третьих, отдельный теоретический интерес
представляет задача о двумерной мембране, вло-
женной в пространство высокой размерности, ко-
гда η ≈ 2/d < 1/2. Наконец, учет дальнодейству-
ющих взаимодействий, возникающих в изогнутой
мембране, таких как взаимное притяжение удален-
ных друг от друга участков плоской мембраны (на-
пример, за счет сил Ван дер Ваальса) или запрет на
самопересечение мембраны, также может приводить
к изменению класса универсальности и появлению
медленно затухающих корреляторов.

Все наши расчеты выполнены для случая сла-
бого электрон-электронного взаимодействия, когда
экранированием можно пренебречь. Экранировка
отсутствует также в случае взаимодействия элек-
трона с эффективным векторным потенциалом, со-
здаваемым фононами. Вычисления проведены для
мембраны с квадратичной зависимостью энергии
электрона от импульса (например, двухслойный
графен), однако полученные формулы с точностью
до численного множителя применимы и для одно-
слойного графена. Были получены аналитические
выражения для нескольких ключевых величин, ха-
рактеризующих электрон-фононное взаимодействие
в широкой области параметров. Особенностью взаи-
модействия электрона с изгибными фононами яв-
ляется испускание (или поглощение) одновременно
двух фононов, что требует развития нестандартных
математических методов вычисления наблюдаемых
величин.

Мы подробно описываем развитые подходы на
примере вычисления квантового времени τq, опреде-
ляющего затухание функции Грина электрона. При
η < 1/2, когда нельзя воспользоваться теорией воз-
мущений, полученное для τq выражение существен-
но непертурбативно: 1/τq ∝ g1/(1−η)T (2−η)/(2−2η).
Вычислено также τq при η > 1/2 и слабом взаимо-
действии, когда золотое правило применимо: 1/τq ∝

∝ g2T 2−η. Для случая η < 1/2 мы изучили осцил-
ляции плотности состояний электрона в перпенди-
кулярном к мембране магнитном поле и, в частнос-
ти, показали, что в режиме ωcτq � 1 уровни Лан-
дау имеют гауссову форму с шириной, зависящей
от магнитного поля по закону Bη (здесь ωc — цик-
лотронная частота). Наконец, мы вычислили время
сбоя фазы волновой функции электрона, обуслов-
ленное его взаимодействием с изгибными фононами
в случае η < 1/2. Показано, что имеется несколь-
ко температурных интервалов, в которых величина
1/τϕ выражается различными степенными функци-
ями от константы электрон-фононного взаимодей-
ствия, температуры и энергии электрона.

Статья организована следующим образом. Раз-
дел 1 посвящен постановке задачи. Функция Грина
электрона записана через интеграл по его траекто-
риям в поле изгибных фононов и усреднена по их
равновесному распределению. Полученное в резуль-
тате выражение является основой для дальнейших
вычислений.

Содержание разд. 2 носит в основном методи-
ческий характер. В нем мы сначала вычисляем с
помощью интеграла по траекториям функцию Гри-
на электрона в поле слабого случайного потенциа-
ла, когда применимо золотое правило. Рассмотрены
как короткодействующий, так и плавный беспоряд-
ки. Относительно последнего предполагается, что
коррелятор потенциала W (r) на больших расстоя-
ниях убывает быстрее, чем 1/r. Мы находим также
функцию Грина для случая W (r) ∝ 1/r2η, η < 1/2,
когда золотое правило неприменимо, и показываем,
что в этом случае затухание функции Грина со вре-
менем определяется экспонентой вида exp(−at2−2η),
а характерное время затухания неаналитически за-
висит от амплитуды потенциала U0, 1/τq ∝ U

1/(1−η)
0 .

В разд. 3 мы вычисляем функцию Грина и находим
квантовое время электрона в поле изгибных фоно-
нов как при η > 1/2, так и при η < 1/2. Вычисления
выполнены для случая взаимодействия электрона
со скалярным потенциалом фононов. В разд. 4 рас-
смотрен случай подвешенной мембраны с дефекта-
ми. В разд. 5 мы изучаем осцилляции плотности со-
стояний в перпендикулярном к мембране магнитном
поле. В разд. 6 вычислено время сбоя фазы волно-
вой функции электрона за счет его взаимодействия
с изгибными фононами в случае η < 1/2. В заключи-
тельном разд. 7 мы описываем основные результаты
работы и кратко обсуждаем другие физические сис-
темы, при теоретическом изучении которых могут
быть использованы развитые в работе математичес-
кие методы.
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Рис. 1. Неприводимые диаграммы первых четырех порядков. Волнистые линии обозначают коррелятор поля изгибных
фононов, отрезки между вершинами электрон-фононного взаимодействия описывают движение электрона. Вычисление

по золотому правилу ограничивается второй диаграммой

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим электрон с квадратичным законом
дисперсии, взаимодействующий с изгибными коле-
баниями мембраны, например, электрон в двухслой-
ном графене (конкретные результаты последующих
разделов с точностью до численных множителей
справедливы и для однослойного графена). Гамиль-
тониан такого электрона имеет вид

H =
p2

2m
+ g(∇h)2, (1)

где p и m — оператор импульса и эффективная мас-
са электрона, g — константа электрон-фононного
взаимодействия, а h(r, t) — локальное отклонение
мембраны в момент времени t от ее равновесного
положения. Квадратичность гамильтониана по ∇h
приводит к тому, что электрон испускает и погло-
щает фононы парами (рис. 1).

Функцию Грина электрона, усредненную по рас-
пределению равновесных фононов, запишем через
интеграл по траекториям:

G(R, t) =

∫
Dr

〈
exp i

t∫
0

{
mṙ2(τ)

2
−

− g {∇h[r(τ), τ ]}2
}
dτ

〉
. (2)

Здесь r(0) = 0, r(t) = R, а угловые скобки означа-
ют усреднение по термическим флуктуациям фоно-
нов. Чтобы выполнить это усреднение, введем век-
торную функцию χ(τ) и с ее помощью перепишем
(2) в виде

G(R, t) =

∫
DχDr

〈
exp i

t∫
0

{
mṙ2(τ)

2
−

− gχ(τ)∇h[r(τ), τ ] + g

4
χ2(τ)

}
dτ

〉
. (3)

Мера Dχ выбрана так, что

∫
Dχ exp

⎡
⎣i(g/4)

t∫
0

χ2(τ) dτ

⎤
⎦ = 1.

Выполнив усреднение, получим
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G(R, t) =

∫
DrDχ×

× exp

⎧⎨
⎩i

t∫
0

[
mṙ2(τ)

2
+
g

4
χ2(τ)

]
dτ −

− g2

2

t∫
0

t∫
0

χα(τ1)Kαβ(τ1, τ2)χβ(τ2) dτ1dτ2

⎫⎬
⎭ , (4)

где

Kαβ(τ1, τ2) =

∫
d2q

(2π)2

(
Nq +

1

2

)
qαqβ
ρ0ωq

×

× cos {q [r(τ1)− r(τ2)]− ωq(τ1 − τ2)} (5)

— коррелятор 〈∂αh(r, τ)∂βh(r′, τ ′)〉; Nq — функция
распределения Бозе –Эйнштейна, ωq — частота фо-
нона с импульсом q, а ρ0 — двумерная массовая
плотность мембраны. В дальнейшем мы не будем
учитывать вклад нулевых колебаний, полагая, что
в интересующих нас случаях Nq ≈ T/ωq � 1.

В формуле (4) можно проинтегрировать по χ при
заданной траектории r(τ). Получится

G(R, t) =

∫
Dr×

× exp

⎧⎨
⎩i

t∫
0

mṙ2(τ)

2
dτ − 1

2
Sp ln

(
Î + 2igK̂

)⎫⎬
⎭ , (6)

где K̂ — интегральный оператор с ядром (5). Раз-
ложение (6) по степеням K̂ дается рядом, представ-
ленным диаграммами рис. 1 (нарисовано несколько
первых неприводимых диаграмм).

Прежде чем вычислять функциональный интег-
рал (6), в следующем разделе мы рассмотрим более
простую задачу о движении электрона в случайном
статическом потенциальном поле, предполагая его
гауссовым. Полученные результаты мы используем
при вычислении интеграла (6).

3. ЭЛЕКТРОН В СЛУЧАЙНОМ
ПОТЕНЦИАЛЬНОМ ПОЛЕ

Функция Грина, усредненная по реализациям
случайного гауссового потенциала U(r), записыва-
ется, как известно, в виде

G(R, t) =

∫
Dr exp

⎧⎨
⎩im2

t∫
0

ṙ2(τ) dτ −

− 1

2

t∫
0

t∫
0

dτ1dτ2W [r(τ1)− r(τ2)]

⎫⎬
⎭ , (7)

где W (r1 − r2) = 〈U(r1)U(r2)〉 — коррелятор по-
тенциала. В работе [40] было показано, что в слу-
чае плавного потенциала в условиях применимо-
сти золотого правила вклад взаимодействия в пол-
ное действие достаточно вычислить на отрезке пря-
мой, соединяющем начальную и конечную точки
(оптимальная траектория). Это дает затухающий со
временем множитель exp(−t/2τq), где τq — найден-
ное по золотому правилу уходное (квантовое) вре-
мя. Последующее интегрирование амплитуды сво-
бодной частицы по всем траекториям приводит к
выражению

G(R, t) = G0(R, t) exp(−t/2τq),

где G0(R, t) — свободная функция Грина. В работе
[40] было также подчеркнуто, что в этом случае

1

τq
∝

∞∫
0

W (r) dr.

Последнее означает, что область применимости зо-
лотого правила ограничена потенциалами, корреля-
торы которых W (r) убывают с расстоянием быст-
рее, чем 1/r. Можно было бы думать, что и в
случае короткодействующего беспорядка достаточ-
но вычислить действие на таком же отрезке пря-
мой, однако это не так. Дело в том, что в этом слу-
чае вклад взаимодействия в полное действие сильно
флуктуирует от траектории к траектории и опти-
мальной траектории не существует.

Вычислим функцию Грина, используя выраже-
ние (7). Перепишем его в форме

G(R, t) =

∫
Dr exp

⎧⎨
⎩im2

t∫
0

ṙ2(τ) dτ −

− 1

2

t∫
0

t∫
0

dτ1dτ2

∫
d2k

(2π)2
W̃ (k)×

× exp {ik [r(τ1)− r(τ2)]}
⎫⎬
⎭ , (8)

представим траекторию в виде

r(τ) = Vτ + ρ(τ), V = R/t, ρ(0) = ρ(t) = 0

и разложим экспоненту в формуле (8) по степеням
тройного интеграла:

376



ЖЭТФ, том 150, вып. 2 (8), 2016 Электрон в поле изгибных колебаний мембраны. . .

G(R, t) = G0(R, t)

∞∑
N=0

(−1)N

2NN !
×

×
∫
Dρ exp i

⎡
⎣m
2

t∫
0

ρ̇2(τ) dτ

⎤
⎦ ×

×
[∫

d2k

(2π)2
W̃ (k)Qk[ρ]

]N
, (9)

где

Qk[ρ] =

t∫
0

t∫
0

exp i {k ·V(τ1 − τ2) +

+ k · [ρ(τ1)− ρ(τ2)]} dτ1dτ2.
Мера при интегрировании по траекториям ρ(τ) в
выражении (9) выбрана так, что

∫
Dρ exp

⎡
⎣im

2

t∫
0

ρ̇2(τ) dτ

⎤
⎦ = 1.

Сосчитаем сначала вклад первого порядка:

J1 =

∫
Dρ exp

⎛
⎝im

2

t∫
0

ρ̇2(τ) dτ

⎞
⎠ ×

× exp ik · [ρ(τ1)− ρ(τ2)] . (10)

Для этого представим ρ(τ) рядом Фурье

ρ(τ) =

∞∑
n=1

ρn

√
2/t sin(πnτ/t)

и перейдем в (10) к интегрированию по векторам ρn.
В результате получим

J1 = exp

(
− ik

2

2m
|τ1 − τ2|+ ik2

2mt
(τ1 − τ2)

2

)
. (11)

Во втором порядке возникает интеграл

J2 =

∫
Dρ exp

⎛
⎝im

2

t∫
0

ρ̇2(τ) dτ

⎞
⎠ ×

× exp i {k1 · [ρ(τ1)− ρ(τ ′1)] + k2 · [ρ(τ2)− ρ(τ ′2)]} ,
для которого находим

J2 = exp

(
− ik

2
1

2m
|τ1 − τ ′1|+

ik2
1

2mt
(τ1 − τ ′1)

2

)
×

× exp

(
− ik

2
2

2m
|τ2 − τ ′2|+

ik2
2

2mt
(τ2 − τ ′2)

2

)
×

× exp

(
−ik1k2

2m

{
|τ ′1−τ2|−|τ ′1−τ ′2|+|τ1−τ ′2| −

− |τ1 − τ2| − 2

t
(τ1 − τ ′1)(τ2 − τ ′2)

})
. (12)

Дальнейшие вычисления мы проведем отдельно для
двух случаев:

∞∫
0

W (r) dr <∞,

когда в слабом потенциальном поле можно исполь-
зовать золотое правило, и

∞∫
0

W (r) dr = ∞,

когда оно не выполняется в потенциале любой силы.

3.1. Золотое правило,
∞∫
0

W (r)dr < ∞

В этом случае, как мы увидим, разности времен
τ1 − τ ′1 и τ2 − τ ′2 ограничены неравенствами

|τi − τ ′i | ≤ τc � t. (13)

Нетрудно убедиться в том, что при |τi − τ ′i | ≤ τc и
|τ1−τ2| > τc показатель экспоненты во второй строке
(12) равен нулю. Это означает, что при интегрирова-
нии по четырем временам τi, τ ′i в пределах от нуля
до t эта экспонента равна единице всюду, за исклю-
чением малой области порядка τ3c t, вкладом которой
поэтому можно пренебречь (полный объем области,
где эффективно происходит интегрирование по вре-
менам, порядка (τct)

2 � τ3c t). Следовательно,

J2 ≈ exp

(
− ik

2
1

2m
|τ1 − τ ′1|+

ik2
1

2mt
(τ1 − τ ′1)

2

)
×

× exp

(
− ik

2
2

2m
|τ2 − τ ′2|+

ik2
2

2mt
(τ2 − τ ′2)

2

)
. (14)

В N -м порядке имеем интеграл

JN =

∫
Dρ exp i

⎛
⎝m

2

t∫
0

ρ̇2(τ) dτ

⎞
⎠ ×

× exp i

N∑
n=1

kn · [ρ(τn)− ρ(τ ′n)] .

Действуя как выше, получим при r → ∞

JN ≈
N∏
i=1

exp

(
− ik

2
i

2m
|τi − τ ′i |+

ik2
i

2mt
(τi − τ ′i)

2

)
. (15)

«Перекрестное» слагаемое в показателе экспоненты
в этом выражении опущено по тем же причинам, что
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и в (14): оно отлично от нуля только тогда, когда хо-
тя бы два интервала τi − τ ′i перекрываются, т. е. их
центры отстоят друг от друга не более, чем на τc.
В силу неравенств |τi − τ ′i | � t при t → ∞ вторым
слагаемым в показателях экспонент в формуле (15)
можно пренебречь, и мы находим

G(R, t) =
m

2πit
×

× exp

⎧⎨
⎩imR2

2t
−1

2

t∫
0

t∫
0

dτ1dτ2

∫
d2k

(2π)2
W̃ (k)×

× exp

(
ik ·V(τ1 − τ2)− ik2

2m
|τ1 − τ2|

)⎫⎬
⎭ . (16a)

Используя тот факт, что коррелятор зависит толь-
ко от модуля волнового вектора, двойной интеграл
по временам в показателе экспоненты представим в
виде

1

2

t∫
0

t∫
0

dτ1dτ2 . . . =

t∫
0

dτ1

τ1∫
0

dτ2

∫
d2k

(2π)2
W̃ (k)×

× exp

(
ik ·Vτ2 − ik2

2m
τ2

)
, (16b)

или, учитывая, что интеграл по τ2 сходится и t→ ∞,
в виде

t

∞∫
0

dτ

∫
d2k

(2π)2
W̃ (k) exp

(
ik ·Vτ − ik2

2m
τ

)
=

= exp

{
− t

2τq
− iΔEt

}
, (17a)

где τq совпадает с квантовым временем, вычислен-
ным по золотому правилу:

1

τq
=

1

2π

∫
d2k W̃ (k) δ

(
kV − k2

2m

)
, (17b)

а ΔE есть обусловленный взаимодействием сдвиг
энергии электрона (в дальнейшем мы не будем его
обсуждать). Окончательно получим

G(R, t) =
m

2πit
exp

{
i
mR2

2t
− t

2τq
− iΔEt

}
. (18)

Отметим, что вычислив интеграл

t∫
0

t∫
0

dτ1dτ2W [r(τ1)− r(τ2)]

на отрезке прямой, соединяющем начальную и ко-
нечную точки, мы получили бы

1

τq
=

∞∫
−∞

dτ W (Vτ) ∼ 2

V

∞∫
0

W (r) dt ∼

∼
∫
W̃ (k)δ(Vk) d2k,

что существенно отличается от результата вычисле-
ния по золотому правилу. В случае плавного беспо-
рядка оба способа дают одинаковые результаты по-
тому, что коррелятор W̃ (k) сосредоточен в области
малых импульсов и в (17b) в аргументе δ-функции
слагаемым k2/2m можно пренебречь.

Характерная величина переданного импульса k
в интегралах (17) зависит от вида коррелятора. В
случае плавного беспорядка, коррелятор которого
убывает на масштабе корреляционной длины по-
тенциала ξ � 1/mV , k порядка ξ−1, так что вве-
денное неравенствами (13) время τc порядка ξ/V .
Для короткодействующего беспорядка k ∝ mV и
τc ∝ 1/mV 2. Это оправдывает сделанные выше при-
ближения, основанные на неравенстве τc � t.

Выше отмечалось, что, согласно [40], в случае
дальнодействующего беспорядка обратное кванто-
вое время 1/τq, даваемое золотым правилом, про-
порционально интегралу

∞∫
0

W (r) dr.

Это означает, что формула (18) справедлива то-
гда, когда коррелятор W (r) на больших расстояни-
ях убывает как 1/r2η с η > 1/2 или быстрее. Окрест-
ность точки η = 1/2 требует отдельного рассмот-
рения. Чтобы сделать это, вернемся к выражению
(16b) и положим W (r) = W0/(q0r)

1+δ. Для W̃ (k)

имеем W̃ (k) ∼W0q
−1−δ
0 /k1−δ. Интегрируя в (16b) по

направлениям вектора k и делая замену k = x/V τ2,
вместо (16b) с точностью до численного множителя
получим

W0

q1+δ
0

t∫
0

dτ1

τ1∫
0

dτ2
1

(V τ2)1+δ
×

×
∞∫
0

xδJ0(x) exp

(
− ix2

2mV 2τ2

)
.

При τ2E > 1 (E — энергия электрона) интеграл по
x сходится в области x порядка единицы и не за-
висит от τ2, а при τ2E < 1 этот интеграл близок к
нулю из-за осцилляций экспоненты. Учитывая это,
получим для (16b) при tE > 1

W0

(q0V )1+δ

{
Eδt

1−1/(tE)δ

δ
− t1−δ

1− δ
+

1

(1− δ)E1−δ

}
.
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Из этого выражения следует, что при δ � 1 затуха-
ние функции Грина меняет вид при ln(tE) ∼ 1/δ:

G(R, t) ∼

∼

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

exp

{
W0

q0V

[
t ln(tE)−t+ 1

E

]}
, ln(tE) < 1/δ,

exp

{
W0

q0V

[
t

δ
− t+

1

E

]}
, ln(tE) > 1/δ.

Формула (18), таким образом, дает асимптотику
функции Грина на больших временах.

3.2. Непертурбативные потенциалы,
∞∫
0

W (r)dr = ∞

Рассмотрим теперь случай, когда интеграл

∞∫
0

W (r) dr

расходится в области больших значений r, и золотое
правило неприменимо. В этом случае интегралы по
временам «садятся» на верхние пределы, так что в
выражениях типа (12) |τi− τ ′i | ≈ t. При этих услови-
ях показатели всех экспонент в (12) близки к нулю
и для функции Грина при t→ ∞ мы получаем

G(R, t) =
m

2πit
×

× exp

⎧⎨
⎩imR2

2t
−1

2

t∫
0

t∫
0

dτ1dτ2

∫
d2k

(2π)2
W̃ (k)×

× exp [ik ·V(τ1 − τ2)]

⎫⎬
⎭ ,

или

G(R, t) =
m

2πit
exp

⎧⎨
⎩imR2

2t
−

− 1

2

t∫
0

t∫
0

dτ1dτ2W [V(τ1 − τ2)]

⎫⎬
⎭ . (19)

Выражение (19) означает, что вклад взаимодей-
ствия в полное действие «сел» на прямолинейную
траекторию r(τ) = Vτ . Приняв, в качестве приме-
ра, что на расстояниях, превышающих некоторый
масштаб q−1

0 , W (r) = W0/(q0r)
2η, η < 1/2, найдем

для больших времен и расстояний

G(R, t) =

= G0(R, t) exp

{
− W0t

2−2η

2(1− η)(1 − 2η)(q0V )2η

}
=

= G0(R, t) exp

{
− W0t

2

2(1− η)(1 − 2η)(q0R)2η

}
. (20a)

Отсюда получим для времени затухания функции
Грина

1

τq
∼ q0V (U0q0V )1/(1−η), (20b)

где U0 =
√
W0 — характерная величина случайного

потенциала. Подчеркнем, что, в противоположность
тому, как это бывает в случае применимости теории
возмущений, τq зависит от U0 неаналитически.

Выражения, подобные (20), были получены в ра-
ботах [41–45], где рассматривалось взаимодействие
электрона с калибровочным полем, коррелятор ко-
торого уменьшается в зависимости от расстояния
медленно.

Из (20) видно, что при η → 1/2 аргумент экс-
поненты в (20) стремится к бесконечности, так что
случай η ≈ 1/2 требует отдельного рассмотрения,
подобного тому, какое было описано в предыдущем
параграфе. Для η = 1/2 на временах t > τ0 = 1/q0V

из (19) получим

G(R, t) ∼ exp

{
−W0τ0

[
t ln

(
t

τ0

)
− t+ τ0

]}
.

На малых расстояниях R � q−1
0 из (19) находим

G(R, t) =
m

2πit
exp

{
i
mR2

2t
− W (0)

2
t2
}
,

где W (0) = 〈U(r)U(r)〉. Из этого выражения следу-
ет, в частности, что в области малых энергий E �
� √

W (0) плотность состояний электрона ν(E) ∝
∝ mE/

√
W (0).

4. ЭЛЕКТРОН В ПОЛЕ ИЗГИБНЫХ
ФОНОНОВ

Вернемся теперь к вычислению функции Грина
электрона в поле изгибных фононов. Как будет вид-
но, главный вклад дает область малых q, где фо-
нонная частота мала, так что поле фононов можно
считать статическим, положив

Kαβ =

∫
d2q

(2π)2
Nq

qαqβ
ρ0ωq

cosq · [r(τ1)− r(τ2)] . (21)

Следуя [39], закон дисперсии изгибных фононов за-
пишем в виде
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ωq = Dq2

√
1 +

(
qc
q

)η

,

qc =

√
3Tμ(μ+ λ)

4πκ2(2μ+ λ)
≡

√
TΔc

�V
.

(22)

Здесь 0 < η < 1, D =
√
κ/ρ0, κ — изгибная жест-

кость мембраны, а μ и λ — константы, характери-
зующие ее упругие свойства относительно деформа-
ций в плоскости. Из (22) видно, что при q � qc ве-
личина ωq = Dq

η/2
c q2−η/2, а при q � qc имеем ωq =

= Dq2. Подчеркнем, что qc � qT , где qT определено
равенством ωqT = T . В случае однослойного графе-
на qc = 1.1 · 107√T/300 К · см−1 и qT = 9.1 · 107 ×
×√T/300 К · см−1.

Процедура вычисления функции Грина и резуль-
тат существенно зависят от величины параметра η.
Ниже мы рассмотрим как случай η > 1/2, когда зо-
лотое правило применимо, так и случай η < 1/2,
когда оно неприменимо.

4.1. Золотое правило, η > 1/2

В случае η > 1/2 можно воспользоваться золо-
тым правилом, разложив ln(Î +2igK̂) в выражении
(6) по степеням 2igK̂ и удержав только два первых
слагаемых (это предполагает, конечно, достаточную
слабость электрон-фононного взаимодействия и со-
ответствует учету двух первых диаграмм рис. 1):

G(R, t) =

∫
Dr×

× exp

⎧⎨
⎩i

t∫
0

mr2(τ)

2
dτ − ig Sp K̂ − g2 Sp K̂2

⎫⎬
⎭ . (23)

Первое слагаемое ig Sp K̂ в показателе экспоненты
дает вклад только в сдвиг энергии электрона, оно
легко вычисляется и интереса для нас не представ-
ляет. Второе слагаемое дается выражением

g2 SpK2 =
1

2

t∫
0

t∫
0

dτ1dτ2W [r(τ1)− r(τ2)] ,

где функция

W (r) ≡ 2g2
∫

d2q

(2π)2

∫
d2q′

(2π)2
NqNq′

(q · q′)2

ρ20ωqωq′
×

× cosq · r cosq′ · r (24)

играет роль эффективного коррелятора. В области
rqc � 1 функция W (r) ∝ ln2(1/rqc), а в области

rqc � 1 функцияW (r) убывает по закону 1/r2η, т. е.
быстрее, чем 1/r, что и требуется для применимости
золотого правила. Вычисление дает

1

τq
∼ g2T 2

κ2ε

(
ε

qcV

)2η

.

4.2. Непертурбативное взаимодействие,
η < 1/2

На первый взгляд кажется, что и в этом случае
при слабом взаимодействии можно воспользоваться
приближением (23), вычислив затем вклад корреля-
тора (24) на траектории r(τ) = Vτ . Это приведет к
формуле (20). Мы покажем, однако, что так рассуж-
дать нельзя: если η < 1/2, то даже при сколь угодно
слабом взаимодействии электрона с изгибными фо-
нонами важны все члены разложения логарифма,
т. е. весь диаграммный ряд на рис. 1.

Коррелятор (21) на траектории r(τ) = V(τ) за-
писывается в виде

Kαβ(τ1 − τ2) =

∫
d2q

(2π)2
qαqβNq

ρ0ωq
×

× cos [q ·V(τ1 − τ2)] . (25)

Направив ось x вдоль вектора V и проинтегрировав
в (25) по направлениям вектора q, получим

Kxx(τ) ≡ KV (τ) =

=

∞∫
0

dq

4π

q3Nq[J0(qV τ)− J2(qV τ)]

ρ0ωq
,

Kyy(τ) ≡ K⊥(τ) =

=

∞∫
0

dq

4π

q3Nq[J0(qV τ) + J2(qV τ)]

ρ0ωq
, Kxy = 0,

(26)

где J0 и J2 — функции Бесселя и τ = τ1 − τ2. С
учетом (26), для функции Грина будем иметь

G(R, t) = G0(R, t)×

× exp

{
−1

2

∑
μ

Sp ln
(
Î + 2igK̂μ

)}
, (27a)

или эквивалентно

G(R, t) = G0(R, t)
∏
μ

D−1/2
μ , (27b)

где μ принимает значения V и ⊥, а Dμ — определи-
тель оператора Î + 2igK̂μ. Вычисление определите-
лей проведем двумя способами.
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4.2.1. Решение задачи на собственные значения

Проблема заключается в вычислении величин
Sμ = Sp ln(Î + 2igK̂μ) с интегральными оператора-
ми, ядра которых определены формулами (26). Оба
ядра непрерывны и квадратично интегрируемы в
квадрате 0 < τ1,2 < t. Это означает (см., например,
[46]), что интегральные операторы K̂μ вполне непре-
рывны, так что спектр каждого из них ограничен,
дискретен и сгущается к нулю. Мнимые части вели-
чин Sμ/2 отвечают за сдвиг энергии, а вещественные
обеспечивают затухание функции Грина со време-
нем. В дальнейшем нас будут интересовать только
последние. Обозначив собственные числа операто-
ров 2gK̂μ символами Λμn(t), запишем Sμ в виде

Sμ =

∞∑
n=1

ln[1 + iΛμn(t)],

ReSμ =
1

2

∞∑
n=1

ln[1 + Λ2
μn(t)].

(28)

В Приложении А найдены приближенные выраже-
ния для собственных чисел при n � 1, которые мы
в дальнейшем будем обозначать символами λμn(t), в
отличие от точных собственных чисел Λμn(t). С их
помощью выражение (28) для ReSμ можно записать
в виде

ReSμ = Pμ(t) +

∞∑
n=1

ln[1 + λ2μn(t)], (29)

где

Pμ(t) =
1

2

∞∑
n=1

ln[1 + Λ2
+μn(t)] +

+
1

2

∞∑
n=1

ln[1 + Λ2
−μn(t)]−

∞∑
n=1

ln[1 + λ2μn(t)], (30)

а Λ+μn(t) и Λ−μn(t) отвечают четным и нечетным
собственным функциям операторов 2gK̂μ (см. абзац
после формулы (А.2) в Приложении А). В форму-
лах (29) и (30) учтено, что четным и нечетным соб-
ственным функциям отвечают одинаковые прибли-
женные собственные числа λμn(t).

Рассмотрим сначала второе слагаемое в (29), пе-
рейдя в нем от суммирования к интегрированию. Из
(А.4) и (А.5) Приложения А следует, что переменная
интегрирования n входит в подынтегральное выра-
жение только в комбинации L/2πn (здесь L = qcV t).
Поэтому, сделав замену 2πn/L = z, получим

ReSμ = Pμ(t)− L

2π

2π/L∫
0

ln[1 + λ2μ(z)] dz+

+
L

2π

∞∫
0

ln[1 + λ2μ(z)] dz, (31)

λV (z) =
4γ

z1−η

∞∫
1

U(qczy) dy

y3−η
√
y2 − 1 [1 + (zy)η]

,

λ⊥(z) =
4γ

z1−η

∞∫
1

√
y2 − 1U(qczy) dy

y3−η [1 + (zy)η]
,

(32)

где γ = gT/2πκqcV — безразмерный параметр, ха-
рактеризующий силу взаимодействия (в случае од-
нослойного графена γ ≈ 0.1

√
T/300 К). Последнее

слагаемое в (31) отвечает за экспоненциальное зату-
хание функции Грина с постоянной времени τq:

G ∝ exp

(
− t

2τq

)
,

1

τq
=

1

τV
+

1

τ⊥
,

1

τμ
=
qcV

2π

∞∫
0

ln[1 + λ2μ(z)] dz.

(33)

Интегралы по y в выражениях (32) сходятся в об-
ласти y порядка единицы, а интегралы по z в (33)
в типичной ситуации γ < 1 «сидят» на области z <
< γ1/(1−η). При таких y и z выражения (32) можно
упростить (см. примечание сразу после уравнения
(А.1) в Приложении А):

λV (z) =
4γ

z1−η

∞∫
1

dy

y3−η
√
y2 − 1

,

λ⊥(z) =
4γ

z1−η

∞∫
1

√
y2 − 1 dy

y3−η
.

(34)

Вычислив интегралы в (34) и (33), получим
1

τμ
=
qcV (γFμ)

1/(1−η)

sin[π/(2 − 2η)]
,

FV =
(1− η)Γ2[(1− η)/2]

(2− η)Γ(1 − η)
,

F⊥ =
Γ2[(1− η)/2]

(2− η)Γ(1 − η)
.

(35)

Первое и второе слагаемые в (31) отвечают за сте-
пенной префактор A(t), который будет найден в сле-
дующем разделе в рамках другого метода. С учетом
этого замечания получим

G(R, t) = G0(R, t)A(t) exp

{
− t

2τq
− iΔEt

}
. (36)

При t→ 0 префактор стремится к единице.
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Замечательно, что вместо формулы типа (20)
мы получили обычный экспоненциальный закон за-
тухания функции Грина. При этом зависимость
квантового времени τq от силы взаимодействия g

неаналитична, 1/τq ∝ g1/(1−η) (напомним, что в
случае движения электрона в поле статического
случайного потенциала с коррелятором, убываю-
щим медленнее, чем 1/r, зависимость τq от вели-
чины потенциала также неаналитична — см. фор-
мулу (20b)). Отметим, что логарифмы в сумме∑∞

n=1 ln[1 + λ2μn(t)] можно разложить только при
n > n∗, где n∗ = Lγ1/(1−η) неограниченно растет
со временем. Это означает, что раскладывать лога-
рифмы можно лишь на временах, удовлетворяющих
неравенству Lγ1/(1−η), т. е. t � τq (мы воспользуем-
ся этим в разд. 5). Подчеркнем, что в выражении
(36) учтены все диаграммы ряда рис. 1. Формулы
(35) и (36) получены для мембраны с квадратичной
зависимостью энергии электрона от импульса. При
этом масса m не входит в выражения для 1/τμ, так
что в случае однослойного графена соответствую-
щие времена отличаются от (35) только численными
множителями.

Обсудим зависимость τq от температуры мембра-
ны и энергии электрона. Учитывая, что γ ∝ T/qcV ,
получим

1/τq ∝ T 1/(1−η)/(qcV )η/(1−η).

Отсюда и из (22) для случая квадратичной диспер-
сии следует

1/τq ∝ T (2−η)/(2−2η)/εη/(2−2η),

а для однослойного графена

1/τq ∝ T (2−η)/(2−2η).

Отметим, что в однослойном графене квантовое вре-
мя не зависит от энергии электрона.

В случае сильного взаимодействия, γ � 1, из
формул (31) и (32) следует, что 1/τq ∝ qcV ln γ, т. е.
зависимость темпа рассеяния от константы элект-
рон-фононного взаимодействия в этом случае не сте-
пенная, а логарифмическая.

4.2.2. Вычисление определителя по теореме
Фишера –Хартвига

Другой путь получить экспоненциальную зави-
симость (36), а также выражение для префактора
на больших временах состоит в использовании тео-
ремы Фишера –Хартвига в форме, предложенной в

работе [47]. Эта теорема позволяет найти асимпто-
тику определителя N ×N матрицы Теплица Qnm =

= Q(n − m) при N � 1. Предполагается, что мат-
ричные элементы не зависят от N . Сформулируем
теорему для частного случая, который реализуется
в нашей задаче (общую версию теоремы см. в [47]).
Вводится функция ϕ(w), определенная на единич-
ной окружности w = exp iθ, 0 ≤ θ ≤ 2π, рядом Фу-
рье:

ϕ(θ) =

∞∑
n=−∞

Q(n) exp(inθ),

Q(n) =
1

2π

2π∫
0

ϕ(θ) exp(−inθ) dθ.
(37)

Если ϕ(θ) можно представить в виде

ϕ(θ) = eM(θ)|w−wc|2α = eM(θ)

∣∣∣∣2 sin θ − θc
2

∣∣∣∣
2α

, (38)

где M(θ) — достаточно гладкая функция на окруж-
ности и Reα > −1/2, то искомый определитель да-
ется выражением

D(N) = exp(NM0)×

× exp

{ ∞∑
n=1

[
nMnM−n−α(Mnw

n
c +M−nw

−n
c )
]} ×

×Nα2 G2(1 + α)

G(1 + 2α)
[1 + o(1)] , (39)

где

Mn = (2π)−1

2π∫
0

M(θ) exp(−inθ) dθ,

а G(x) — функция Барнса.
Чтобы применить эту теорему к нашему случаю,

интегральные операторы Q̂μ = Î +2igK̂μ с разност-
ными ядрами Qμ(τ1−τ2) = δ(τ1−τ2)+2igKμ(τ1−τ2)
представим матрицами N ×N , перейдя от интегри-
рования к суммированию:

Qμ(n−m) = δn−m,0 + 2ig
t

N
Kμ

(
t
n−m

N

)
. (40)

Матричные элементы таких матриц явно зависят от
N в комбинации t/N . Чтобы избежать этой зависи-
мости, примем, что t и N одновременно стремятся
к бесконечности при фиксированном значении от-
ношения t/N = t0 и выберем интервал t0 малым
сравнительно с характерным масштабом, на кото-
ром изменяются функции Kμ(τ). Рассмотрим по-
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дробно случай μ = V , QV (n) = δn,0 + 2igt0KV (t0n).
Функция ϕ(θ) в этом случае имеет вид

φV (θ) = 1 + 2igt0

∞∫
θ/V t0

dq

π

Nqq
3

ρ0ωq(qV t0)2
×

× θ2√
(qV t0)2 − θ2

, 0 ≤ θ ≤ π,

φV (θ) = 1 + 2igt0

∞∫
(2π−θ)/V t0

dq

π

Nqq
3

ρ0ωq(qV t0)2
×

× (2π − θ)2√
(qV t0)2 − (2π − θ)2

, π ≤ θ ≤ 2π.

(41)

При выводе этих выражений мы воспользовались
формулами

∞∑
n=−∞

[J0(qV t0n)− J2(qV t0n)] cos(nθ) =

=
4θ2Θ[qV t0 − θ]

(qV t0)2
√

(qV t0)2 − θ2
, 0 ≤ θ ≤ π,

∞∑
n=−∞

[J0(qV t0n)− J2(qV t0n)] cos(nθ) =

=
4(2π − θ)2Θ[qV t0 − (2π − θ)]

(qV t0)2
√
(qV t0)2 − (2π − θ)2

, π ≤ θ ≤ 2π.

Из (41) можно увидеть, что в окрестности w =

= exp(iθ) = 1 функция ϕV (θ) имеет степенную осо-
бенность,

ϕV (θ) ∝ |w − 1|−1+η =

∣∣∣∣2 sin θ2
∣∣∣∣
−1+η

.

Это означает, что ϕV (θ) можно записать в форме
(38) с θc = 0 и α = −1/2+ η/2 > −1/2, где функция

MV (θ) = ln

[
ϕV (θ)

∣∣∣∣2 sin θ2
∣∣∣∣
1−η
]

регулярна в точке exp(iθ) = 1. Для MV 0 получим

MV 0 =
1

2π

2π∫
0

ln

[
ϕV (θ)

∣∣∣∣2 sin θ2
∣∣∣∣
1−η
]
dθ =

=
1

π

π∫
0

lnϕV (θ) dθ. (42)

Здесь учтено, что
2π∫
0

ln

∣∣∣∣2 sin θ2
∣∣∣∣
1−η

dθ = 0

и что, согласно (41), ϕV (θ) = ϕV (2π−θ). Веществен-
ная часть MV 0 дается выражением

ReMV 0 =
1

2π

π∫
0

ln |ϕV (θ)|2dθ. (43)

После ряда замен переменных интегрирования в
(41) и в (43), получим

N ReMV 0 =
L

2π

π/θc∫
0

ln[1+λ2V (z)] dz, θc = qcV t0.

Аналогичным образом найдем

N ReM⊥0 =
L

2π

π/θc∫
0

ln[1+λ2⊥(z)] dz.

В пределе t0 = 0 из этих выражений следует, что

N ReMV 0 =
L

2π

∞∫
0

ln[1 + λ2V (z)] dz,

N ReM⊥0 =
L

2π

∞∫
0

ln[1 + λ2⊥(z)] dz.

(44)

Формулы (44) позволяют, согласно (39), найти экс-
поненциально растущие со временем части детерми-
нантов DV и D⊥:

Dμ ∝ exp(N ReMμ0) =

= exp

⎛
⎝ L

2π

∞∫
0

ln[1 + λ2μ(z)] dz

⎞
⎠ . (45)

Подставив (45) в (27b), мы воспроизведем получен-
ную в предыдущем разделе экспоненциально зату-
хающую часть функции Грина (36). Вычислив затем
ряды

∑∞
n=1[nM

2
μn + (1 − η)Mμn], стоящие в показа-

телях соответствующих экспонент (39) (см. Прило-
жение B), получим

G(R, t) = G0(R, t)B(η, γ)(qcV t)
−(1−η)2/4 ×

× exp

{
− t

2τq
− iΔEt

}
, (46)

где B(η, γ) в пределе γ � 1 дается выражением

lnB =
2

π2

∞∑
k=0

ψ′
(
2k + 1

1− η

)
− 7(1− η)2ζ(3)

8π2
−

− ln
G2((1− η)/2)

G(η)
+

1− η

8
×

× ln
−Γ2(2− η/2)

2π2γ2Γ(3/2− η/2)Γ(1/2− η/2)
.
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Рис. 2. Результаты численного расчета временной зависи-
мости функции Грина. Основной график на рисунке демон-
стрирует вещественную часть логарифма отношения пол-
ной и свободной функций Грина в зависимости от времени
(сплошная линия на графике). На больших временах этот
логарифм является в основном линейной функцией време-
ни с коэффициентом −1/2τq (верхняя штриховая линия на
рисунке). Вторая штриховая линия на рисунке демонстри-
рует зависимость от времени полного асимптотического
выражения для функции Грина (46). Вставка на рисунке
демонстрирует сходимость точного результата для функ-
ции Грина к полной асимптотике (46) на больших временах

в логарифмическом масштабе

На рис. 2 приведены результаты численного расче-
та временной зависимости функции Грина в сравне-
нии с предсказаниями асимптотической теории. При
расчете было принято qc/qT = 0.01 и γ = 0.05, что
соответствует qcV τq ≈ 9.

5. ЭЛЕКТРОН В МЕМБРАНЕ С
ДЕФЕКТАМИ

В этом разделе мы рассмотрим электрон, дви-
жущийся в подвешенной мембране с дефектами. В
работе [26] было показано, что при наличии в мемб-
ране встроенного беспорядка корреляторKαβ содер-
жит статическую составляющую

K0
αβ = 〈∂αh(r)∂βh(0)〉,

которая на больших расстояниях убывает по степен-
ному закону:

K0
αβ(r) ∝ b0

⎧⎪⎨
⎪⎩

ln(1/qcr), r < q−1
c ,

(1/qcr)
η/4, q−1

c < r < Lr,

(Lr/qcr)
2η , Lr < r,

(47)

где b0 — безразмерный параметр, характеризующий
силу беспорядка, а

Lr = q−1
c exp(4b0κ/3ηT ).

В случае 4b0κ/3ηT � 1 существует широкая область
q−1
c < r < Lr, в которой коррелятор убывает мед-
леннее, чем 1/r. Если при этом функция Грина зату-
хает на расстоянии, меньшем Lr, то можно считать,
что

K0
αβ(r) ∝ b0(1/qcr)

η/4

при всех r > q−1
c . Это позволяет нам воспользовать-

ся результатами предыдущего раздела, относящи-
мися к случаю η < 1/2. Ядра интегральных опе-
раторов K̂0

μ имеют вид

K0
V (τ) =

∞∫
0

dq

4π

b̃0[J0(qV τ)− J2(qV τ)]

q
η/4
c q1−η/4

,

K0
⊥(τ) =

∞∫
0

dq

4π

b̃0[J0(qV τ) + J2(qV τ)]

q
η/4
c q1−η/4

,

(48)

b̃0 = b02
1−η/4Γ(1 − η/4)Γ(η/8). Безразмерная кон-

станта взаимодействия теперь дается выражением
γ̃ = gb̃0/2πqcV .

В случае γ̃ � 1 для квантового времени τq полу-
чим

1

τq
=
qcV (γ̃FV )

1/(1−η/4)

sin[π/(2 − η/2)]
+
qcV (γ̃F⊥)1/(1−η/4)

sin[π/(2− η/2)]
, (49)

FV =
(1− η/4)Γ2[(1− η/4)/2]

(2− η/4)Γ(1− η/4)
,

F⊥ =
Γ2[(1− η/4)/2]

(2 − η/4)Γ(1− η/4)
.

Отсюда следует, что длина затухания функции Гри-
на lq по порядку величины равна 1/qcγ̃

1/(1−η/4), что
много меньше Lr = q−1

c exp(4b0κ/3ηT ), если пара-
метр b0 не слишком мал (напомним, что в гра-
фене при комнатной температуре κ/T ≈ 30, поэтому
4κ/3ηT ≈ 50).

В случае сильного взаимодействия, γ̃ � 1, мы,
как и в разд. 3, находим 1/τq ∝ qcV ln γ̃.

6. МАГНИТООСЦИЛЛЯЦИИ ПЛОТНОСТИ
СОСТОЯНИЙ В СЛУЧАЕ η < 1/2

При η > 1/2, когда применима теория возму-
щений, фононный потенциал эффективно является
короткодействующим, так что для описания магни-
тоосцилляций плотности состояний можно восполь-
зоваться известными формулами (см. обзор [48] и
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литературу в нем). Ниже мы кратко обсудим маг-
нитоосцилляции в системе с η < 1/2.

В работе [40] было продемонстрировано (см. так-
же [49,50]), что в случае слабого плавного потенциа-
ла магнитоосцилляции плотности состояний удобно
изучать методом интегрирования по траекториям.
Плотность состояний выражается, как известно, че-
рез функцию Грина G(r2, r1, t) формулой

ν(ε) = − 1

π
ImG(ε),

G(ε) =

∞∫
0

G(0, 0, t) exp(iεt) dt.
(50)

В квазиклассическом приближении G(ε) можно
представить суммой по замкнутым классическим
траекториям [51]:

G(ε) =
m

2

⎧⎨
⎩ 1

π
ln(−ε)− i

∑
β

Dβ exp iSβ(ε)

⎫⎬
⎭ , (51)

где Sβ(ε) — действие на траектории β, а фактор Dβ

происходит от интегрирования по ее окрестности.
В отсутствие беспорядка классические траектории
совпадают с циклотронной окружностью и характе-
ризуются числом оборотов p, равным числу возвра-
тов электрона в исходную точку, так что (51) при-
нимает вид

G0(ε) =
m

2

{
1

π
ln(−ε) −

− 2i

∞∑
p=1

exp

[
2πip

(
ε

ωc
+

1

2

)]
Θ(ε)

}
, (52)

а плотность состояний выражается суммой по дис-
кретным уровням Ландау:

ν(ε) =
1

2πl2B

∞∑
N=0

δ

[
ε− ωc

(
N +

1

2

)]
. (53)

При наличии слабого беспорядка можно пре-
небречь его влиянием на форму траекторий и
по-прежнему считать их окружностями. Вклад в
действие от взаимодействия на траектории с p обо-
ротами дается выражением

S(p) =
1

2
Sp ln

(
I + 2igK̂(p)

)
,

где K̂(p) — интегральный оператор с ядром, равным
фононному коррелятору на циклотронной окруж-
ности, x = Rc sinωcτ , y = Rc − Rc cosωcτ . Для тра-
ектории с p оборотами 0 < τ < pTc, где Tc ≡ 2π/ωc.

Выше, чтобы получить выражение (6) из (4),
мы проинтегрировали по векторному «полю» χ(τ)

с компонентами χx(τ) и χy(τ). Если и теперь посту-
пить так же, то вместо коррелятора типа (25), за-
висящего только от разности τ1 − τ2, мы получим
выражение, зависящее также и от суммы времен
τ1+τ2. Этого можно избежать, если предварительно
сделать преобразование к «вращающемуся полю» χ:

χ1(τ) = χx(τ) cosωcτ + χy(τ) sinωcτ,

χ2(τ) = −χx(τ) sinωcτ + χy(τ) cosωcτ,

а уже потом проинтегрировать по χ1(τ) и χ2(τ). Тог-
да коррелятор запишется в виде

K
(p)
11 (τ) =

∞∫
0

dq

4π
×

× q3Nq{J0[qρ(τ)] cosωcτ − J2[qρ(τ)]}
ρ0ωq

,

K
(p)
22 (τ) =

∞∫
0

dq

4π
×

× q3Nq{J0[qρ(τ)] cosωcτ + J2[qρ(τ)]}
ρ0ωq

,

K
(p)
12 (τ) = −K(p)

21 (τ) =

∞∫
0

dq

4π
×

× q3NqJ0[qρ(τ)] sinωcτ

ρ0ωq
,

(54)

где ρ(τ) = 2Rc| sin(ωcτ/2)|, τ = τ1 − τ2, причем 0 ≤
≤ τ1,2 ≤ pTc, а Rc = V/ωc — радиус циклотронной
окружности.

Собственные числа операторов K̂(p) можно вы-
числить точно (Приложение C) и, тем самым, най-
ти точные значения величин S(p), через которые,
согласно (50) и (51), выражается плотность состо-
яний. Ниже мы выведем приближенные формулы
для плотности состояний в пределах слабого и силь-
ного магнитных полей.

В слабом поле, ωcτq � 1, что эквивалентно
γ(qcRc)

1−η � 1, действие велико уже на одном обо-
роте и поэтому вкладом траекторий с числом оборо-
тов больше одного можно пренебречь. Заменяя соб-
ственные числа λ±n их асимптотическими значени-
ями при n� 1, получим

S(1) ≈ i ImS(1)+π/ωcτq+(1−η) ln(ω2
cτV τ⊥)+C, (55)

где C — число порядка единицы. Это дает
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ν(ε)− m

2π
∝ − m

π(ω2
cτV τ⊥)1−η

×

× cos

(
2πε

ωc
− ImS(1)

)
exp

(
− π

ωcτq

)
. (56)

В случае мембраны с дефектами число λ+1 намно-
го превышает, как уже отмечалось, значение, давае-
мое асимптотической формулой, и может оказаться
больше единицы. Тогда в выражении (55) для дей-
ствия следует учесть слагаемое lnλ+1, что приво-
дит к появлению множителя 1/λ+1 в правой части
(56), т. е. к дополнительному подавлению осцилля-
ций плотности состояний.

В случае сильного магнитного поля, ωcτq � 1,
или, эквивалентно, γ(qcRc)

1−η � 1, действие на од-
ном циклотронном обороте мало и поэтому нель-
зя ограничиться вкладом слагаемого с p = 1.
В этом случае можно, однако, разложить (1/2) ×
× Sp ln(Î + 2igK̂(p)) по степеням оператора 2igK̂(p)

(см. абзац после формулы (36)), удержав только два
первых члена:

S(p) ≈ ig Sp K̂(p) − g2 Sp K̂(p)2 .

В силу периодичности ядра оператора K̂(p) имеем

Sp K̂(p) = p Sp K̂(1) и Sp K̂(p)2 = p2 Sp K̂(1)2 .

Это дает

ν(ε) =
m

2π
+
m

π

∞∑
n=1

(−1)n ×

× cos

(
2πn

ε

ωc
− gn Sp K̂(1)

)
×

× exp
(
−g2n2 Sp K̂(1)2

)
. (57)

Здесь g Sp K̂(1) ≈ 2πγqcRc[η
−1 + ln(qT /qc)], а след

оператора g2K̂(1)2 в двух предельных случаях
qcRc � 1 и qcRc � 1 равен a1/(ωcτq)

2−2η и
a2(γqcV/ωc)

2 соответственно, где a1 и a2 — числа
порядка единицы. Применив теперь к (57) формулу
суммирования Пуассона, получим в области не
слишком сильных магнитных полей 1 � qcRc �
� γ−1/(1−η)

ν(ε) =
m(ωcτq)

1−η

2
√
πa1

∞∑
N=0

exp

⎛
⎝− π2τ2q

a1(ωcτq)2η
×

×
[
ε− ωcg Sp

K̂1

2π
− ωc

(
N +

1

2

)]2⎞⎠ , (58)

ν(ε) =
mωc

2
√
πa2 γqcV

∞∑
N=0

exp

⎛
⎝− π2

a2(γqcV )2
×

×
[
ε− ωcg Sp

K̂1

2π
− ωc

(
N +

1

2

)]2⎞⎠ (59)

в области очень сильных полей qcRc � 1. В обоих
случаях уровни Ландау четко выражены и имеют
гауссову форму. В области 1 � qcRc � γ−1/(1−η)

ширина уровней Δ растет с магнитным полем как
Bη, а в области qcRc � 1 не зависит от него. В слу-
чае мембраны с дефектами в формулах (56), (58) и
(59) η следует заменить на η/4, а для τq использо-
вать выражение (49) из предыдущего раздела.

7. ВРЕМЯ СБОЯ ФАЗЫ ПРИ η < 1/2

Как отмечалось во Введении, в работе [39] бы-
ло вычислено время сбоя фазы волновой функции
τϕ электрона за счет его взаимодействия с изгиб-
ными фононами при условии η > 1/2. Расчет был
выполнен для мембраны с достаточно высокой кон-
центрацией примесей, когда движение электрона
определяется в основном его столкновениями с ни-
ми, а электрон-фононное взаимодействие необходи-
мо учитывать только при анализе процессов декоге-
ренции. В этом разделе мы оценим время сбоя фазы
для случая η < 1/2, также предположив, что элект-
рон-примесное рассеяние является доминирующим.
Это предположение означает, в частности, выполне-
ние неравенства τi < τq, где τi — время рассеяния
электронов на примесях.

В такой ситуации для вычисления времени сбоя
фазы достаточно вычислить двойное среднее Φ(t)

от произведения амплитуд, отвечающих движению
электрона по двум замкнутым близким встречным
траекториям rf (τ) и rb(τ) и содержащих вклад в
действие, связанный с электрон-фононным взаимо-
действием:

Φ(t) =

〈〈
exp

(
i

t/2∫
−t/2

{
−g {∇h[rf (τ), τ ]}2 +

+ g {∇h[rb(τ), τ ]}2
}
dτ

)〉〉
. (60a)

Здесь внутреннее усреднение проводится по рав-
новесным фононам, а внешнее — по траекториям.
Имея в виду, что при η < 1/2 создаваемый фо-
нонами потенциал является плавным, мы не будем
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учитывать относительные флуктуации траекторий
rf (τ) и rb(τ) и положим rb(τ) = rf (−τ) (индекс у
функции rf (τ) мы в дальнейшем опустим). Тогда
(60а) можно переписать так:

Φ(t) =

〈〈
exp

(
i

t/2∫
−t/2

{
−g {∇h[rf (τ), τ ]}2 +

+ g {∇h[rf (τ),−τ ]}2
}
dτ

)〉〉
. (60b)

Введя, подобно тому, как это было сделано в разд. 1,
векторные поля χf (τ) и χb(τ), запишем (60b) в виде

Φ(t) =

〈∫
DχfD

∗χb ×

×
〈
exp

t/2∫
−t/2

{
ig

4
χ2

f (τ)−
ig

4
χ2

b(τ) −

− igχf(τ)∇hf + igχb(τ)∇hb
}
dτ

〉〉
. (61)

Здесь для краткости обозначено ∇h[r(τ), τ ] = ∇hf
и ∇h[r(τ),−τ ] = ∇hb, а символ D∗χ означает меру,
комплексно-сопряженную к Dχ, так что

∫
D∗χ exp

⎛
⎝−i g

4

t∫
0

χ2(τ) dτ

⎞
⎠ = 1.

Усреднив по фононам, получим

Φ(t) =

∫
DχfD

∗χb ×

× exp

t/2∫
−t/2

[
ig

4
χ2

f (τ) −
ig

4
χ2

b(τ)

]
dτ ×

×
〈
exp

g2

2

[
−χf K̂

ffχf − χbK̂
bbχb +

+ χf K̂
fbχb + χbK̂

bfχf

]〉
, (62)

где K̂ik — интегральные операторы с ядрами

Kff
αβ(τ1, τ2) = Kbb

αβ(τ1, τ2) =

∫
d2q

(2π)2
qαqβNq

ρ0ωq
×

× cos {q · [r(τ1)− r(τ2)]− ωq(τ1 − τ2)} ,

Kfb
αβ(τ1, τ2) = Kbf

αβ(τ1, τ2) =

∫
d2q

(2π)2
qαqβNq

ρ0ωq
×

× cos {q · [r(τ1)− r(τ2)]− ωq(τ1 + τ2)} .

(63)

Теперь в правой части (62) необходимо выпол-
нить усреднение по траекториям при фиксирован-
ных значениях τ1 и τ2. При этом, следуя рабо-
там [52–54], мы воспользуемся неравенством Йенсе-
на 〈exp(−S)〉 ≥ exp(−〈S〉), применив его к экспо-
ненте в третьей строке (62). Это позволит нам най-
ти оценку снизу для времени сбоя фазы. Более то-
го, такой расчет дает, по-видимому, выражение для
τϕ с точностью до численного множителя (см. дис-
куссию в [52] и работы [53, 54], где показано, что в
случае сбоя фазы, обусловленного электрон-элект-
ронным взаимодействием в квазиодномерных и дву-
мерных системах, усреднение показателя экспонен-
ты приводит к параметрически аккуратному выра-
жению для τϕ, полученному в [55] путем усреднения
экспоненциальной функции). Таким образом, вмес-
то (62) напишем

Φ(t) =

∫
DχfD

∗χb ×

× exp

t/2∫
−t/2

[
ig

4
χ2

f (τ) −
ig

4
χ2

b(τ)

]
dτ ×

× exp

{
g2

2

[
−χf〈K̂ff 〉χf − χb〈K̂bb〉χb +

+ χf〈K̂fb〉χb + χb〈K̂bf 〉χf

]}
. (64)

Из выражений (60) следует, что процедура усредне-
ния сводится к вычислению среднего

Eq(τ1, τ2) = 〈exp{iq · [r(τ1)− r(τ2)]}〉

по всем возможным траекториям. При этом мы не
будем учитывать того, что траектории электрона за-
мкнуты [52], а просто усредним по всем траектори-
ям, отвечающим интервалу времени |τ1 − τ2|. Стро-
го говоря, промежуток времени [−t/2, t/2] следова-
ло бы разбить на три интервала [−t/2, τ1], [τ1, τ2],
[τ2, t/2] и рассмотреть движение электрона на каж-
дом в отдельности. На первом интервале электрон
движется диффузионно, на втором — диффузион-
но или баллистически, а на третьем — диффузи-
онно возвращается в исходную точку. Такой расчет
заметно усложняет последующие вычисления, одна-
ко окончательный результат для τϕ остается преж-
ним с точностью до численного множителя. Функ-
ция Eq(τ1, τ2), получающаяся в результате упрощен-
ной процедуры усреднения, не зависит от направ-
ления вектора q и зависит только от разности вре-
мен: Eq(τ1, τ2) = Eq(τ1−τ2). Это позволяет записать
средние от выражений (62) в виде
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〈Kff
αβ(τ1, τ2)〉 = 〈Kbb

αβ(τ1, τ2)〉 ≡ Kbb
αβ(τ1, τ2) =

= δαβ

∫
dq F (q)Eq(τ1 − τ2) cosωq(τ1 − τ2),

〈Kfb
αβ(τ1, τ2)〉 = 〈Kbf

αβ(τ1, τ2)〉 ≡ Kfb
αβ(τ1, τ2) =

= δαβ

∫
dq F (q)Eq(τ1 − τ2) cosωq(τ1 + τ2),

(65)

F (q) =
q3Nq

4πρ0ωq
.

Вместо (64) напишем теперь

Φ(t) =

∫
DχfD

∗χb ×

× exp

⎧⎪⎨
⎪⎩
ig

4

t/2∫
−t/2

[
χ2

f(τ) − χ2
b(τ)

]
⎫⎪⎬
⎪⎭ dτ ×

× exp

{
g2

2

[
−χfK̂

ffχf − χbK̂
ffχb +

+ χf K̂
fbχb + χbK̂

fbχf

]}
. (66)

Введем новые поля χ1 = (χf −χb)/
√
2 и χ2 = (χf +

+ χb)/
√
2 и перепишем (66) через них:

Φ(t) =

∫
Dχ1Dχ2 exp

⎧⎪⎨
⎪⎩
ig

2

t/2∫
−t/2

χ1(τ)χ2(τ) dτ −

− g2

2

[
χ1

(
K̂ff + K̂fb

)
χ1 +

+ χ2

(
K̂ff − K̂fb

)
χ2

]⎫⎪⎬
⎪⎭ . (67)

Этот интеграл можно записать в форме

Φ(t) =
(
Det M̂

)−1

, (68)

где M̂ — операторная матрица:

M̂ =

⎛
⎝ 2g

(
K̂ff+K̂fb

)
iÎ

iÎ 2g
(
K̂ff−K̂fb

)
⎞
⎠ . (69)

Удвоение степени определителя в (68) связано с тем,
что χk — двумерные векторы. Определитель блоч-
ной матрицы

X =

(
A B

C D

)

дается, как известно, выражением

Det(X) = Det(A)Det(D − CA−1B).

Отсюда следует, что если матрицы A и C коммути-
руют друг с другом, то Det(X) = Det(AD − CB).
В случае матрицы (69) это свойство выполнено, так
что мы имеем

Det M̂ = Det
{
Î + 4g2

(
K̂ffK̂ff −

− K̂fbK̂fb −
[
K̂ff , K̂fb

])}
. (70)

Вычислим оператор K̂ ≡ K̂ff K̂ff − K̂fbK̂fb −
− [K̂ff , K̂fb]. Нас интересует поведение ядра
K(τ1, τ2) на больших временах t, поэтому в произ-
ведениях операторов в выражении (70) интегри-
рование по промежуточному времени мы можем
распространить на всю числовую ось. Представляя
затем функции Eq интегралами Фурье, получим

K(τ1, τ2) =

∞∫
0

∞∫
0

dq1dq2F (q1)F (q2)×

×
∞∫

−∞

∞∫
−∞

dΩ1dΩ2E1(Ω1)E2(Ω2)×

× {[δ(Ω1 − Ω2 + ω1 − ω2) (cos(ω1 +Ω1)τ −
− cos

[
2(ω1 − ω2)t+ (ω1 − Ω2)τ

]
+

+ cos(2ω1t− Ω1τ)− cos(2ω2t+Ω2τ)
)]

+

+ [ω2 → −ω2]} (71)

со следующими обозначениями:

t =
τ1 + τ2

2
, τ = τ1 − τ2,

ω1 = ωq1 , ω2 = ωq2, Ek(Ω) = Eqk(Ω).

В дальнейшем мы увидим, что при вычислении
определителя разность времен |τ | оказывается ма-
лой сравнительно с полным временем t, тогда как
типичные значения самих времен |τ1| и |τ2| порядка
t. При этих условиях |t| порядка t и поэтому мы, по-
скольку речь идет лишь об оценке τϕ, заменим t на
±t/2. После такого упрощения K(τ1, τ2) становится
функцией разности времен и полного времени t, так
что для вычисления определителя можно восполь-
зоваться теоремой Фишера –Хартвига.

Разобьем интервал [−t/2, t/2] на N частей и обо-
значим t/N = t0. Тогда символ ϕ(θ, t) запишется в
виде

ϕ(θ, t) = 1 + 4g2t0

∞∑
n=−∞

K(t0n, t) exp(inθ).

Переходя в этом выражении от суммирования по n
к интегрированию, получим
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ϕ(θ, t) = 1 + 4g2
∞∫

−∞
K(x, t) exp

ixθ

t0
dx.

Экспоненциальная зависимость определителя от t

дается выражением

Det M̂ ∝ exp

⎛
⎝N

2π∫
0

lnϕ(θ) dθ

⎞
⎠ =

= exp

⎛
⎜⎝t

2π/t0∫
0

lnϕ(ω, t) dω

⎞
⎟⎠ ,

где ϕ(ω, t) не зависит от t0. В пределе t0 → 0 (N →
→ ∞) будем иметь

Det M̂ ∼ exp

⎛
⎝t

∞∫
0

lnϕ(ω, t) dω

⎞
⎠ . (72)

Таким образом, в рамках принятых приближений
разрушение когерентности описывается экспонен-
той с показателем

S(t) = t

∞∫
0

lnϕ(ω, t) dω, (73)

где

ϕ(ω, t) = 1 + 4πg2
∞∫
0

∞∫
0

dq1dq2F (q1)F (q2)×

× ({[E1(ω1+ω)E2(ω2+ω)+E1(ω1−ω)E2(ω2−ω)]×
× [1− cos 2(ω1 − ω2)t]}+ {ω2 → −ω2}+

+ 2iE1(ω){[E2(ω1−ω2+ω)−E2(ω2−ω1+ω)] +

+ [ω2 → −ω2]} sin 2ω1t). (74)

Из этого выражения следует, что при ωq = 0 функ-
ция ϕ(ω, t) = 1, как и должно быть, — в статическом
поле сбой фазы отсутствует. При t → ∞ вклады в
интеграл (74) от осциллирующих со временем чле-
нов стремятся к нулю, а вклады от интегралов, со-
держащих sin 2ωit, малы при всех t. Чтобы учесть
это обстоятельство, введем величину qt согласно ра-
венству ωqtt = 1 и обозначим

J±(ω, t) =

∞∫
qt

F (q)Eq(ωq ± ω) dq,

J±(ω) =

∞∫
0

F (q)Eq(ωq ± ω) dq,

(75)

J̃±(ω, t) =

qt∫
0

F (q)Eq(ωq ± ω) dq.

Тогда получим

ϕ(ω, t) = 1 + 4πg2 [J+(ω, t) + J−(ω, t)] ×
×
[
J+(ω, t)+J−(ω, t)+2J̃+(ω, t)+2J̃−(ω, t)

]
. (76)

При q < k (k — импульс электрона) функ-
ция Eq(ω) подчиняется классическому кинетическо-
му уравнению и имеет вид

Eq(ω) = τi

(√
(1 − iωτi)2 + q2l2i − 1

)−1

+ c.c.,

где τi и li = V τi — транспортное время и транспорт-
ная длина относительно рассеяния на статическом
беспорядке. В диффузионном (qli < 1) и баллисти-
ческом (qli > 1) пределах Eq(ω) упрощается и запи-
сывается в виде

Ediff
q (ω) =

2Diq
2

D2
i q

4 + ω2
,

Eball
q (ω) =

2Θ(q2V 2 − ω2)√
q2V 2 − ω2

.

(77)

Здесь Di = V li/2 — коэффициент диффузии за счет
рассеяния на примесях. Ниже при вычислении вре-
мени сбоя фазы мы в области q < 1/li ≡ ki будем ис-
пользовать функцию Ediff

q (ω), а в области q > ki —
функцию Eball

q (ω). Принятое выражение для Eq(ω)

справедливо в случае короткодействующего беспо-
рядка, однако результаты расчета в баллистическом
и диффузионном пределах остаются справедливы-
ми и в случае дальнодействующего рассеивающего
потенциала. В случае k < q важны квантовые эф-
фекты и для Eball

q (ω) следует использовать выраже-
ние

Eball
q (ω) =

2Θ
[
q2V 2 − (ω − q2/2m)2

]
[q2V 2 − (ω − q2/2m)2]1/2

. (78)

Функция Ediff
q (ω), отвечающая области q < ki, в

квантовом пределе нам не понадобится, так как мы
всегда будем предполагать, что k � ki (условие ква-
зиклассичности движения электрона).

Ниже мы зафиксируем импульс электрона k и
отдельно рассмотрим случаи низких, qc < k, и вы-
соких, qc > k, температур.

7.1. Низкие температуры, qc < k

Начнем с области самых малых времен, когда
qt > k, так что в выражениях (65) и (75) ωq = Dq2
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и F (q) = T/4πD2κq. При этом qt = 1/
√
Dt, так что

неравенство qt > k можно переписать в виде

t < tk =
1

Dk2
. (79)

Поскольку q > k, в качестве Eq(ω) следует исполь-
зовать функцию (78), где величину ωq = Dq2 можно
опустить рядом с величиной q2/2m, так как Dm �
� 1. Введя новые переменные s = ω/kV и x = q/k,
запишем выражения (75) в форме

gJ±(ω, t) =
λDq2c
kV

∞∫
x1

Θ
[
(x2−x2−)(x2+−x2)

]
x
√
(x2−x2−)(x2+−x2)

dx,

λ =
gT

2πκDq2c
, xt =

1

k
√
Dt

,

(80)

gJ̃±(ω, t) =
λDq2c
kV

xt∫
0

Θ
[
(x2−x2−)(x2+−x2)

]
x
√
(x2−x2−)(x2+−x2)

dx,

x± =
√
2s+ 1 ± 1.

Поскольку xt � 1, справедливо также и неравенство
s � 1 (в противном случае J±(ω, t) = 0 и ϕ(ω, t) =
= 1). Тогда

S(t) ∼ tkV

∞∫
x2
t/2

ln

[
1 +

λ2D2q4c
k2V 2s2

]
ds. (81)

В однослойном графене при температуре ниже ком-
натной λDqc/V < 0.1, поэтому логарифм в (81)
можно разложить и мы получим

S(t) ∼ λ2kD

V
(Dq2c t)

2. (82)

Если S(tk) > 1, что эквивалентно q2c > k2
√
V/λ2kD,

то разрушение когерентности происходит уже при
t < tk с характерным временем

1

τϕ
∼ Dq2c

√
λ2kD

V
. (83)

Таким образом, чтобы формула (83) была справед-
лива при qc < k, должно выполняться условие k2 >
> q2c > k2

√
V/λ2kD. Это возможно, если V/λ2kD <

< 1. В графене V/λ2D ≈ 5 · 105 см−1, что отвечает
концентрации электронов n ≈ 1011 см−2. Следова-
тельно, в этом материале формула (83) может да-
вать время сбоя фазы в случае qc < k только при
n > 1011 см−2. Неравенства k2 > q2c > k2

√
V/λ2kD

можно записать и в форме условия для температу-
ры. В однослойном графене при n = 1012 см−2 по-
лучим 10 К > T > 5 К (здесь учтено, что в графене
qc ≈ 107

√
T/300 К · см−1).

Предположим теперь, что q2c < k2
√
V/λ2kD. При

этом условии за время tk когерентность не успевает
разрушиться и поэтому необходимо вычислить S(t)
на временах, больших tk. Рассмотрим интервал вре-
мени

tk < t < tc ≡ 1

Dq2c
. (84)

В этом интервале по-прежнему ωq = Dq2, а в каче-
стве функции Eq(ω) надо использовать Eball

q (ω) из
(77). Сделав замены ω = V 2s/D и q = V x/D, полу-
чим

gJ±(ω, t) = λ

(
Dqc
V

)2 ∞∫
xt

dxΘ
[
x2−(x2 ± s)2

]
x
√
x2−(x2 ± s)2

,

xt =
D

V
√
Dt

.

(85)

Предположим, что типичные значения x и s удовле-
творяют неравенству x2 < s. Тогда в (85) можно
пренебречь величиной x2 рядом с s и после замены
x = sy будем иметь

gJ±(ω, t) =
λ

s

(
Dqc
V

)2
∞∫

xt/s

dyΘ(y2 − 1)

y
√
y2 − 1

, (86)

откуда следует

gJ±(ω, t) ∼

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

λ

xt

(
Dqc
V

)2

, s < xt,

λ

s

(
Dqc
V

)2

, s > xt.

(87)

Аналогичные рассуждения дают

gJ̃±(ω, t) ∼

⎧⎪⎨
⎪⎩

λ

s

(
Dqc
V

)2

, s < xt,

0, s > xt.

(88)

Таким образом,

ϕ(ω, t) ∼ 1 + 16πg2J+(ω, t)
[
J+(ω, t) + 2J̃+(ω, t)

]
.

Для S(t) получим

S(t) ∼ V 2t

D

xt∫
0

ln

[
1 + 16π

λ2

x2t

(
Dqc
V

)4

+

+ 32π
λ2

xts

(
Dqc
V

)4
]
ds+

+
V 2t

D

∞∫
xt

ln

[
1 + 16π

λ2

s2

(
Dqc
V

)4
]
ds. (89)
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В однослойном графене при t < tc x2t �
� 16π(Dqc/Dqc)

4 и поэтому главный вклад в
действие дается выражением

S(t) ∼ V 2t

D

xt∫
0

ln

[
1 + 32π

λ2

xts

(
Dqc
V

)4
]
ds ∼

∼ λ2Dqc
V

(
t

tc

)3/2
zt∫
0

ln

(
1 +

1

z

)
dz, (90)

где zt ∼ (xtV
2/λD2q2c )

2. Подчеркнем, что разло-
жить логарифм нельзя, т. е. в действие S(t) дают
вклад все диаграммы рис. 1. Формула (89) справед-
лива при t < tc. В графене, как однослойном, так и
двухслойном, zt при t = tc много больше единицы
при всех разумных значениях температур, так что
для этих мембран мы получаем

S(t) ∼ λ2Dqc
V

(
t

tc

)3/2

ln zt ∼

∼ λ2Dqc
V

(
t

tc

)3/2

ln

(
V

λDqc

√
tc
t

)
. (91)

Из условия S(τϕ) = 1 найдем τϕ:

1

τϕ
∼ Dq2c

(
λ2Dqc
V

)2/3

ln2/3
(

V

λ5/4Dqc

)
∼

∼ (gT )4/3. (92)

Эта формула дает время сбоя фазы, если S(tc) ∼
∼ λ2Dqc/V > 1, что эквивалентно неравенству

T > T1 =
�
2V 4

λ4D2Δc
. (93)

В однослойном графене температура T1 ≈ 0.75 К,
а в двухслойном она может оказаться на несколь-
ко порядков меньше вследствие меньшей величины
скорости.

Выше было предположено, что типичные зна-
чения x и s удовлетворяют неравенству x2 < s.
Из приведенных вычислений видно, что эти значе-
ния порядка xt. Следовательно, должно выполнять-
ся условие xt � 1. Подставив сюда xt из (85), полу-
чим неравенство t > D/V 2. Наш расчет справедлив,
если D/V 2 < τϕ, что эквивалентно λ(Dqc/V )2 < 1.
В случае графена это неравенство выполнено при
всех разумных температурах (T < 106 К).

Рассмотрим теперь область температур T < T1.
При таких температурах когерентность не успевает
разрушиться за время tc, в течение которого qt > qc,

и необходимо изучить поведение функции S(t) на
временах t > tc = 1/Dq2c . При этом величины фо-
нонных импульсов оказываются меньше qc, так что

ωq = Dqη/2c q2−η/2, qt = qc/(Dq
2
c t)

2/(4−η).

До тех пор пока выполняется неравенство qtli > 1,
по-прежнему реализуется баллистический режим.
Это неравенство эквивалентно неравенству

t < t1 =
1

Dq2c
(qcli)

2−η/2 = τi
Di

D

(
V

Diqc

)η/2

. (94)

Отметим, что при типичных значениях параметров
t1 � τi. Рассуждая как выше, вместо формулы (89)
получим

S(t) ∼ V 2t

D

xt∫
0

ln

[
1 + 16π

λ2

x2−2η
t

(
Dqc
V

)4−2η

+

+ 32π
λ2

x1−η
t s1−η

(
Dqc
V

)4−2η
]
ds+

+
V 2t

D

∞∫
xt

ln

[
1 + 16π

λ2

s2−2η

(
Dqc
V

)4−2η
]
ds. (95)

Теперь логарифмы можно разложить (вклад облас-
ти малых s в первый интеграл, когда этого делать
нельзя, мал) и мы получим

S(t) ∼ λ2
Dqc
V

(Dq2c t)
(6−5η)/(4−η), (96)

откуда следует

1

τϕ
∼ Dq2c

(
λ2Dqc
V

)(4−η)/(6−5η)

∼

∼ g(8−2η)/(6−5η)T (16−11η)/(12−10η). (97)

Эта формула дает время сбоя фазы, если S(t1) > 1,
что можно записать в виде

T > T2 =
�
2V 4

ΔcD2λ8/(8−5η)

(
D

Di

)(12−10η)/(8−5η)

.

При T < T2 разрушение когерентности происхо-
дит на временах t > t1, т. е. в диффузионном режи-
ме. В этом случае удобно сделать замены ω = Dq2cs

и q = qc
√
D/Di x. Опустив пока в (76) слагаемые

2J̃+(ω, t) + 2J̃−(ω, t), получим

S(t) = Dq2c t

X2∫
0

ln{1 + 4πg2[J+(s, t) + J−(s, t)]2} ds,

X =
V

qc
√
DDi

,
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gJ± = λ

(
D

Di

)η/2

×

×
X∫

xt

x1+ηdx

x4 +
[
(D/Di)(4−η)/4x2−η/2 ± s

]2 ,
xt =

√
Di/D

(Dq2c t)
2/(4−η)

.

(98)

Предположив, что s > (D/Di)
1−η/4x2−η/2, получим

S(t) ∼ Dq2c t

X2∫
0

ln

⎡
⎢⎣1 + 16πλ2

(
D

Di

)η

×

×
⎛
⎝ X∫

xt

x1+ηdx

x4 + s2

⎞
⎠

2
⎤
⎥⎦ ds. (99)

Чтобы оценить S(t), представим интеграл по s в
виде суммы интегралов по промежуткам (0, x2t ) и
(x2t , X

2). В первом из них в знаменателе подынтег-
рального выражения интеграла по x можно опус-
тить слагаемое s2, а во втором интеграл по x оценим
так:

X∫
xt

x1+ηdx

x4 + s2
≈ 1

s2

√
s∫

xt

x1+ηdx +

X∫
√
s

dx

x3−η
≈

≈ 4

(4− η2)s1−η/2
.

В результате получим

S(t) ∼ Dq2cx
2
t t ln

[
1 +

16πλ2(D/Di)
η

(2− η)2x4−2η
t

]
+

+Dq2c t

X2∫
x2
t

ln

[
1 +

π(16λ)2(D/Di)
η

(4− η2)2s2−η

]
ds. (100)

Пусть x2−η
t > λ(D/Di)

η/2, или

t < t2 =
1

Dq2c

(
Di

λD

)(4−η)/(4−2η)

. (101)

Отношение t1/t2 уменьшается с уменьшением тем-
пературы и максимально при T = T2, но и при этой
температуре оно много меньше единицы. Разложив
логарифмы в (100), получим

S(t) ∼ λ2
D

Di
(Dq2c t)

(8−5η)/(4−η). (102)

Подставив в (102) выражение для t2 из (101), будем
иметь при D � Di и λ� 1

S(t2) ∼ λη/(4−2η)

(
Di

D

)(4−3η)/(4−2η)

� 1.

Из (102) получим оценку времени разрушения коге-
рентности

1

τϕ
∼ Dq2c

(
λ2D

Di

)(4−η)/(8−5η)

∼

∼ g(8−2η)/(8−5η)T. (103)

Учет слагаемых 2J̃+(ω, t)+2J̃−(ω, t) приводит лишь
к изменению численного множителя в выражении
для действия. При этом в интеграле по s на проме-
жутке (0, x2t ) возникает логарифм, который нельзя
разложить при малых s, однако этот непертурбатив-
ный вклад мал.

Таким образом, при T > T1 время сбоя фазы да-
ется выражениями (83) и (92), в интервале темпера-
тур T2 < T < T1 — выражением (97), а при T < T2 —
выражением (103). В графене по порядку величины
T1 ≈ 1 К, а T2 ≈ 10−1–10−2 К.

Отдельного рассмотрения требует случай η =

= 1/2, так как при этом условии второй интеграл в
правой части (95) расходится. Чтобы избежать этой
расходимости, надо учесть, что при больших зна-
чениях s переменная интегрирования x в интеграле
(87) тоже велика (x ∼ s) и, следовательно, необхо-
димо использовать закон дисперсии ωq = Dq2, не
содержащий η. В результате при s > xc в аргументе
логарифма в расходящемся интеграле s заменится
на s2 и интеграл сойдется. Действие запишется в
виде

Sball(t) ∼ λ2(Dqc/V )(Dq2c t) ln(Dq
2
c t)

и для времени сбоя фазы при η = 1/2 мы получим
1

τϕ
∼ Dq2c

λ2Dqc
V

ln
V

λ2Dqc
∼ g2T 3/2 ln

T1
T
. (104)

Это выражение с точностью до численного множи-
теля и логарифма совпадает с выражением, найден-
ным в работе [39] при η = 1/2 для случая рассеяния
на векторном потенциале, когда экранирование от-
сутствует (формула (17) в [39]). В [39] расчеты про-
водились для η > 1/2.

7.2. Высокие температуры, k < qc

Расчет τϕ в случае, когда k < qc, аналогичен про-
деланному выше для qc < k, и мы не будем описы-
вать его подробно. Отметим только, что на временах
t < tc (qt > qc) для Eq(ω) надо использовать фор-
мулу (78), а на временах t > tc — формулы (77).
Приведем результаты вычислений.

1. t < tc = 1/Dq2c . В этой области

S(t) ∼ λ2
Dk

V
(Dq2c t)

2,
1

τϕ
∼ Dq2c

√
λ2Dk

V
. (105)
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Формулы (105) совпадают с формулами (82) и (83),
полученными выше для случая qc < k в интерва-
ле температур, определяемом неравенствами k2 >

> q2c > k2
√
V/λ2kD. Теперь мы видим, что форму-

ла (83) дает время сбоя фазы в мембране при од-
новременном выполнении неравенств λ2Dk/V > 1

и q2c > k2
√
V/λ2kD. В графене первое из них вы-

полняется при n > 1011 см−2, а второе ограничива-
ет температуру снизу при заданной концентрации
электронов: T > 5 К (n · 10−12 см2)3/4.

2. tc < t < tk = tc(qc/k)
(4−η)/2. В этом интервале

S(t) ∼ λ2
Dk

V
(Dq2c t)

(8−5η)/(4−η),

1

τϕ
∼ Dq2c

(
λ2Dk

V

)(4−η)/(8−5η)

.

(106)

В графене при всех разумных значениях k (т. е. кон-
центрации) S(tk) � 1, так что в этом материале
формула (106) определяет время сбоя фазы при n <
< 1011 см−2. В других мембранах это может быть
не так, поэтому анализ следует продолжить.

3. При t > tk, qt < k, поэтому S(t) и τϕ даются
выражениями (96) и (97).

4. Наконец, при t > ti (время ti отвечает qt = ki)
реализуется диффузионный режим, и справедливы
формулы (102) и (103).

Сравним теперь наши результаты с результатами
работы [39] для случая k < qc, где было рассчитано
время сбоя фазы при η > 1/2. Полученные в этой
работе выражения для действия и времени сбоя фа-
зы в случаях 1 и 2 совпадают с выражениями (105) и
(106). Метод расчета, использованный в работе [39]
и основанный на теории возмущений, в случае 3 при-
водит при η < 1/2 к расходящемуся выражению для
S(t) (отметим, что при η > 1/2 второй интеграл в
выражении (95), из которого следует (96), расходит-
ся). Случай 4 также не может быть изучен в рамках
теории возмущений.

В заключение этого раздела сделаем следую-
щее замечание. Выше мы, ориентируясь на парамет-
ры графена, во многих описанных режимах разру-
шения когерентности раскладывали логарифм, что
означает учет процесса, отвечающего только второй
диаграмме рис. 1. В случаях мембран с другими па-
раметрами разложение логарифма может оказаться
невозможным и в величину 1/τϕ дадут вклад все
диаграммы рис. 1. Кроме того, при очень больших
временах аргумент логарифма велик и в случае гра-
фена, так что далекий «хвост» функции Φ(t) все-
гда требует учета всех процессов рис. 1. Действи-
тельно, при t → ∞ реализуется диффузионный ре-
жим, описываемый формулой (100). Первое слагае-

мое в (100) стремится к нулю, и асимптотика функ-
ции S(t) определяется вторым слагаемым. Посколь-
ку xt → 0 при t→ ∞, можно написать

S(t) ∼ Dq2c t

X2∫
0

ln

[
1 +

π(16λ)2(D/Di)
η

(4− η2)2s2−η

]
ds ∼

∼ Dq2c tλ
2/(2−η)

(
D

Di

)η/(2−η)
Z∫
0

ln

(
1+

1

z2−η

)
dz,

Z ∼
(
V

Dqc

)2(
D

Di

)(2−2η)/(2−η)
1

λ2/(2−η)
.

Если Z � 1, то

S(t) ∼ Dq2cλ
2/(2−η)(D/Di)

η/(2−η)t,

если же Z � 1, то

S(t) ∼ Dq2c (V/Dqc)
2 ln(1/Z)t.

В графене в зависимости от температуры и величи-
ны коэффициента диффузии могут реализоваться
обе возможности. При достаточно низких темпера-
турах реализуется первая из них.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучено движение электрона, взаимодействую-
щего с изгибными фононами мембраны в ситуации,
когда фононный коррелятор убывает с расстоянием
как 1/r2η, η < 1/2, и теория возмущений непримени-
ма даже в случае сколь угодно слабого взаимодей-
ствия. Основные результаты состоят в следующем.

1. Найдено квантовое время τq, определяющее
затухание функции Грина. Показано, что оно неана-
литически зависит от силы взаимодействия и темпе-
ратуры,

1/τq ∝ g1/(1−η)T (2−η)/2(1−η).

2. Изучены осцилляции плотности состояний
электрона в перпендикулярном к мембране магнит-
ном поле. Показано, что в наиболее интересном слу-
чае разделенных уровней Ландау форма уровней яв-
ляется гауссовой с шириной, зависящей от величины
магнитного поля согласно закону Δ ∝ Bη.

3. Вычислено время сбоя фазы волновой функ-
ции электрона τϕ за счет его взаимодействия с из-
гибными фононами в случае η < 1/2. Показано, что
имеется несколько температурных интервалов, в ко-
торых величина 1/τϕ выражается различными сте-
пенными функциями от константы электрон-фонон-
ного взаимодействия, температуры и энергии элект-
рона.
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Развитый в работе метод можно применить и к
другим системам, в которых гамильтониан взаимо-
действия электронов с бозонными модами содержит
квадрат бозонного поля. Подобная ситуация обсуж-
далась, например, в работах [56, 57], посвященных
влиянию флуктуаций спиновой плотности на тер-
модинамические и транспортные свойства металлов
вблизи антиферромагнитной критической точки. В
этих работах было выведено эффективное действие,
содержащее составную вершину, выраженную через
произведение двух пропагаторов элементарных бо-
зонных возбуждений. Такое приближение соответ-
ствует удержанию тех диаграмм на рис. 1, которые
содержат только двойные волнистые линии (напри-
мер, последней), тогда как исходное действие вклю-
чает все диаграммы рис. 1. Было бы интересно изу-
чить процессы разрушения когерентности в таких
системах, используя предложенный в нашей работе
подход.

Наконец, отметим, что представляет интерес за-
дача о чистой мембране, в которой как проводи-
мость, так и процессы декогеренции обусловлены
исключительно электрон-фононным взаимодействи-
ем. Ранее такая ситуация рассматривалась, напри-
мер, в работах [58,59]. В [58] изучалась слабая лока-
лизация, обусловленная взаимодействием электро-
на с квазистатическими акустическими фононами,
а в [59] изучалась кинетика электронов на нулевом
уровне Ландау, взаимодействующих с акустически-
ми фононами. В принципе, при достаточно высоких
температурах возможна ситуация, когда изгибные
фононы создают столь сильный квазистатический
случайный потенциал [38], что электроны успева-
ют локализоваться в нем на временах, меньших τϕ.
Иными словами, при высоких температурах изгиб-
ные фононы, вопреки естественным ожиданиям, мо-
гут приводить к сильной локализации электронов.
Если этот эффект реализуем, то он будет иметь об-
щую природу с явлением, описанным в работе [60],
где была предсказана возможность сильной локали-
зации в двухкомпонентной жидкости с сильно раз-
личающимися массами частиц. В [60] было показа-
но, что легкие частицы могут локализоваться в по-
тенциале тяжелых, что, в свою очередь, меняет ди-
намические свойства тяжелых частиц и, как след-
ствие, подавляет эквилибрацию и процессы сбоя фа-
зы. В результате система локализуется как целое
бесконечно слабым беспорядком. В чистой мембране
роль «тяжелых» частиц будут играть изгибные фо-
ноны.

Авторы благодарят А. М. Финкельштейна,
К. С. Тихонова, Wei L. Z. Zhao, А. М. Монахо-
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РФФИ (грант №15-02-04496-а), других соавторов
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поддержке РНФ (грант №14-42-00044). Работа была
также поддержана EU Network FP7-PEOPLE-2013-
IRSES (Grant №612624 “InterNoM”).

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Вычисление собственных чисел
операторов 2gK̂µ

Рассмотрим сначала оператор K̂V . Требуется ре-
шить уравнение

2g

t∫
0

KV (τ1 − τ2)fn(τ2) dτ2 = ΛV n(t)fn(τ1).

Его удобно записать в форме

2g

t∫
0

∞∫
0

dq

4π

I[qV (τ1 − τ2)]U(q)

ρ0D2q1−ηqηc [1 + (q/qc)η]
×

×fn(τ2) dτ2 = ΛV n(t)fn(τ1),

I[qV (τ1 − τ2)] = J0[qV (τ1 − τ2)]−

− J2[qV (τ1 − τ2)], U(q) =
ω(q)

T
N(q).

(A.1)

Отметим, что U(q) ≈ 1 при q < qT и U(q) ∝
∝ exp(−ω(q)/T ) при q > qT . Введем безразмерные
переменные s = qV t и ϑi = τi/t и сдвинем ϑi так,
чтобы они менялись в интервале [−1/2, 1/2]. По-
следнее позволит нам в явном виде учесть четность
функции KV (τ) = KV (−τ). После этого (А.1) запи-
шется так:

γL1−η

∞∫
0

U(qcs/L) ds

s1−η[1 + (s/L)η]
×

×
1/2∫

−1/2

I[s(ϑ1−ϑ2)]fn(ϑ2) dϑ2 = ΛV n(t)fn(ϑ1). (A.2)

Здесь L = qcV t, а γ = gT/2πκqcV — безразмерный
параметр, характеризующий силу взаимодействия
(в случае однослойного графена γ ≈ 0.1

√
T/300 К).

Из четности функции I[s(ϑ1−ϑ2)] относительно пре-
образования ϑi → −ϑi следует, что собственные

394



ЖЭТФ, том 150, вып. 2 (8), 2016 Электрон в поле изгибных колебаний мембраны. . .

функции fn(ϑ) имеют определенную четность. При
n � 1 функции cos(2πnϑ) и sin(2πnϑ) удовлетворя-
ют уравнению (А.2) всюду, кроме узких, шириной
порядка 1/2πn, интервалов вблизи концов интерва-
ла [−1/2, 1/2]. Действительно, подставив первую из
них в левую часть (А.2) и сделав очевидные замены
переменных, получим

γL1−η

∞∫
0

U(qcs/L) ds

s1−η[1 + (s/L)η]
×

×
1/2∫

−1/2

I[s(ϑ1 − ϑ2)] cos(2πnϑ2) dϑ2 =

= γ

(
L

2πn

)1−η
∞∫
0

U(2πnqcy/L) dy

y1−η[1 + (2πny/L)η]
×

×
(1/2−ϑ1)2πn∫

−(1/2+ϑ1)2πn

I(yx)[cos(2πnϑ1) cos x−

− sin(2πnϑ1) sinx] dx. (A.3)

Интеграл

(1/2−ϑ1)2πn∫
−(1/2+ϑ1)2πn

I(yx) cosx dx

сходится в области |x| порядка единицы и поэтому
не зависит от ϑ1 вне указанных выше малых ин-
тервалов вблизи краев промежутка [−1/2, 1/2]. Это
означает, что при почти всех ϑ1 пределы интегриро-
вания можно положить равными±∞. Исключением
являются значения y в области шириной порядка
1/n вокруг y = 1, где интеграл имеет интегрируе-
мую особенность вида 1/

√|y − 1|. Вкладом этой об-
ласти при последующем интегрировании по y можно
пренебречь. При тех же значениях ϑ1 интеграл

(1/2−ϑ1)2πn∫
−(1/2+ϑ1)2πn

I(yx) sin x dx

близок к нулю. В результате правая часть (А.3) ока-
зывается равной

cos(2πnϑ1)γ

(
L

2πn

)1−η
∞∫
0

U(2πnqcy/L) dy

y1−η[1+(2πny/L)η]
×

×
∞∫

−∞
I(yx) cos x dx.

Учитывая теперь, что
∞∫

−∞
I(yx) cos x dx = 4Θ(y − 1)/y2

√
y2 − 1

(Θ(x) — функция Хэвисайда), получим для четных
решений

ΛV n(t) ≈ 4γ

(
L

2πn

)1−η

×

×
∞∫
1

U(2πnqcy/L)

y3−η
√
y2 − 1 [1 + (2πny/L)η]

dy. (A.4)

Аналогичным образом можно показать, что при
n� 1 собственные числа, отвечающие нечетным ре-
шениям, также даются выражением (А.4). Для соб-
ственных чисел оператора K̂⊥ найдем

Λ⊥n(t) ≈ 4γ

(
L

2πn

)1−η

×

×
∞∫
1

U(2πnqcy/L)
√
y2 − 1

y3−η[1 + (2πny/L)η]
dy. (A.5)

В дальнейшем приближенные собственные числа
(А.4) и (А.5) мы будем обозначать символами λμn(t),
в отличие от точных собственных чисел Λμn(t). За-
метим также, что, как следует из (30), при L → ∞
точные собственные числа, как и найденные прибли-
женные, пропорциональны L1−η.

ПРИЛОЖЕНИЕ B

Вычисление префактора во временной
зависимости функции Грина электрона

Вычислим величины

Mn = (2π)−1

2π∫
0

ln

[
ϕV (θ)

∣∣∣∣2 sin θ2
∣∣∣∣
1−η
]
×

× exp(−inθ) dθ,
n �= 0

(вычисление величин

(2π)−1

2π∫
0

ln

[
ϕ⊥(θ)

∣∣∣∣2 sin θ2
∣∣∣∣
1−η
]
exp(−inθ) dθ

проводится аналогично). Учтя, что для n �= 0

(2π)−1

2π∫
0

ln

∣∣∣∣2 sin θ2
∣∣∣∣
1−η

exp(−inθ) dθ = −1− η

2|n| ,
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получим

Mn = −1− η

2|n| +
1

2π

2π∫
0

lnϕV (θ) exp(−inθ) dθ. (B.1)

Поскольку ϕV (θ) = ϕV (2π − θ),

2π∫
0

lnϕV (θ) exp(−inθ) dθ = 2

π∫
0

lnϕV (θ) cosnθ dθ.

После интегрирования по частям Mn запишется в
виде

Mn = −1− η

2|n| − 1

πn

π∫
0

ϕ′
V (θ)

ϕV (θ)
sinnθ dθ.

Выражение (46) для ϕV (θ) можно записать в форме

ϕV (θ) = 1 + 2iγ

(
θc
θ

)1−η

×

×
∞∫
1

dx

x3−η[(θx/θc)η + 1]
√
x2 − 1

. (B.2)

В результате будем иметь

Mn = −1− η

2|n| +
1

πn

π/θc∫
0

sin(nθcz)

z
×

×
2iγ/z1−η

∞∫
1

(xz)η + 1− η

x3−η
√
x2 − 1 [1 + (xz)η]2

dx

1 + 2iγ/z1−η

∞∫
1

1

x3−η
√
x2 − 1 [1 + (xz)η]

dx

dz.

Здесь сделана замена переменной интегрирования
θ → θcz. Отметим, что Mn = M−n. Представим
внешний интеграл в этом выражении суммой инте-
гралов I1 и I2 соответственно по областям 0 < z < 1

и 1 < z < π/θc. Первый можно записать приближен-
но в виде

I1 ≈ 1

πn

1∫
0

sin(nθcz)

z

2iγ(1− η)A1/z
1−η

1 + 2iγA1/z1−η
dz,

A1 =

∞∫
1

dx

x3−η
√
x2 − 1

,

а второй, учтя неравенство γ � 1, в виде

I2 ≈ 2iγA2

πn

π/θc∫
1

sin(nθcz)

z2
dz, A2 =

∞∫
1

dx

x3
√
x2−1

.

Вычислим эти интегралы для случаев nθc < 1 и
nθc > 1. Пусть сначала nθc < 1. В этом случае синус
в I1 можно разложить, и мы получим

I1 ≈ θc
π

1∫
0

2iγ(1−η)A1/z
1−η

1 + 2iγA1/z1−η
dz ≈ 2iγθc

(1−η)A1

ηπ
.

Для I2 найдем

I2 ≈ 2iγθc
A2

π
ln

(
1

nθc

)
.

Видно, что вклад I2 доминирует. В случае nθc > 1

для I1 и I2 получим

I1 ≈ 2iγ(nθc)
1−ηB1

πn
, 2γ(nθc)

1−η < 1,

B1 = (1− η)A1

∞∫
0

sinx

x2−η
dx,

I1 ≈ 1− η

2n
+

iC1

2γn(nθc)1−η
, 2γ(nθc)

1−η > 1,

C1 =
1− η

πA1

∞∫
0

sinx

xη
dx,

(B.3)

I2 ≈ 2iγA2 cos(nθc)

θcn2
.

Нетрудно убедиться, что в этом случае вклад I1 па-
раметрически больше вклада I2. В результате мы
имеем

Mn ≈ −1− η

2n
+ 2iγθc

A2

π
ln(1/nθc), nθc < 1,

Mn ≈ 2iγ(nθc)
1−ηB1

πn
, 1 < nθc <

1

γ1/(1−η)
,

Mn ≈ iC1

2γn(nθc)1−η
, nθc >

1

γ1/(1−η)
.

(B.4)

Теперь сосчитаем ряд

Re
∞∑

n=1

[nM2
n + (1− η)Mn].

Легко увидеть, что вклад слагаемых с n >

> 1/θcγ
1/(1−η) в пределе θc → 0 обращается в нуль.

Вклад членов с 1/θc < n < 1/θcγ
1/(1−η) в том же

пределе стремится к числу порядка единицы. Нако-
нец, вклад членов с n < 1/θc равен

− (1− η)2

4
ln

1

θc

плюс число порядка единицы. Комбинируя это с
множителем N (1−η)2/4 в выражении (44) для детер-
минанта (α = (η− 1)/2, N = t/t0), получим префак-
тор (qcV t)

(1−η)2/4, не зависящий от t0. Это приводит
к формуле (51) для функции Грина.
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ПРИЛОЖЕНИЕ C

Вычисление собственных чисел
оператора K̂(p)

Система уравнений на собственные числа и соб-
ственные функции оператора K̂(p) имеет вид (по по-
вторяющемуся индексу подразумевается суммиро-
вание)

pTc∫
0

K
(p)
ik (τ1 − τ2)χk(τ2) dτ2 = λ(p)χi(τ1). (C.1)

Отсюда видно, что в силу периодичности функций
K

(p)
ik (τ1−τ2) = K

(p)
ik (τ1+Tc−τ2) функции χk(τ1) так-

же периодичны с периодом Tc. Поэтому (C.1) можно
переписать так:

p

Tc∫
0

Kik(τ1 − τ2)χk(τ2) dτ2 = λ(p)χi(τ1),

Kik(τ1 − τ2) ≡ K
(1)
ik (τ1 − τ2).

(C.2)

Прежде чем решать эту систему уравнений, перей-
дем к переменным ϑi = τi/Tc и сдвинем их так,
чтобы они менялись в интервале [−1/2, 1/2]. Кро-
ме того, в выражениях (56) вместо волнового числа
введем переменную s = qRc. Тогда получим

2πpγ(qcRc)
1−η

1/2∫
−1/2

Kik(ϑ1 − ϑ2)χk(ϑ2) dϑ2 =

= λ(p)χi(ϑ1), (C.3)

где

K11(ϑ) =

=

∞∫
0

J0(2s sinπϑ) cos 2πϑ− J2(2s sinπϑ)

s1−η[1 + (s/qcTc)η]
×

× U

(
s

Rc

)
ds,

K22(ϑ) =

=

∞∫
0

J0(2s sinπϑ) cos 2πϑ+ J2(2s sinπϑ)

s1−η[1 + (s/qcTc)η]
×

× U

(
s

Rc

)
ds,

K12(ϑ) = −K21(ϑ) =

=

∞∫
0

J0(2s sinπϑ) sin 2πϑ

s1−η[1 + (s/qcTc)η]
U

(
s

Rc

)
ds.

(C.4)

Покажем, что пары функций{
χ1(ϑ) = a cos 2πnϑ

χ2(ϑ) = b sin 2πnϑ

}
,

{
χ1(ϑ) = a sin 2πnϑ

χ2(ϑ) = b cos 2πnϑ

}
,

(C.5)

являются решениями уравнений (C.3). Рассмотрим
первую пару. Подействуем оператором K̂11 на функ-
цию χ1:

1/2∫
−1/2

K11(ϑ1 − ϑ2) cos 2πnϑ2dϑ2 =

=

1/2−ϑ1∫
−1/2−ϑ1

K11(ϑ) dϑ{cos 2πnϑ cos 2πnϑ1 −

− sin 2πnϑ sin 2πnϑ1}.
Используя явное выражение (C.4) для K11(ϑ), с
помощью дифференцирования по ϑ1 нетрудно убе-
диться, что интегралы

1/2−ϑ1∫
−1/2−ϑ1

K11(ϑ) cos 2πnϑ dϑ,

1/2−ϑ1∫
−1/2−ϑ1

K11(ϑ) sin 2πnϑ dϑ

не зависят от переменной ϑ1, которую, следова-
тельно, можно положить равной нулю. Из-за чет-
ности функции K11(ϑ) второй интеграл обращается
в нуль, так что

1/2∫
−1/2

K11(ϑ1 − ϑ2) cos 2πnϑ2dϑ2 =

= cos 2πnϑ1

1/2∫
−1/2

K11(ϑ) cos 2πnϑ dϑ.

Аналогичным образом можно показать, что

1/2∫
−1/2

K12(ϑ1 − ϑ2) sin 2πnϑ2dϑ2 =

= − cos 2πnϑ1

1/2∫
−1/2

K12(ϑ) sin 2πnϑ dϑ,
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1/2∫
−1/2

K21(ϑ1 − ϑ2) cos 2πnϑ2dϑ2 =

= − sin 2πnϑ1

1/2∫
−1/2

K12(ϑ) sin 2πnϑ dϑ,

1/2∫
−1/2

K22(ϑ1 − ϑ2) sin 2πnϑ2dϑ2 =

= sin 2πnϑ1

1/2∫
−1/2

K22(ϑ) cos 2πnϑ dϑ.

Вычисления дают

1/2∫
−1/2

K11(ϑ) cos 2πnϑ dϑ =

=

∞∫
0

[Jn+1(s) + Jn−1(s)]
2U(s/Rc)

2s1−η[1 + (s/qcRc)η]
ds,

1/2∫
−1/2

K12(ϑ) sin 2πnϑ dϑ =

=

∞∫
0

[J2
n−1(s)− J2

n+1(s)]U(s/Rc)

2s1−η[1 + (s/qcRc)η]
ds,

1/2∫
−1/2

K22(ϑ) cos 2πnϑ dϑ =

=

∞∫
0

[Jn+1(s)− Jn−1(s)]
2U(s/Rc)

2s1−η[1 + (s/qcRc)η]
ds.

(C.6)

Пусть qcRc � 1. Тогда при n порядка единицы
интегралы сходятся в области s порядка единицы,
причем U(n/Rc) ≈ 1. При n � 1 функции Бесселя
сосредоточены в окрестности точки s = n, поэтому
при 1 � n � qTRc, когда U(n/Rc) ≈ 1, все инте-
гралы (C.6) пропорциональны 1/n1−η[1+ (n/qcRc)

η]

с коэффициентами, зависящими только от η. При
n � qcRc в знаменателях интегралов (C.6) мож-
но пренебречь слагаемым (s/qcRc)

η по сравнению
с единицей. Вычислив получившиеся интегралы и
подставив результат в (C.3), получим систему ал-
гебраических уравнений, из которой найдем, что

λ
(p)
±n = 2πpγ(qcRc)

1−η Γ(n+ η/2)

Γ(n− η/2)n
×

× Γ(1− η)

22−ηΓ2(1 − η/2)
s±(n), n = 1, 2, 3, . . . ,

s±(n) =
2n(2n+ η)

(2n− η)(2n+ 2− η)
+

2n

2n− 2 + η
±

±
(

16n2η2

(2− η)2(2n− η)2
+

+

{
2n(2n+η)

(2n−η)(2n+2−η)−
2n

2n−2+η

}2
)1/2

.

(C.7)

Функции s±(n) с увеличением n быстро достига-
ют предельных значений s+ = 4/(2 − η) и s− =

= 4(1 − η)/(2 − η), тогда как при n порядка едини-
цы значение функции s+(n) может оказаться боль-
шим (например, в случае мембраны с дефектами,
где η ≈ 0.2, s+(1) ≈ 20). При n � 1 числа λ+n и
λ−n совпадают с найденными в разд. 3.2.1 числами
λμn(t) для t = Tc или с аналогичными числами в
случае мембраны с дефектами.

В случае qTRc � n � qcRc слагаемое (s/qcRc)
η,

напротив, велико и в знаменателях подынтеграль-
ных функций в (63) можно пренебречь единицей.
Выражения для собственных чисел получаются из
формулы (C.7), если в ней положить η = 0:

λ
(p)
±n ≈ πpγ(qcRc)

1−η

n
. (C.8)

Наконец, при n > qTRc собственные числа убывают
с ростом n еще быстрее и их вкладом можно прене-
бречь. Второй паре функций (C.5) отвечают те же
собственные числа, что и первой. Случай qcRc � 1

требует отдельного рассмотрения, результаты кото-
рого нам, однако, не понадобятся, и мы не станем
его проводить.
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