
ЖЭТФ, 2016, том 150, вып. 3 (9), стр. 625–636 c© 2016

ЭВОЛЮЦИЯ ФУНКЦИЙ МАССОПЕРЕНОСА
В ЖИДКОСТНЫХ СИСТЕМАХ ЮКАВЫ

О. С. Ваулина*

Объединенный институт высоких температур Российской академии наук
125412, Москва, Россия

Поступила в редакцию 19 февраля 2016 г.

Представлены результаты аналитического и численного исследования процессов массопереноса в неиде-
альных жидкостных системах. Расчеты выполнялись для протяженных двумерных и трехмерных систем
частиц, взаимодействующих с экранированным кулоновским потенциалом типа Юкавы. Основное внима-
ние уделялось двумерным структурам. Предложена новая аналитическая модель для описания эволюции
функций массопереноса в системах взаимодействующих частиц, включая переход между баллистическим
и диффузионным режимами их движения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задачи, связанные с процессами переноса (диф-
фузии, вязкости, теплопроводности и т. д.) в систе-
мах взаимодействующих частиц, представляют зна-
чительный интерес в различных областях науки, та-
ких как гидродинамика, физика плазмы, медицина,
биология, физика и химия полимеров и т. д. [1–12].
Применение гидродинамических подходов позволя-
ет успешно описать процессы переноса только в слу-
чае взаимодействий ближнего порядка. Разработка
приближенных моделей для описания жидкого со-
стояния вещества опирается на два основных под-
хода, один из которых (более фундаментальный)
использует общие положения статистической физи-
ки, другой основан на аналогиях между жидкостью
и твердым телом (теория «скачков»). Для анализа
транспортных характеристик в системах взаимодей-
ствующих частиц и проверки существующих при-
ближений широко используется компьютерное мо-
делирование динамики частиц при различных мо-
дельных потенциалах для их взаимодействия. Для
моделирования процессов переноса обычно исполь-
зуются методы молекулярной динамики, основан-
ные на интегрировании обратимых уравнений дви-
жения частиц, или на решении уравнений Ланжеве-
на, учитывающих необратимость исследуемых про-
цессов [1, 6].
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Диффузия является основным процессом массо-
переноса, который определяет энергетические по-
тери (диссипацию) в системе частиц и их динами-
ческие характеристики, такие как фазовое состоя-
ние, условия распространения волн и формирова-
ния неустойчивостей. В случае малых отклонений
исследуемой системы от состояния статистического
равновесия коэффициент диффузии D описывается
соотношением, которое является частным случаем
формул Грина –Кубо:

D =

∞∫
0

〈V (0)V (t)〉 dt
m

, (1)

где 〈V (0)V (t)〉 — автокорреляционная функция ско-
ростей V частиц, t — время, а m — размерность сис-
темы. Коэффициент диффузии может быть также
получен путем анализа теплового переноса частиц
через единичную площадку среды при t→ ∞:

D = lim
t→∞〈(Δl)2〉/(2mt), (2)

где Δl = Δl(t) — смещение отдельной частицы за
время t, а скобки 〈 〉 обозначают усреднение по ан-
самблю и по всем временным интервалам длитель-
ностью t. При выводе соотношений (1), (2) не дела-
ется предположений о характере теплового движе-
ния частиц, поэтому они справедливы как для газов,
так и для неидеальных сред. Однако в случае неиде-
альных систем расчет коэффициента диффузии при
помощи формул (1), (2) не допускает аналитических
решений. Простое решение, D ≡ D0 = T/(νfrM),
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известное как соотношение Эйнштейна, можно по-
лучить только для невзаимодействующих частиц;
здесь M — масса частиц, T — их температура, а
νfr — коэффициент трения, определяющий эффек-
тивную частоту обмена энергией между рассматри-
ваемой частицей и нейтралами окружающего (бу-
ферного) газа.

Случайное блуждание отдельной частицы меж-
ду атомами/молекулами окружающего ее газа или
другими частицами среды после большого числа
столкновений описывается уравнениями макроско-
пической диффузии с некоторым коэффициентом
D, не зависящим от времени [6–9]. Однако для ана-
лиза процессов переноса при физически малых вре-
менах наблюдения (т. е. для режимов движения час-
тиц, отличных от диффузионного, а именно, балли-
стического и переходного) описание в рамках мак-
роскопической кинетики может оказаться недоста-
точным. Исследование процессов массопереноса на
малых временах наблюдения имеет особую важ-
ность для изучения быстрых процессов (распростра-
нение ударных волн, импульсных воздействий, дви-
жение фронта химических превращений в конден-
сированных средах и т. д. [2, 5]), а также для ана-
лиза транспортных характеристик сильно диссипа-
тивных неидеальных сред (таких как коллоидные
растворы, плазма продуктов сгорания [2, 13–19]),
где корректное измерение коэффициентов диффу-
зии частиц требует постановки длительных экспери-
ментов. Современные средства диагностики допус-
кают такую возможность. Однако на настоящий мо-
мент существующие аналитические модели разрабо-
таны только для двух простейших случаев: невзаи-
модействующие частицы и одиночная частица, теп-
ловое движение которой ограничено потенциальным
полем ловушки. Анализ этих задач не позволяет
описать переход между баллистическим и диффу-
зионным режимами для системы частиц, потенциал
взаимодействия ϕ(r) между которыми не равен ну-
лю (здесь r — расстояние между частицами), рав-
но как и исследовать влияние числа таких частиц
Np �= 1 на характер их теплового движения [1–10].

Информацию о характере движения взаимодей-
ствующих частиц, включая данные о динамике пе-
рехода между баллистическим и диффузионным ре-
жимами, можно получить путем анализа временных
зависимостей их функций массопереноса DGK(t)

и Dm(t):

DGK(t) =

t∫
0

〈Vx(0)Vx(t)〉 dt, (3)

Dm(t) = 〈x2〉/(2t). (4)

Здесь 〈Vx(0)Vx(t)〉 — автокорреляционная функция
скоростей V частиц, V = Vx (t) ≡ dxj/dt — ско-
рость j-й частицы в выбранном направлении x, а
x = xj(t) — cмещение j-й частицы, на одну сте-
пень свободы. Соответственно, коэффициент диф-
фузии может быть получен как D ≡ limt→∞DGK(t)

и/или D ≡ limt→∞Dm(t). Связь между упомяну-
тыми функциями массопереноса DGK(t) и Dm(t)

в однородных системах определяется соотношени-
ем [20, 21]

〈Vx(0)Vx(t)〉 = 1

2

d2〈x2〉
dt2

. (5)

Отсюда

DGK(t) =
1

2

d〈x2〉
dt

≡ d(tDm(t))

dt
.

В настоящей работе представлены результаты
численного исследования процессов массопереноса
в системах частиц с экранированным кулоновским
взаимодействием типа Юкавы:

φ(r) =
1

r
Q2 exp

(
− r

λ

)
, (6)

где λ — длина экранирования, Q — заряд частиц.
Этот тип взаимодействия широко используется для
моделирования свойств различных неидеальных си-
стем, например, в физике полимеров, медицине, био-
логии и физике плазмы [1–9]. Отметим, что модель
экранированного потенциала успешно применяется
для интерпретации результатов ряда лабораторных
экспериментов в пылевой плазме [1–3,21, 22].

Моделирование проводилось для двумерных и
трехмерных жидкостных систем Юкавы в широком
диапазоне их параметров. Особое внимание уделя-
лось двумерным системам. Одной из причин данно-
го обстоятельства является возможность непосред-
ственной экспериментальной проверки полученных
результатов, например, в экспериментах с монослой-
ными пылевыми структурами в плазме емкостного
высокочастотного разряда [1–3,21–24]. Помимо фун-
даментальных аспектов, исследования транспорт-
ных свойств двумерных систем представляют осо-
бый прикладной интерес в области нано- и микро-
технологий, а также при разработке покрытий и ма-
териалов с заданными свойствами [1, 2].

2. КОЭФФИЦИЕНТЫ ДИФФУЗИИ ЧАСТИЦ
В НЕИДЕАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ

Существующие численные исследования процес-
сов массопереноса в диссипативных (νfr �= 0) и дис-
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Рис. 1. Зависимость D∗ от Γ∗ для трехмерных [26] (а) и двумерных [25] (б ) систем Юкавы при различных параметрах
масштабирования ξ: (◦) — ξ > 0.3; (•) — ξ < 0.2. Сплошные линии — усредненные данные численного моделирования

для различных ξ и κ

персионных (νfr → 0) жидких средах с широким
кругом парных потенциалов ϕ(r) показывают, что
величина нормированного коэффициента диффузии
частиц D∗ = D(νfr + ω∗)M/T в неидеальных систе-
мах определяется двумя безразмерными параметра-
ми [25–29]: эффективным параметром неидеально-
сти Γ∗ = r2pφ

(2)/(2T ) и параметром масштабирова-
ния ξ = ω∗/νfr в диапазоне значений Γ∗ примерно
от 1 до Γ∗ = Γ∗

m. Здесь Γ∗
m — величина параметра

Γ∗ на линии плавления системы (где коэффициент
диффузии частиц D → 0), φ(2) — вторая производ-
ная энергии парного взаимодействия φ(r) = Qϕ(r) в
точке среднего расстояния между частицами r = rp,
а ω∗ ∝ ω = {φ(2)/(2M)}1/2 — эффективная часто-
та столкновений между заряженными частицами.
Следует отметить, что для систем с различными
изотропными потенциалами, формирующих в про-
цессе своей кристаллизации трехмерные объемно-
центрированные кубические (ОЦК) решетки, вели-
чина Γ∗ ≡ Γ3D ≈ 104.5± 5 и ω∗ ≈ ω/π1/2; а для дву-
мерных структур, образующих в твердом состоянии
решетку гексагонального типа (ГП), Γ∗

m ≡ Γ2D ≈
≈ 102.5± 5 и ω∗ ≈ √

2ω/π1/2 [25–30]. (Отметим, что
формирование решеток ОЦК-типа в трехмерных си-
стемах Юкавы происходит при условии κ ≤ 6.9, где
κ = rp/λ — параметр экранирования [30, 31].)

Для систем с экранированным кулоновским по-
тенциалом эффективный параметр неидеальности
можно записать как

Γ∗ =
r2pφ

(2)

2T
≡ Γ

(
1 + κ+

κ2

2

)
exp(−κ),

а величину ω = {φ(2)/(2M)}1/2 — в виде

ω =

{
(eZ)2

(
1 + κ+

κ2

2

)
exp(−κ)
r3pM

}1/2

,

здесь Γ = Q2/(rpT ) — кулоновский параметр неиде-
альности.

Нормированные значения D∗ = D(νfr +ω∗)M/T

в зависимости от Γ∗ для трехмерных и двумерных
систем Юкавы показаны соответственно на рис. 1а,
1б. Легко увидеть, что в диапазоне параметров Γ∗

примерно от 5 до 65 величина D∗ практически не
зависит от ξ (отклонения расчетов для различных
величин ξ находятся в пределах численной ошибки
±3%) и определяется величиной эффективного па-
раметра неидеальности Γ∗. Различия между коэф-
фициентами диффузии D∗ для слабо диссипатив-
ных (ξ > 0.3) и слабо дисперсионных (ξ < 0.2) трех-
мерных и двумерных структур заметно увеличива-
ются с ростом неидеальности системы в диапазоне
параметров Γ∗ от 65 до Γ∗ = Γ∗

m [25–29], см. рис. 1а,
1б. Отметим также, что усредненные (для различ-
ных ξ и κ) данные численного моделирования D∗ в
двумерных и трехмерных системах для нормирован-
ного диапазона γ = bΓ∗/Γ∗

m отличаются друг от дру-
га в пределах численной ошибки, около 3% [25,28],

627
13*



О. С. Ваулина ЖЭТФ, том 150, вып. 3 (9), 2016

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.
0.10

1.00

D*

�

Рис. 2. Усредненные данные численного моделирования
D∗ от γ = bΓ∗/Γ∗

m для трехмерных (♦) [26] и двумер-
ных (�) [25] систем Юкавы, здесь b = 1 для трехмерных
структур и b = 3/2 для двумерных систем. (Показано от-

клонение ±3%)

см. рис. 2; здесь b = 1 для трехмерных структур и
b = 3/2 для двумерных систем.

3. ФУНКЦИИ МАССОПЕРЕНОСА ДЛЯ
ГАРМОНИЧЕСКОГО ОСЦИЛЛЯТОРА И
НЕВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ЧАСТИЦ

Для описания теплового движения частиц обыч-
но используется система уравнений Ланжевена со
случайной силой Fran, благодаря которой устанав-
ливается равновесная температура T частиц, харак-
теризующая кинетическую энергию их стохастиче-
ского (теплового) движения [1, 6, 20]. В этом случае
смещение j-й частицы вдоль выбранной координаты
x = xj(t) за время t в однородной квазиравновесной
среде под действием некоторой потенциальной силы
Fp описывается решением системы дифференциаль-
ных уравнений:

M
d2x

dt2
= −Mνfr

dx

dt
+ Fp + Fran. (7)

В случае невзаимодействующих частиц (Fp = 0)
решение уравнения (7) может быть представлено
как [1, 6, 20]

DGK(t)

D0
= 1− exp(−νfrt), (8a)

Dm(t)

D0
= 1− 1− exp(−νfrt)

νfr(t)
. (8b)

При t → ∞ и νfrt 
 1 получим Dm(t) → D0, а на
малых временных интервалах, νfrt � 1, движение
частиц имеет баллистический характер: 〈x2〉 ∝ t2 и,
соответственно, Dm ∝ t и DGK(t) ∝ t.

В случае единственной заряженной частицы,
Np = 1, в линейной гармонической ловушке (Fp =

= −Mω2
cx, D ≡ 0), решение уравнения (7) имеет

вид [1, 20]

DGK(t)

D0
=

exp(−νfrt/2)
ψ

sh νfrtψ, (9a)

Dm(t)

D0
=

1

2ξ2cνfrt

(
1− exp

(
−νfrt

2

)
×

×
(
ch νfrtψ +

sh νfrtψ

2ψ

))
. (9b)

Здесь ψ = (1 − 8ξ2c )
1/2/2, ξc = ωc/νfr. Когда t → ∞

и (ωc + νfr)t 
 1, получим Dm(t) → 0, а при
(ωc + νfr)t � 1 движение частиц также имеет бал-
листический характер: Dm ∝ t, DGK(t) ∝ t.

Сравнение функции Dm(t)/D0 (9b) для различ-
ных параметров ξc с решением для невзаимодей-
ствующих частиц (8b) представлено на рис. 3, где
также показана кривая, соответствующая баллисти-
ческому режиму движения.

Для единственной частицы с зарядом Q, движе-
ние которой ограничено линейным электрическим
полем с градиентом величиной α, характерная час-
тота ловушки

ωt = (|Qα|/M)1/2 ≡ ωc.

В ловушке, содержащей несколько взаимодействую-
щих частиц,

ω2
c = ω2

t + ω2
pp,

где ωpp ∝ (φ(2))1/2 — характерная частота колебаний
частиц за счет сил их парного взаимодействия, ко-
торая может быть получена, например, с помощью
приближения ближайших соседей [25, 26]. В систе-
мах, состоящих из множества частиц Np 
 1,

ω2
t ∼ ω2

pp

Np
� ω2

pp

и, соответственно, ωc ≈ ωpp [22, 32].
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Рис. 3. Функция Dm(t)/D0 для баллистического режима
(Dm(t) ∝ t) — 1; невзаимодействующих частиц (8b) и для
гармонического осциллятора (9b) — 2 с ξc = 0.033 (3 ),

ξc = 0.4 (4 ), ξc = 2 (5 )

Численные расчеты для протяженных неидеаль-
ных систем (Np 
 1) показывают, что положение
и величина первых пиков функций массопереноса
DGK(t) и Dm(t) определяется значением

D0 = T/νfrM

и частотой ωc, где

ω2
c ≡ (ω3D)2 ≈ 4ω2/π

для трехмерных систем, формирующих в процессе
кристаллизации ОЦК-решетки;

ω2
c ≡ (ω2D)2 ≈ 5.4ω2/π

для двумерных структур, образующих в твердом со-
стоянии ГП-решетку. Численные и эксперименталь-
ные исследования показывают, что динамика частиц
в неидеальных жидкостных системах на малых вре-
менах наблюдения (при t < tmax) близка к эволюции
тепловых колебаний в узлах кристаллических реше-
ток даже в том случае, когда их коэффициент диф-
фузииD �= 0 [20,21], см. рис. 4. Здесь tmax — положе-
ние максимума Dmax функции Dm(t) для гармони-
ческого осциллятора (см. рис. 3, 4), которое можно
найти путем решения уравнения (9b), или оценить
(с точностью до 5%), используя соотношения [20,25]

1

2

0

0.2

0.4

0.6

�fr maxt

�frt

D t Dm( )/ 0

D t DGK( )/ 0

5 10 15 20 25

Рис. 4. Функции DGK(t)/D0 (1 ) и Dm(t)/D0 (2 ) для
гармонического осциллятора (сплошные линии) при ξc =

= 0.38, а также результаты численного моделирования
трехмерной задачи (символы) для системыЮкава при κ =

= 2.4, ξc ≈ 0.38 и Γ∗ ≈ 27 [20]

Dmax ≈ D0

1 + ξc
, (10)

tmaxνfr ≈ 4
√
2π

1 + 8
√
2 ξc

. (11)

Следует отметить, что соотношение (11) может быть
полезно при выборе частоты кадров fvc видеокаме-
ры и длительности измерений tD, необходимых для
корректного восстановления параметров системы и
коэффициентов диффузии D взаимодействующих
частиц [21, 22, 33]. Так, частота кадров fvc должна
быть много больше величины 1/tmax, а соответству-
ющая длительность измерений tD 
 tmax. Предва-
рительная оценка значений ωc и νfr в условиях экс-
перимента может быть сделана в рамках существу-
ющих теоретических моделей [1–3].

Таким образом, решение уравнения для гармони-
ческого осциллятора с частотой ωc позволяет полу-
чить информацию только о баллистическом режиме
движения частиц (когда 〈x2〉 ∝ t2); однако не мо-
жет описать переход от баллистического к диффу-
зионному режиму, где при t → ∞ величины Dm(t)

и DGK(t) стремятся к своему постоянному значе-
нию D.
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Рис. 5. Функции DGK(t)/D0 для численных экспериментов (жирные черные линии) в двумерных системах Юкавы при
κ = 2 с параметрами ξ = 1, Γ∗ = 45 (а) и ξ = 0.125, Γ∗ = 10 (б ). Тонкими черными линиями обозначены решения (9a)
для гармонического осциллятора (D = 0), штриховыми линиями — решение (7) при Fp = −Mω2

cx и D �= 0, серыми
линиями — решение (7) при Fp = 0 и D �= D0

4. ВЛИЯНИЕ ФЛУКТУАЦИЙ
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ НА ДИНАМИКУ

ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ЧАСТИЦ

Решение уравнения (7) не позволяет адекватно
описать функции массопереноса для протяженных
систем взаимодействующих частиц ни при Fp =

= −Mω2
cx и D �= 0, ни для случая невзаимодей-

ствующих частиц (Fp = 0) при D �= D0, см. рис. 5.
Для анализа движения взаимодействующих частиц
в жидкости (D �= 0) необходимо учитывать изме-
нения силы Fp, возникающие за счет флуктуаций
электрического поля δE, вызванных тепловым дви-
жением частиц с зарядом Q. В первом приближении
такая сила может быть представлена в виде Fp =

= −QδE и задана уравнением

∂Fp

∂t
= −Mω2

cV − σFp, (12)

где σ — характерная частота затухания флуктуа-
ций электрического поля за счет теплового дви-
жения взаимодействующих частиц, которая опре-
деляется величиной коэффициента их подвижнос-
ти (или проводимостью рассматриваемой системы).
Подчеркнем, что здесь не рассматриваются флукту-
ации электрического поля за счет пространственных
и/или временных изменений зарядов δQ частиц, ко-
торые могут иметь место, например, для пылевой
компоненты в плазме [34–36]; в нашем случае вели-

чина Q полагается постоянной, поскольку обычно
такие изменения заряда δQ� Q [34–36].

Совместное решение уравнений (7) и (12) дает
для V = Vx(t)

M
d2V

dt2
= −M(νfr + σ)

dV

dt
− (ω2

c + νfrσ)V +

+ σFran − dFran

dt
. (13)

Отсюда в предположении 〈Fran(t)V (0)〉 = 0 [4, 6]
уравнение для автокорреляционной функции ско-
ростей частиц 〈V0V 〉 = 〈Vx(0)Vx(t)〉 может быть за-
писано как

M
d2〈V0V 〉
dt2

= −M(νfr + σ)
d〈V0V 〉
dt

−
− 2(ω2

c + νfrσ)〈V0V 〉. (14)

Решение уравнения (14) с граничными условиями

〈x2(t = 0)〉 = 0,
d〈x2〉
dt

∣∣∣∣
t=0

= 0, 〈V0V 〉 = T

M
,

∞∫
0

〈V0V 〉 dt = D

позволяет получить обе функции массопереноса:

DGK(t) =
1

2

d〈x2〉
dt

, Dm(t) =
〈x2〉
2t

.
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В случае σ = 0, ωc �= 0 и D = 0 такое решение для
DGK(t) и Dm(t) переходит в уже известные соотно-
шения (9a), (9b) для гармонического осциллятора, а
при условии σ = 0 и ωc = 0 полностью соответствует
случаю невзаимодействующих частиц (8a), (8b), где
D = D0.

Таким образом, характерная частота σ затуха-
ния флуктуаций электрического поля в протяжен-
ной системе взаимодействующих частиц будет яв-
ляться функцией их коэффициента диффузии D

и частоты ωc. (Предположение о пропорционально-
сти частоты затухания флуктуаций σ произведению
ω2
c (DM/T ) использовалось ранее в работе [37] для

интерпретации данных экспериментов в лаборатор-
ной пылевой плазме.)

Для определения величины σ рассмотрим пове-
дение корреляторов сил F (t), смещений x(t) и ско-
ростей V (t) частиц в рассматриваемой системе:

〈FV 〉 = 〈F (t)V (t)〉, 〈Fx〉 = 〈F (t)x(t)〉,
〈F 2〉 = 〈F (t)2〉.

Совместное решение уравнений (7) и (12) при усло-
вии 〈Franx〉 = 0 дает для среднего квадрата флук-
туаций электрических сил 〈F 2

p 〉 = Q2〈δE2〉:
〈F 2

p 〉
Mω2

c

= m

(
T −

(
νfr +

ω2
c

σ

)
D

)
. (15)

Отметим, что флуктуации электрического поля
в системах взаимодействующих частиц определяют-
ся величиной потенциальной части (U−mT/2) плот-
ности внутренней энергии U системы с точностью до
некоторого параметра C0, не зависящего от темпе-
ратуры [28,38, 39]:

〈δE2〉 ∝ δU = U − mT

2
− C0.

Таким образом, можно предположить, что 〈F 2
p 〉 =

= Q2〈δE2〉 ∝ δU .
В настоящее время предлагается множество раз-

личных полуэмпирических и параметрических ап-
проксимаций для термической компоненты δU по-
тенциальной части внутренней энергии частиц как
для двумерных, так и для трехмерных систем [28,
29,31,40–46]. При этом в качестве параметра C0 ис-
пользуют либо U0 — плотность энергии твердого те-
ла при T = 0 (энергию Маделунга) [28, 29, 40–42],
либо энергию Ufl, определяемую некоторым «жид-
костным параметром Маделунга» [43–45]. При из-
вестном потенциале взаимодействия между части-
цами системы значения U0 и Ufl можно легко рас-
считать для любых типов кристаллических решеток

[29,43]. Отметим, что для трехмерных систем Юка-
вы, формирующих в процессе своей кристаллизации
ОЦК-решетку [29, 43, 44, 47],

Δfl = U0 − Ufl ≈ 0.85
TΓ∗

Γ3D
.

Наиболее удобной для анализа процессов массо-
переноса в настоящей работе является аппроксима-
ция

δU∗ = U − mT

2
− U0,

предлагаемая в работе [28]. Тогда, учитывая числен-
ные данные упомянутых выше работ [29, 43, 44, 47],
для величины δU можно записать

δU = δU∗ +Δ ≈ m (T − (νfr + ω∗)D) −
− (m− 1)T

Γ∗

Γ∗
m

+Δ, (16)

где Δ = 0 для двумерных структур и Δ = Δfl для
трехмерных систем Юкавы (κ ≤ 6.9). При этом

〈F 2
p 〉

Mω2
c

≈ CEδU, (17)

где CE — коэффициент, не зависящий от темпера-
туры жидкостной системы в широком диапазоне па-
раметров Γ∗ (от примерно 1 до Γ∗ ≈ Γ∗

m) [47].
В заключение данного параграфа отметим, что

подгонка численных данных и совместное решение
уравнений (14)–(17) позволяют получить значение
параметра CE , откуда могут быть найдены коэффи-
циенты σ = σ(T ), а соответственно, выбраны подхо-
дящие аппроксимации для функций массопереноса
DGK(t) и Dm(t).

5. ПАРАМЕТРЫ И РЕЗУЛЬТАТЫ
ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Расчеты проводились при периодических гра-
ничных условиях методом молекулярной динамики
Ланжевена, основанным на решении системы из Np

обыкновенных дифференциальных уравнений дви-
жения с учетом силы Ланжевена Fran, отвечающей
за стохастический характер движения частиц с за-
данной кинетической температурой T ; здесь Np —
число независимых частиц в центральной счетной
ячейке. Техника моделирования подробно описана
в работах [1, 2]. В качестве парного взаимодействия
рассматривалось взаимодействие типа Юкавы (6) с
параметрами экранирования κ = rp/λ от 1 до 4.
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Рис. 6. Функции DGK(t)/D0 для двумерных структур при κ = 2 (черные линии) с различными Γ∗ и параметрами ξ = 1

(а) и ξ = 0.125 (б ). Серыми линиями обозначены предлагаемые аналитические аппроксимации

При моделировании однородного слоя (двумер-
ных систем) число независимых частиц в централь-
ной счетной ячейкеNp варьировалось от 256 до 4096.
В зависимости от числа частиц длина обрезания по-
тенциала rcut менялась от 5rp до 25rp (где rp =

= (Np/S)
1/2, а S — площадь счетной ячейки). Ос-

новные расчеты были выполнены для Np = 1024

независимых частиц при длине обрезания потенци-
ала rcut = 12rp; при дальнейшем увеличении числа
частиц Np результаты расчетов изменялись в преде-
лах численной ошибки около ±2%.

Для моделирования трехмерных систем число
независимых частиц в центральной счетной ячей-
ке Np варьировалось от 250 до 2500. В зависимости
от числа частиц длина обрезания потенциала rcut
менялась от 4rp до 10rp (здесь rp = (Np/Vc)

1/3, а
Vc — объем счетной ячейки). Основные расчеты бы-
ли выполнены для Np = 500 при длине обрезания
потенциала rcut = 7rp. При дальнейшем увеличении
числа частиц Np результаты расчетов изменялись в
пределах численной ошибки (±2%).

Для анализа транспортных свойств моделируе-
мых систем уравнения движения решались для раз-
личных безразмерных параметров Γ∗ и ξ. Величина
параметра масштабирования варьировалась от ξ ≈
≈ 0.04 до ξ ≈ 4, типичной для условий экспери-
ментов в лабораторной пылевой плазме [1–3]. Ве-
личина эффективного параметра неидеальности Γ∗

менялась примерно от 1 до 100. Для корректного
моделирования задачи шаг интегрирования в рас-
четах соответствовал Δt = 1/(40max{νfr, ω}), вре-
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Рис. 7. Функции Dm(t)/D0 для двумерных структур при
κ = 2 (черные линии) и параметрах Γ∗ = 70, ξ = 1,
νfr = 10 c−1 (1 ); Γ∗ = 45, ξ = 1, νfr = 10 c−1 (2 );
Γ∗ = 45, ξ = 0.125, νfr = 80 c−1 (3 ). Серыми линиями

обозначены предлагаемые аппроксимации

мя численных экспериментов варьировалось в диа-
пазоне от примерно 100/min{νfr, ω} до примерно
1000/min{νfr, ω} [1, 2].

Результаты численного моделирования пред-
ставлены на рис. 6–8. Так, на рис. 6 показаны
нормированные функции DGK(t)/D0 для числен-
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Рис. 8. Функции Dm(t)/D0 для трехмерных систем (чер-
ные линии) при Γ∗ = 80 и κ = 3 с параметрами ξ = 0.4,
νfr = 10 c−1 (1 ) и ξ = 0.04, νfr = 100 c−1 (2 ). Серыми
линиями обозначены предлагаемые аппроксимации

ных экспериментов в двумерных системах при
различных параметрах Γ∗ и ξ. Функции Dm(t)/D0

для двумерных и трехмерных структур показаны
соответственно на рис. 7 и рис. 8.

6. ОБСУЖДЕНИЕ ЧИСЛЕННЫХ
РЕЗУЛЬТАТОВ

Численное моделирование систем Юкавы при
различных параметрах Γ∗, ξ и κ показало, что
во всех анализируемых случаях наилучшее согла-
сие полученных функций массопереноса DGK(t)

и Dm(t) с их аналитическими аппроксимациями,
найденными путем совместного решения уравнений
(14)–(17), наблюдается при CE ≈ 1. Таким образом,
используя совместное решение уравнений (16), (17)
при CE = 1, для характерной частоты σ затухания
флуктуаций электрического поля за счет теплово-
го движения взаимодействующих частиц в жидкост-
ных системах можно записать

σ ≈ ω2
cDM/T

ω∗DM/T + aΓ∗/Γ∗
m

, (18)

где a = 0.5 для двумерных структур, и a = 1.15/3 ≈
≈ 0.383 для трехмерных систем.

Для удобства анализа частоты затухания флук-
туаций σ введем нормированную (безразмерную) ве-
личину σ∗:

σ∗ ≡ σω∗

ω2
c

≈ ξD∗/(1 + ξ)

ξD∗/(1 + ξ) + aΓ∗/Γ∗
m

. (19)

Нормированные функции σ∗ для двумерных систем
в зависимости от коэффициентаD∗ и от γ = bΓ∗/Γ∗

m

для различных параметров масштабирования ξ при-
ведены на рис. 9. Отметим, что в силу поведения
величины D∗ для трехмерных и двумерных систем
на нормированных участках γ (см. рис. 2) кривые,
представленные на рис. 9, хорошо передают зави-
симости σ∗(D∗) и σ∗(γ) также и для трехмерных
структур.

Аппроксимации, предлагаемые для функций
массопереноса DGK(t) и Dm(t), представлены
на рис. 6–8 совместно с численными решения-
ми рассматриваемой задачи. Легко увидеть, что
аналитические кривые достаточно хорошо описы-
вают эволюцию функций массопереноса, включая
динамику их перехода между баллистическим и
диффузионным режимами. Наибольшее согласие с
аналитической моделью наблюдалось для сильно
диссипативных систем (при ξ < 0.2).

Тем не менее следует отметить, что предла-
гаемые аналитические решения не учитывают
возможность развития «дополнительных» низ-
кочастотных осцилляций частиц в неидеальных
системах с Γ∗ > 2–3 даже при σ �= 0. Такие ос-
цилляции хорошо проявляются при низком трении
ξ > 0.5 (см. рис. 6a, 7, 10), а их формирование
для слабо диссипативных сред может быть обу-
словлено возникновением поперечных мод [48], или
возможной синхронизацией взаимных смещений
частиц [49]. Следует отметить, что возникающие
моды (как «основные», так и «дополнительные»)
определяются величиной

ω∗ ∝ ω = {φ(2)/2M}1/2

вне зависимости от параметров ξ и κ, см. рис. 10. Та-
ким образом, для сильно неидеальных систем с ма-
лым трением (при ξ > 0.5) детальный количествен-
ный анализ эволюции функций массопереноса нуж-
дается в дополнительных исследованиях возможно-
го влияния пространственных или иных факторов.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение еще раз подчеркнем, что в дан-
ной работе представлены результаты аналитическо-
го и численного исследований процессов массопе-
реноса взаимодействующих частиц в статистически
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Рис. 9. Иллюстрация зависимости функций σ∗ = σω∗/(ω2
c ) от коэффициента D∗ (а) и от γ = bΓ∗/Γ∗

m (б ) для различных
значений ξ; здесь b = 1 для трехмерных структур и b = 3/2 для двумерных систем
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Рис. 10. Функции DGK(t)/D0 для двумерных структур
(черные линии) в зависимости от ω∗t при Γ∗ ≈ 45 с па-
раметрами ξ ≈ 0.6, κ = 4 (1 ); ξ = 1, κ = 2 (2 ); ξ ≈ 1.2,
κ = 1 (3 ). Серыми линиями обозначены предлагаемые ап-

проксимации

равновесных неидеальных средах. Расчеты выпол-
нялись для частиц, взаимодействующих с экраниро-
ванным кулоновским потенциалом, в широком диа-
пазоне параметров, соответствующих условиям экс-
периментов в лабораторной пылевой плазме. Основ-

ное внимание уделялось двумерным неидеальным
системам.

Предложена новая аналитическая модель для
анализа процессов массопереноса в неидеальных
жидкостных системах. Предлагаемая модель учи-
тывает временные флуктуации электрического по-
ля за счет теплового движения взаимодействующих
частиц и позволяет качественно описывать эволю-
цию функций массопереноса, включая динамику пе-
рехода между баллистическим и диффузионным ре-
жимами, как для двумерных, так и для трехмер-
ных систем взаимодействующих частиц. Наиболь-
шее согласие с аналитической моделью наблюдалось
для сильно диссипативных систем (ξ < 0.2). В слу-
чае систем с малым трением (ξ > 0.5) количествен-
ный анализ эволюции функций массопереноса нуж-
дается в дополнительных исследованиях возможно-
го влияния пространственных, или иных факторов.

Результаты настоящей работы могут быть легко
обобщены для систем с широким кругом изотроп-
ных парных потенциалов и будут полезны для экс-
периментального и теоретического анализа процес-
сов массопереноса на физически малых временах, не
достаточных для описания движения частиц в рам-
ках макроскопической кинетики, а также для раз-
работки новых и развития существующих методов
диагностики неидеальных систем (таких, как пыле-
вая плазма, биологические и медицинские растворы,
полимеры и другие коллоидные системы).
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