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Исследуется спектр бесщелевых возбуждений, возникающих при возмущении решетки Абрикосова с од-
ним квантом потока в элементарной ячейке. Особенный интерес представляют сверхпроводники со зна-
чением параметра Гинзбурга –Ландау κ, близким к единице. Найден спектр бесщелевых возбуждений,
близких к нулевым сдвиговым модам, при произвольном значении угла φ между векторами элементар-
ной ячейки. Исследование спектра возбуждений треугольной и квадратной решеток с одним квантом
потока в элементарной ячейке показало, что по крайней мере в области значений параметра κ, близких
к единице (κ > 1), существуют решения с большим единицы числом квантов потока, дающие меньшие
значения свободной энергии по сравнению со значениями свободной энергии для треугольной решетки
с одним квантом потока. При малых значениях импульса k (в k2-приближении) спектр возбуждений
«поперечной» моды в треугольной решетке не зависит от направления импульса, лежащего в плоскости,
перпендикулярной магнитному полю. Для квадратной решетки (φ = π/2) поперечная мода анизотропна
и в k2-приближении.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В зависимости от величины параметра Гинзбур-
га –Ландау κ сверхпроводники делятся на сверхпро-
водники первого рода (κ < 1) и сверхпроводники
второго рода (κ > 1) [1]. Экспериментально сверх-
проводники второго рода были обнаруженыШубни-
ковым [2]. В модели БКШ функционал свободной
энергии Гинзбурга –Ландау был получен в работе
Горькова [3]. В работе Абрикосова [4] было показано,
что в свехпроводниках второго рода возникают со-
стояния, получившие общепризнанное название ре-
шетки Абрикосова. В этих состояниях квадрат мо-
дуля параметра порядка |Δ|2 образует двумерную
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решетку в плоскости, перпендикулярной внешнему
магнитному полю, а магнитный поток в элементар-
ной ячейке квантуется.
Наша задача — исследование спектра воз-

буждений, возникающих при возмущении решетки
Абрикосова с одним квантом потока в элементарной
ячейке. Особый интерес представляет исследование
области значений κ, близких к единице (κ > 1).
Нами будет показано, что существует «мягкая» бес-
щелевая мода, у которой в экстремальных точках
(угол φ между векторами элементарной ячейки ра-
вен {π/3, π/2}) в k2-приближении изотропная часть
энергии пропорциональна 1 − 1/κ2. Выражения,
полученные для спектра возбуждений в треуголь-
ной (φ = π/3) и квадратной (φ = π/2) решетках,
позволяет сделать вывод о существовании, по край-
ней мере в областях κ, близких к единице (κ > 1),
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решений со многими квантами потока в элементар-
ной ячейке, дающих значения свободной энергии,
меньшие чем значения свободной энергии для тре-
угольной решетки с одним квантом потока в элемен-
тарной ячейке.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Вблизи точки сверхпроводящего перехода урав-
нения, описывающие явления сверхпроводимости в
приближении БКШ, порождают функционал Гин-
збурга –Ландау [1]. Его мы запишем в виде

FS −FN = ν

∫
d3r

{
−τ |Δ|2 + πD

8T
|∂−Δ|2 +

+
7ζ(3)

16π2T 2
|Δ|4

}
+

1

8π

∫
d3r(rotA−H0)

2, (1)

где H0 — внешнее магнитное поле, ν = mpF/2π
2 —

плотность состояний на поверхности Ферми,Δ— па-
раметр порядка, ∂− = ∂/∂r− 2ieA, A — векторный
потенциал, D — эффективный коэффициент диф-
фузии [5], ζ(x) — дзета-функция Римана, e — за-
ряд электрона. Уравнения Гинзбурга –Ландау мо-
гут быть получены варьированием функционала (1)
по параметрам {Δ,Δ∗,A}. Вторая вариация функ-
ционала (1) по этим переменным приводит к воз-
никновению самосопряженного оператора L̂, спектр
которого и определяет отклонение энергии от рав-
новесной. Вычисления приводят к следующему зна-
чению оператора L̂:

L̂ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−τ − πD

8T
∂2− +

7ζ(3)|Δ|2
4π2T 2

;
7ζ(3)Δ2

8π2T 2
;

iπeD

4T

[
2(∂−Δ) +Δ

∂

∂r

]

7ζ(3)(Δ∗)2

8π2T 2
; −τ − πD

8T
∂2+ +

7ζ(3)|Δ|2
4π2T 2

; − iπeD
4T

[
2(∂+Δ

∗) + Δ∗ ∂
∂r

]

− iπeD
4T

[(∂+Δ
∗)−Δ∗∂−];

iπeD

4T
[(∂−Δ)−Δ∂+];

1

4πν
rot rot+

πe2D

T
|Δ|2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2)

Простая проверка показывает, что оператор L̂

обладает нулевой калибровочной модой(
Δ;−Δ∗;

k

2e

)
eik·r, (3)

где вектор k лежит в плоскости xy, перпендикуляр-
ной направлению магнитного поля H0. Кроме того,
оператор L̂ имеет нулевые сдвиговые моды

((u∂−Δ); (u∂+Δ
∗); [H× u]), (4)

где u — двумерный вектор сдвига в плоскости xy.
Наличие нулевых мод при k = 0 приводит к появле-

нию возбуждений с энергией E(k), пропорциональ-
ной k2 при k → 0. Эти моды ищем в виде

ψ = eik·r {(u∂−Δ) + χ1; (u∂+Δ
∗) +

+ χ2; [H× u] +A1} . (5)

Подставляя выражение (5) для собственной функ-
ции ψ в формулу (2), получим с учетом того,
что функции (4) — это нулевые моды операто-
ра L̂, следующую систему уравнений для функций
(χ1, χ2,A1):

L̂

⎛
⎜⎝
χ1

χ2

A1

⎞
⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

πD

8T
k2((u∂−Δ) + χ1)− iπD

4T
(k∂−)((u∂−Δ) + χ1)− πeD

4T
Δk · ([H× u] +A1)

πD

8T
k2((u∂+Δ

∗) + χ2)− iπD

4T
(k∂+)((u∂+Δ

∗) + χ2) +
πeD

4T
Δ∗k · ([H× u] +A1)

πeD

4T
k (Δχ2−Δ∗χ1)+

1

4πν

(
k2A1−k(k ·A1)+ikdivA1+i

∂

∂r
(k ·A1)

)
−2i

(
k
∂

∂r

)
A1)+z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

= E(k)

⎛
⎜⎜⎜⎝

(u∂−Δ) + χ1

(u∂+Δ
∗) + χ2

[H× u] +A1

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (6)
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где

z =
1

4πν

{
k2[H× u]− k(k · [H× u]) +

+ i
∂

∂r
(k · [H× u])− 2i

(
k
∂

∂r

)
[H× u]

}
+

+ ik

{
iπeD

4T
(Δ∗(u∂−Δ)−Δ(u∂+Δ

∗)) +

+
1

4πν
div[H× u]

}
. (7)

Последний член в формуле (7) равен нулю в силу
уравнения Максвелла

rot rotA = 4πj, (8)

где j — плотность тока.
Cистему уравнений (4) будем решать по теории

возмущений, разлагая решения по степеням пара-
метра k:

⎛
⎜⎝
χ1

χ2

A1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝
χ
(1)
1

χ
(1)
2

A
(1)
1

⎞
⎟⎠+

⎛
⎜⎝
χ
(2)
1

χ
(2)
2

A
(2)
1

⎞
⎟⎠+ . . . (9)

В линейном приближении по параметру k находим

L̂

⎛
⎜⎝
χ
(1)
1

χ
(1)
2

A
(1)
1

⎞
⎟⎠+

+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

− iπD
4T

(k∂−)(u∂−Δ)− πeD

4T
(k · [H× u])

− iπD
4T

(k∂+)(k∂+Δ
∗)+

πeD

4T
Δ∗(k · [H× u])

i

4πν

(
∂

∂r
(k · [H× u])− 2

(
k
∂

∂r

)
[H× u]

)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

= 0. (10)

Из уравнения (3) следует, что оператор L̂ имеет ну-
левую моду (Δ;−Δ∗; 0), приводящую к следующему
условию разрешимости системы уравнений (10):

−πeD
2T

〈|Δ|2(k · [H× u])〉 + iπD

4T
×

× 〈Δ(k∂+)(u∂+Δ
∗)−Δ∗(k∂−)(u∂−Δ)〉 = 0. (11)

Ниже будем предполагать выполненными также
условия ортогональности поправки первого поряд-
ка к нулевой моде (Δ;−Δ∗; 0):

〈χ(1)
1 Δ∗〉 − 〈χ(1)

2 Δ〉 = 0. (12)

Используя уравнения (6), (10), находим уравне-
ния для членов второго порядка в формуле (9):

L̂

⎛
⎜⎝
χ
(2)
1

χ
(2)
2

A
(2)
1

⎞
⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

πD

8T
k2(u∂−Δ)− iπD

4T
(k∂−)χ

(1)
1 − πeD

4T
Δ(A

(1)
1 · k)

πD

8T
k2(u∂+Δ

∗)− iπD

4T
(k∂+)χ

(1)
2 +

πeD

4T
(A

(1)
1 · k)Δ∗

πeD

4T
k(Δχ

(1)
2 −Δ∗χ(1)

1 ) +
1

4πν
(k2[H× u]− k(k · [H× u])) + z(1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= E(k)

⎛
⎜⎝

u∂−Δ
u∂+Δ

∗

[H× u]

⎞
⎟⎠ , (13)

где

z(1) =
1

4πν

[
ikdivA

(1)
1 + i

∂

∂r

(
k ·A(1)

1

)
−

− 2i

(
k
∂

∂r

)
A

(1)
1

]
. (14)

Наличие моды (4) приводит к условию разреши-
мости системы уравнений (13), которое и определяет
спектр E(k):

E{u2〈H2〉+ 2〈(u∂−Δ)(u∂+Δ
∗)〉} =

=
πD

4T
k2〈(u∂−Δ)(u∂+Δ

∗)〉+

+
iπD

4T
{〈χ(1)

1 (k∂+)(u∂+Δ
∗) + χ

(1)
2 (k∂−)(u∂−Δ)}+

+
i

4πν
〈A(1)

1 · k)(u · rotH)〉+

+

〈
[H× u]

{
πeD

4T
k(Δχ

(1)
2 −Δ∗χ(1)

1 ) +

+
1

4πν

[
ikdivA

(1)
1 +i

∂

∂r

(
k·A(1)

1

)
−2i

(
k
∂

∂r

)
A

(1)
1

]
+

+
1

4πν
(k2[H× u]− k(k · [H× u]))

}〉
. (15)
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В уравнение (15) для спектра E(k) входят толь-
ко функции первого порядка по k {χ(1)

1 , χ
(1)
2 ,A

(1)
1 }.

Уравнения (15) справедливы во всей области Hc1 <

< H0 < Hc2. Ниже мы рассмотрим область сильных
полей, таких что

1−B/Hc2 � 1. (16)

3. ОБЛАСТЬ ПОЛЕЙ, БЛИЗКИХ К
КРИТИЧЕСКОМУ (1 − B/Hc2 � 1)

В этой области полей решение уравнений Гин-
збурга –Ландау для функций {Δ,A} с одним кван-
том потока в элементарной ячейке можно искать в
виде ряда по степеням малого параметра 1−B/Hc2

в виде

Δ = Δ0 +Δ1 +Δ2 + . . . ,

A = (0, Bx, 0) +A(1) + . . . ,
(17)

где

Δ0 =

∞∑
N=−∞

CN exp[2ieB(Nx1 − x0)y]D0(zN ),

zN = 2
√
eB(x+ x0 −Nx1).

(18)

Численные коэффициенты {CN , x1} зависят от типа
решетки. Поправочные члены {Δ1,Δ2, . . .} выража-
ются через функции

Δ
(M)
0 =

∞∑
N=−∞

CN exp[2ieB(Nx1 − x0)y]×

×DM (zN ), M = 1, 2, 3, . . . , (19)

где DM (z) — функции параболического цилиндра
[6], по формуле

Δ1 = α2Δ
(2)
0 + α4Δ

(4)
0 + . . . (20)

Для вычисления функций {χ(1)
1 , χ

(1)
2 ,A

(1)
1 } удоб-

но ввести ортогональный базис

Δ; θ(1); θ(2); . . . (21)

Функции θ(M) с учетом первых поправочных членов
можно выбрать в виде

θ(1) = Δ
(1)
0 , θ(2) = Δ

(2)
0 − 2α∗

2Δ0,

θ(4) = Δ
(4)
0 − 24α∗

4Δ0, . . .
(22)

С учетом формулы (12) ищем функции {χ(1)
1 , χ

(1)
2 } с

точностью до членов второго порядка по параметру
1−B/Hc2 в виде

χ
(1)
1 = γ1Δ+μ1θ

(2), χ
(1)
2 = γ1Δ

∗+μ(1)
1 (θ(2))∗. (23)

При подстановке выражений (23) в систему уравне-
ний (10) возникают величины, значения которых мы
приводим ниже:

(k∂
(0)
− )(u∂

(0)
− )Δ0 =

= (−eB(u · k) + ie(k · [B× u]))Δ0 +

+ eB(ux + iuy) · (kx + iky)Δ
(2)
0 ,

(k∂
(0)
− )(u∂

(0)
− )Δ

(2)
0 =

= 2eB(kx − iky) · (ux − iuy)Δ0 +

+ (−5eB(k · u) + ie(k · [B× u]))Δ
(2)
0 +

+ eB(kx + iky) · (ux + iuy)Δ
(4)
0 ,

(u∂
(0)
− )Δ0 = −

√
eB(ux + iuy)Δ

(1)
0 ,

k · [B× u] = −B(kx · uy − ky · ux).

(24)

При получении формулы (24) были использованы
формулы (18), (19).
С точностью до членов второго порядка по пара-

метру 1 − B/Hc2 из уравнений (24) следует важное
равенство

〈Δ(k∂+)(u∂+Δ
∗)〉 − 〈Δ∗(k∂−)(u∂−Δ)〉 =

= −2ie(k · [B× u])〈|Δ0|2〉+

+ 2ie

{〈(
A(1) · k

)(
u
∂|Δ0|2
∂r

)〉
−

−
〈(

A(1) · u
)(

k
∂|Δ0|2
∂r

)〉}
. (25)

Поскольку〈(
A(1) · k

)(
u
∂|Δ0|2
∂r

)〉
−

−
〈(

A(1) · u
)(

k
∂|Δ0|2
∂r

)〉
=

=
〈(|Δ0|2 − 〈|Δ0|2〉

) (
[k× u] · rotA(1)

)〉
, (26)

условие разрешимости (11) автоматически выполня-
ется с точностью до членов второго порядка по па-
раметру 1−B/Hc2. В результате при решении систе-
мы уравнений (10) возникает свободный параметр —
угол между векторами k и u. Этот параметр может
быть найден из условия экстремума энергии E(k) по
нему.
Для получения уравнений для величин {γ1, μ1,

μ
(1)
1 } перепишем систему уравнений (10) в виде
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⎛
⎜⎜⎝

−τ − πD

8T
∂2− +

7ζ(3)|Δ|2
4π2T 2

;
7ζ(3)Δ2

8π2T 2

7ζ(3)(Δ∗)2

8π2T 2
;−τ − πD

8T
∂2+ +

7ζ(3)|Δ|2
4π2T 2

⎞
⎟⎟⎠
⎡
⎣γ1

(
Δ

Δ∗

)
+

⎛
⎝ μ1θ

(2)

μ
(1)
1 (θ(2))∗

⎞
⎠
⎤
⎦ =

= − iπeD
4T

(
(A1∂−Δ) + ∂−(A1Δ)

−((A1∂+Δ
∗) + ∂+(A1Δ

∗))

)
+

⎛
⎜⎜⎝

iπD

4T
(k∂−)(u∂−Δ) +

πeD

4T
Δ(k · [H× u])

iπD

4T
(k∂+)(u∂+Δ

∗)− πeD

4T
Δ∗(k · [H× u])

⎞
⎟⎟⎠ . (27)

Умножая слева уравнение на (Δ∗; Δ) и усредняя
по элементарной ячейке, получим уравнение для ве-
личины γ1:

7ζ(3)〈|Δ0|4〉
2π2T 2

γ1 +
7ζ(3)

4π2T 2
×

× 〈μ1θ
(2)|Δ0|2Δ∗

0 + μ
(1)
1 (θ(2))∗|Δ0|2Δ0〉 =

=
1

2πν
〈rotA1 ·H〉+ iπD

4T
×

× 〈Δ∗(k∂−)(u∂−Δ) +Δ(k∂+)(u∂+Δ
∗)〉. (28)

В уравнении (28) H — магнитное поле,

H = H(r) = (0, 0, H),

H = B − π2eνD

T
(|Δ0|2 − 〈|Δ0|2〉).

(29)

Для получения уравнения для μ1 умножим
первую строку системы уравнений (27) на (θ(2))∗ и
усредним по элементарной ячейке. В результате по-
лучим

γ1
7ζ(3)

4π2T 2
〈Δ|Δ|2(θ(2))∗〉+

+

〈
(θ(2))∗

[(
−τ − πD

8T
∂2− +

7ζ(3)|Δ|2
4π2T 2

)
μ1θ

(2) +

+
7ζ(3)Δ2

8π2T 2
μ
(1)
1 (θ(2))∗

]〉
=

= − iπeD
4T

〈(θ(2))∗(A1∂−Δ)−A1Δ∂+(θ
(2))∗〉+

+
iπD

4T
〈(θ(2))∗(k∂−)(u∂−Δ)〉+

+
πeD

4T
〈(k · [H× u])Δ(θ(2))∗〉. (30)

Аналогично, умножая вторую строку системы
уравнений (27) на θ(2) и усредняя по элементарной
ячейке, получим уравнение для μ(1)

1 :

γ1
7ζ(3)

4π2T 2
〈Δ∗|Δ|2θ(2)〉+

+

〈
θ(2)

[(
−τ−πD

8T
∂2++

7ζ(3)|Δ|2
4π2T 2

)
μ
(1)
1 (θ(2))∗ +

+
7ζ(3)(Δ∗)2

8π2T 2
μ1θ

(2)

]〉
=

=
iπeD

4T
〈A1∂+Δ

∗)θ(2) −A1Δ
∗∂−θ(2)〉+

+
iπD

4T
〈θ(2)(k∂+)(u∂+Δ∗)〉−

− πeD

4T
〈(k · [H× u])Δ∗θ(2)〉. (31)

Из уравнений (10), (23) следует уравнение для
векторного потенциала A1:

rot rotA1 +
4π2e2νD

T
|Δ|2A1 =

= 2γ1 rotH+
iπ2eνD

T

{
μ1(θ

(2)∂+Δ
∗ −Δ∗∂−θ(2))−

− μ
(1)
1 ((θ(2))∗∂−Δ−Δ∂+(θ

(2))∗)
}−

− i

{
∂

∂r
(k · [H× u])− 2

(
k
∂

∂r

)
[H× u]

}
. (32)

Покажем, что правая часть уравнения (32) со-
держит только величины вида rot(0, 0, H) в главном
приближении по параметру 1 − B/Hc2. Используя
формулы (18), (19), находим

∂
(0)
− Δ0 = −

√
eB(1; i)Δ

(1)
0 ,

∂
(0)
− Δ

(2)
0 = 2

√
eB(1;−i)Δ(1)

0 −
√
eB(1; i)Δ

(3)
0 ,

Δ
(2)
0 ∂

(0)
+ Δ∗

0 −Δ∗
0∂

(0)
− Δ

(2)
0 =

= i rot(0, 0,Δ∗
0Δ

(2)
0 )− 4

√
eB(1;−i)Δ∗

0Δ
(1)
0 .

(33)

В главном приближении по параметру 1−B/Hc2

из уравнений (30), (31) находим значение вели-
чин {μ1, μ

(1)
1 }:

μ1 =
i

4
ku exp[i(2ϕ+ η)],

μ
(1)
1 =

i

4
ku exp[−i(2ϕ+ η)],

(34)
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где η — угол между векторами k и u,

k = k(cosϕ; sinϕ),

u = u(cos(ϕ+ η); sin(ϕ+ η)).
(35)

Простые вычисления приводят к следующему зна-
чению последнего члена в формуле (32):

∂

∂r
(k · [H× u])− 2

(
k
∂

∂r

)
[H× u] =

= (u · k) rot(0, 0, H) +
π2eνD

T

√
eB×

× ku
(−iΔ∗

0Δ
(1)
0 exp[i(2ϕ+ η)] + iΔ0(Δ

(1)
0 )∗ ×

× exp[−i(2ϕ+ η)];−Δ∗
0Δ

(1)
0 exp[i(2ϕ+ η)]−

−Δ0(Δ
(1)
0 )∗ exp[−i(2ϕ+ η)]

)
. (36)

Используя формулы (33)—(36), приведем урав-
нение (32) для векторного потенциала A1 к виду

rot rotA1 +
4π2e2νD

T
|Δ|2A1 =

= 2γ1 rot(0, 0, H)− i(u · k) rot(0, 0, H)−

− iπ2eνD

4T
ku
{
exp[i(2ϕ+ η)] rot(0, 0,Δ∗

0Δ
(2)
0 )+

+ exp[−i(2ϕ+ η)] rot(0, 0,Δ0(Δ
(2)
0 )∗)

}
. (37)

Ключевой величиной является последний член в
уравнении (28) для величины γ1. Используя форму-
лы (24), находим его значение:

〈Δ∗(k∂−)(u∂−Δ)〉+ 〈Δ(k∂+)(u∂+Δ
∗) =

= −2eB(k · u)〈|Δ0|2〉+ 4eB〈|Δ0|2〉×
× [(α2+α

∗
2)(uxkx−uyky)− i(α2−α∗

2)(uxky+kxuy)] +

+
2T

π2νD

〈
(H −B)

{
(k · u)(rotA(1))z +

+

(
∂A

(1)
x

∂x
− ∂A

(1)
y

∂y

)
(kxuy + kyux) +

+

(
∂A

(1)
x

∂y
+
∂A

(1)
y

∂x

)
(kyuy − kxux)

}〉
. (38)

Из уравнений (28), (30), (32) следует, что суще-
ствуют четыре ветви спектра E(k). Две из них соот-
ветствуют продольной поляризации с углами между
векторами {k,u}, близкими к значениям (0, π), и две
ветви, соответствующие поперечной поляризации с
углами между векторами {k,u}, близкими к значе-
ниям (±π/2). В случае продольной поляризации в
выражении (38) бо́льшим является первый член в

правой части. В результате в главном приближении
величина γ1 определяется выражением

γ1 = − iπ3DTeBκ2(u · k)
7ζ(3)〈|Δ0|2〉[βA(κ2 − 1) + 1]

, (39)

где параметр Гинзбурга –Ландау κ равен

κ =
1

π2eD

(
7ζ(3)

2πν

)1/2

, (40)

а величина βA — константа Абрикосова — равна

βA =
〈|Δ0|4〉
〈|Δ0|2〉2 . (41)

Подставляя в формулу (15) выражение (22) для
функций {χ(1)

1 , χ
(1)
2 } и значение (39) для величины

γ1, получим в главном приближении следующее зна-
чение для энергии E(k):

E(u2B2 + 2eBu2〈|Δ|2〉) =

=
B2

4πν

{
k2u2 − [k× u]2 − (k · u)2

βA(κ2 − 1) + 1

}
. (42)

В рассматриваемом приближении экстремаль-
ными являются точки [k× u] = 0 (углы между век-
торами {k,u} равны (0, π)). В результате для про-
дольной поляризации находим

E(k) =
k2

4πν

{
βA(κ

2 − 1)

βA(κ2 − 1) + 1

}
. (43)

4. ПОПЕРЕЧНАЯ ВЕТВЬ СПЕКТРА

Используя определения векторов {k,u} (35), на-
ходим

k · u = ku cosη, k× u = ku sin η(0, 0, 1),

uxkx − uyky = ku cos(2ϕ+ η),

kxuy + kyux = ku sin(2ϕ+ η).

(44)

Из формул (28), (38), (44) следует, что величина
∂γ1/∂η велика в поперечных модах. По этой при-
чине она легко находится и оказывается равной

∂γ1
∂η

=
ikuBT sin η

2π2eνD〈|Δ0|2〉
1

βA(κ2 − 1) + 1
. (45)

Величина угла η определяется из уравнения

∂E

∂η
= 0. (46)
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Используя уравнение (15) для величины E(k),
приведем формулу (46) к виду

iπD

4T

{
∂γ1
∂η

[
− 2eB〈|Δ0|2〉 cos η + 4eB〈|Δ0|2〉 ×

×
(
(α2+α

∗
2) cos(2ϕ+η)−i(α2−α∗

2) sin(2ϕ+η)

)
+

+
2T

π2νD

〈
(H−B)

(
− cos(2ϕ+η)

(
∂A

(1)
y

∂x
+
∂A

(1)
x

∂y

)
+

+ sin(2ϕ+ η)

(
∂A

(1)
x

∂x
− ∂A

(1)
y

∂y

))〉]
+

+ 2eBγ1〈|Δ0|2〉 sin η
}
−B2 ku

4πν
sin 2η = 0. (47)

В главном приближении по параметру 1−B/Hc2

величины {μ1, μ
(1)
1 } определяются формулой (34).

Подставляя в формулу (28) эти значения ве-
личин {μ1, μ

(1)
1 } и используя для величины

〈Δ∗(k∂−)(u∂−Δ) + (Δ(k∂+)u∂+Δ
∗)〉 выражение

(38), получим следующее уравнение для γ1:

7ζ(3)(〈|Δ0|2〉)2
2π2T 2κ2

[
βA(κ

2−1)+1
]
γ1 = −i7ζ(3)ku

16π2T 2
×

×
(
1− 1

κ2

)〈
|Δ0|2(Δ∗

0Δ
(2)
0 exp [i(2ϕ+ η)] +

+ Δ0(Δ
(2)
0 )∗ exp [−i(2ϕ+ η)]

〉
+
iπD

4T
×

×
{

− 2eB(u · k)〈|Δ0|2〉 + uk

[
4eB〈|Δ0|2〉 ×

×
(
(α2+α

∗
2) cos(2ϕ+η)−i(α2−α∗

2) sin(2ϕ+η)

)
+

+
2T

π2νD

〈
(H−B)

(
sin(2ϕ+η)

(
∂A

(1)
x

∂x
−∂A

(1)
y

∂y

)
−

− cos(2ϕ+ η)

(
∂A

(1)
x

∂y
+
∂A

(1)
y

∂x

))〉]}
. (48)

Используя уравнения (45), (48), получим из
уравнения (47) значение параметра cos η:

cos η =
7ζ(3)

〈
|Δ0|2

{
(Δ0)

∗Δ(2)
0 exp[i(2ϕ+ η)] + Δ0(Δ

(2)
0 )∗ exp [−i(2ϕ+ η)]

}〉
16π3eBDT 〈|Δ0|2〉 [βA(κ2 − 1) + 1]

(
1− 1

κ2

)
. (49)

Для завершения вычисления спектра E(k) необ-
ходимо найти значения коэффициентов {μ1, μ

(1)
1 } с

точностью до членов первого порядка по парамет-
ру 1−B/Hc2. Воспользуемся для этого следующими
соотношениями:〈

(k[H× u])Δ(θ(2))∗
〉

=

=
π2eνD

T
ku sin η〈|Δ0|2Δ0(Δ

(2)
0 )∗〉,

〈(θ(2))∗(k∂−)(u∂−Δ)〉 = 2eBku exp [i(2ϕ+ η)] ×
× 〈|Δ0|2〉+ 2eBα2uk

〈|Δ0|2〉 exp(iη) −
− 2ieα2Bku〈|Δ0|2〉 sin η + 2ie

〈
(uA(1))Δ0(k∂

(0)
+ )×

× (Δ
(2)
0 )∗ − (k ·A(1))(Δ

(2)
0 )∗(u∂(0)− )Δ0〉,

〈
(θ(2))∗

[
−τ − πD

8T
∂2− +

7ζ(3)|Δ|2
4π2T 2

]
θ(2)
〉

=

=
2πeDB

T
〈|Δ0|2〉 − πeD

2T
(Hc2 −B)〈|Δ0|2〉+

+
7ζ(3)

4π2T 2
〈|Δ0|2|Δ(2)

0 |2〉+ iπeD

4T
×

×
〈
(Δ

(2)
0 )∗(A(1)∂

(0)
− )Δ

(2)
0 −Δ

(2)
0 (A(1)∂

(0)
+ )(Δ

(2)
0 )∗

〉
,

〈
θ(2)

[
−τ − πD

8T
∂2+ +

7ζ(3)|Δ|2
4π2T 2

]
(θ(2))∗

〉
=

=
2πeBD〈|Δ0|2〉

T
−πeD

2T
(Hc2−B)〈|Δ0|2〉+

+
7ζ(3)

4π2T 2

〈
|Δ0|2|Δ(2)

0 |2
〉
− iπeD

4T
×

×
〈
Δ

(2)
0 (A(1)∂

(0)
+ )(Δ

(2)
0 )∗ −

− (Δ
(2)
0 )∗(A(1)∂

(0)
− )Δ

(2)
0

〉
. (50)

Подставляя в формулы (30), (31) значения бло-
ков, найденных в формулах (50), получим следую-
щие значения для коэффициентов {μ1, μ

(1)
1 }:

μ1 =
iuk

4
exp [i(2ϕ+ η)] + δμ1,

μ
(1)
1 =

iuk

4
exp [−i(2ϕ+ η)] + δμ

(1)
1 ,

(51)

где величины {δμ1; δμ
(1)
1 } определяются выражени-

ями
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δμ1 =
T

2πeBD〈|Δ0|2〉 ×

×
{

7ζ(3)

4π2T 2
〈|Δ0|2Δ0(Δ

(2)
0 )∗〉

(
ku sin η

2κ2
−γ1

)
+

+
iπeD

8T
ku(Hc2 −B)〈|Δ0|2〉 exp [i(2ϕ+ η)] −

−i 7ζ(3)

16π2T 2
ku
〈
|Δ0|2|Δ(2)

0 |2
〉
exp [i(2ϕ+η)] +

+
πeD

16T
ku
〈
(Δ

(2)
0 )∗(A(1)∂

(0)
− )Δ

(2)
0 −

− Δ
(2)
0 (A(1)∂

(0)
+ )(Δ

(2)
0 )∗

〉
exp [i(2ϕ+η)]−

− i
7ζ(3)

32π2T 2
ku
〈
(Δ0)

2((Δ
(2)
0 )∗)2

〉
×

× exp [−i(2ϕ+ η)]− iπeD

4T
×

×
〈
(Δ

(2)
0 )∗(A1∂

(0)
− )Δ0−Δ0(A1∂

(0)
+ )(Δ

(2)
0 )∗

〉
−

− πeD

2T

〈
(u ·A(1))Δ0(k∂

(0)
+ )(Δ

(2)
0 )∗ −

− (k ·A(1))(Δ
(2)
0 )∗(u∂(0)− )Δ0

〉}
,

δμ
(1)
1 =

T

2πeBD〈|Δ0|2〉 ×

×
{
− 7ζ(3)

4π2T 2
〈|Δ0|2Δ∗

0Δ
(2)
0 〉

(
ku sinη

2κ2
+ γ1

)
+

+
iπeD

8T
(Hc2 −B)uk〈|Δ0|2〉 exp [−i(2ϕ+ η)] −

− i
7ζ(3)ku

32π2T 2

〈
(Δ∗

0)
2(Δ

(2)
0 )2

〉
exp [i(2ϕ+ η)] −

− πeDku

16T

〈
Δ

(2)
0 (A(1)∂+)(Δ

(2)
0 )∗ −

− (Δ
(2)
0 )∗(A(1)∂

(0)
− )Δ

(2)
0

〉
exp [−i(2ϕ+ η)] −

− i
7ζ(3)ku

16π2T 2

〈
|Δ0|2|Δ(2)

0 |2
〉
exp [−i(2ϕ+ η)] +

+
iπeD

4T

〈
Δ

(2)
0 (A1∂

(0)
+ )Δ∗

0−Δ∗
0(A1∂

(0)
− )Δ

(2)
0

〉
+

+
πeD

2T

〈
Δ∗

0(u ·A(1))(k∂
(0)
− )Δ

(2)
0 −

− Δ
(2)
0 (k ·A(1))(u∂

(0)
+ )Δ∗

0

〉}
.

(52)

Для вычисления значения энергии E(k) нам по-
надобятся также явные выражения для следующих
трех величин:

〈(u∂+Δ∗)(u∂−Δ)〉 = eB〈|Δ0|2〉u2 − 2eB〈|Δ0|2〉×
× [(α2 + α∗

2) cos (2(ϕ+ η)) −
− i(α2 − α∗

2) sin (2(ϕ+ η))]u2 −
− 2T

π2νD
〈(H−B) · rotu(u ·A(1))〉,

rotu(u ·A(1)) =

[
0; 0;

u2

2
(rotA(1))z +

+ u2 sin(2(ϕ+ η))

2

(
∂A

(1)
x

∂x
− ∂A

(1)
y

∂y

)
−

− u2 cos(2(ϕ+ η))

2

(
∂A

(1)
y

∂x
+
∂A

(1)
x

∂y

)]
, (53)

rotu(k ·A1) =

[
0, 0,

k · u
2

(rotA1)z +

+

(
kxuy

∂A
(x)
1

∂x
− kyux

∂A
(y)
1

∂y

)
−

− kxux − kyuy
2

(
∂A

(y)
1

∂x
+
∂A

(x)
1

∂y

)]
.

В поперечных модах величина γ1 пропорцио-
нальна 〈|Δ0|2〉0, а cos η пропорционален 〈|Δ0|2〉.
В результате величина E(k) в формуле (15) для
поперечных мод оказывается пропорциональной
〈|Δ0|2〉2. Используя формулы (15), (17), (18), (20),
(24), (38), (51)–(53), приведем выражение для E(k)

в поперечных модах к виду

E(k)
(
B2 + 2eB〈|Δ0|2〉

)
=
πD

4T
k2 ×

×
{

− 2eB〈|Δ0|2〉[(α2 + α∗
2) cos(2(ϕ+ η)) −

− i(α2−α∗
2) sin(2(ϕ+η))]−

π2e2νD

T
〈|Δ0|2〉2(βA−1)+

+ e

〈
|Δ0|2

[
sin(2(ϕ+η))

(
∂A

(1)
x

∂x
−∂A

(1)
y

∂y

)
−

− cos(2(ϕ+η))

(
∂A

(1)
y

∂x
+
∂A

(1)
x

∂y

)]〉}
+
iπD

4T

k

u
×

× γ1

{
− 2eB cos η〈|Δ0|2〉+ 4eB〈|Δ0|2〉 ×

× [(α2 + α∗
2) cos(2ϕ+ η)− i(α2 − α∗

2) sin(2ϕ+ η)] −

− 2e

〈
|Δ0|2

[
sin(2ϕ+ η)

(
∂A

(1)
x

∂x
− ∂A

(1)
y

∂y

)
−

− cos(2ϕ+ η)

(
∂A

(1)
y

∂x
+
∂A

(1)
x

∂y

)]〉}
+

+
iπD

4T

k

u

{
2eB〈|Δ0|2〉

[
δμ

(1)
1 exp[i(2ϕ+ η)] +

+ δμ1 exp[−i(2ϕ+ η)]
]
+
e

2

[
exp[−i(2ϕ+η)] ×
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×
〈(

Δ
(2)
0

)∗ (
A(1) · k

)(
u∂

(0)
− Δ0

)
+

+
(
k∂

(0)
−
)((

u ·A(1)
)
Δ0

)〉
− exp[i(2ϕ+ η)]×

× 〈Δ(2)
0

(
A(1) · k

)(
u∂

(0)
+

)
Δ∗

0 +

+ (k∂
(0)
+ )

((
u ·A(1)

)
Δ∗

0

)
〉
]}

−

− i
7ζ(3)k2

32π2T 2κ2
sin η〈|Δ0|2

[
Δ∗

0Δ
(2)
0 exp[i(2ϕ+ η)]−

−Δ0(Δ
(2)
0 )∗ exp[−i(2ϕ+ η)]]〉 + B2k2

4πν
cos2 η−

− iπeD

4T

k

u

〈
|Δ0|2

[
sin(2ϕ+ η)

(
∂A

(x)
1

∂x
− ∂A

(y)
1

∂y

)
−

− cos(2ϕ+ η)

(
∂A

(x)
1

∂y
+
∂A

(y)
1

∂x

)]〉
. (54)

Спектр возбуждений поперечных мод E(k) в
формуле (54) зависит от величин {γ1, cos η,A1, δμ,
δμ

(1)
1 }. Все они определяются несколькими струк-

турными константами, зависящими от типа ре-
шетки. В частности, величина cos η зависит от
константы Абрикосова βA и одного коррелятора
〈|Δ0|2Δ∗

0Δ
(2)
0 〉. В общем случае спектр оказывается

сильноанизотропным и зависит от ориентации век-
тора k относительно осей решетки Абрикосова.

5. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕЛИЧИН {A(1),A1,Δ1}

Для вычисления величин {A(1),A1,Δ1} необхо-
димо найти две функции {Δ∗

0Δ
(1)
0 ,Δ∗

0Δ
(2)
0 }. Ниже

ограничимся рассмотрением решеток Абрикосова с
одним квантом потока в элементарной ячейке при
произвольном значении угла φ между векторами
элементарной ячейки.
В решетке с одним квантом потока в элементар-

ной ячейке коэффициенты CN равны

CN = C0 exp

(
iπ

2
N2

)
. (55)

Векторы элементарной ячейки выберем в виде

a1 = a

(
cos

φ

2
;− sin

φ

2

)
,

a2 = a

(
cos

φ

2
; sin

φ

2

)
.

(56)

В решетке с n квантами потока в элементарной
ячейке выполняются следующие уравнения:

eB · [a1 × a2] = πn, x1 = a cos(φ/2). (57)

Векторы обратной решетки {k1,k2} определяются
из уравнений (56) и равны

k1 =
π

a

(
1

cos(φ/2)
;

1

sin(φ/2)
; 0

)
,

k2 =
π

a

(
1

cos(φ/2)
;− 1

sin(φ/2)
; 0

)
.

(58)

Функции Δ∗
0Δ

(M)
0 являются периодическими на

решетке и, следовательно, представимы в виде

Δ∗
0Δ

(M)
0 =

∑
L0,k0

B
(0,M)
L0,k0

exp [i2π(L0t2 + k0t1)] , (59)

где переменные {t1, t2} введены вместо переменных
{x, y} и связь между ними определяется формулами

x = a cos(φ/2)(t1+ t2), y = a sin(φ/2)(t2− t1). (60)

Используя уравнение (19), находим уравнение
для коэффициентов B(0,M)

L0,k0
(M = 0, 1, 2, 3):

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
B

(0,0)
L0,k0

B
(0,1)
L0,k0

B
(0,2)
L0,k0

B
(0,3)
L0,k0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

= |C0|2 exp
[
− iπ

2
(L0−k0)2−eB

2
x21(L0−k0)2

]
×

×
∞∫

−∞

dx

x1
exp

[
− iπx

x1
(L0 + k0) −

− 2eB

(
x+ x0 +

L0 − k0
2

x1

)2
]
×

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

2
√
eB(x+ x0)

4eB(x+ x0)
2 − 1

(2
√
eB(x+ x0))

3 − 6
√
eB(x+ x0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (61)

Выполняя интегрирование в формуле (61), нахо-
дим окончательное выражение для коэффициентов
B

(0,M)
L0,k0

при M = 0, 1, 2, 3:
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
B

(0,0)
L0,k0

B
(0,1)
L0,k0

B
(0,2)
L0,k0

B
(0,3)
L0,k0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = |C0|2

√
tg
φ

2
exp

{
iπk0(L0 − k0) +

iπx0(L0 + k0)

a cos(φ/2)
− π

2 sinφ
(L2

0 + k20 − 2L0k0 cosφ)

}
×

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−
(π
2

)1/2 [ L0 − k0√
tg(φ/2)

+ i(L0 + k0)

√
tg
φ

2

]

π

2

[
L0 − k0√
tg(φ/2)

+ i(L0 + k0)

√
tg
φ

2

]2

−
(π
2

)3/2 [ L0 − k0√
tg(φ/2)

+ i(L0 + k0)

√
tg
φ

2

]3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (62)

Для вычисления структурных констант, входя-
щих в выражение (54) для величины E(k), нам по-
надобится уравнение

∂
(0)
− Δ

(2)
0 = 2

√
eB(1;−i)Δ(1)

0 −
√
eB(1; i)Δ

(3)
0 . (63)

Кроме того, нам понадобится явное выражение для
величин {A(1),A1}. Величина A(1) удовлетворяет
уравнению

rot rotA(1) = −π
2eνD

T
rot(0, 0, |Δ0|2). (64)

Величина |Δ0|2 определяется уравнениями (59),
(60), (62) и равна

|Δ0|2 =
∑
L0,k0

B
(0,0)
L0,k0

×

× exp

[
i2π

(
x(L0 + k0)

2a cos(φ/2)
+
y(L0 − k0)

2a sin(φ/2)

)]
. (65)

Учитывая, что divA(1) = 0, ищем решения уравне-
ний (64), (65) в виде

A(1) =
∑
L0,k0

A
(1)
L0,k0

×

× exp

[
2πi

(
x(L0 + k0)

2a cos(φ/2)
+
y(L0 − k0)

2a sin(φ/2)

)]
. (66)

Подставляя выражение (66) для величины A(1)

в уравнение (64), получим

A
(1)
L0,k0

= − ia

4π

π2eνD

T
B

(0,0)
L0,k0

sin2 φ

L2
0+k

2
0−2L0k0 cosφ

×

×
(
L0 − k0
sin(φ/2)

;− L0 + k0
cos(φ/2)

)
, L2

0 + k20 �= 0. (67)

Величина A1 удовлетворяет уравнению (32). В
главном приближении по параметру 1 − B/Hc2 ре-
шение уравнения (32) ищем в виде

A1 =
∑
L0,k0

A
(L0,k0)
1 ×

× exp

[
2πi

(
x(L0 + k0)

2a cos(φ/2)
+
y(L0 − k0)

2a sin(φ/2)

)]
. (68)

Подставляя выражение (68) для величины A1 в
формулу (32) и используя формулу (59), получим

A
(L0,k0)
1 =

a

π

sin2 φ

L2
0 + k20 − 2L0k0 cosφ

×

×
{
− iπ

2eνD

2T
γ1B

(0,0)
L0,k0

+

+
π2eνD

16T
ku
[
exp[i(2ϕ+ η)]B

(0,2)
L0,k0

+

+ exp[−i(2ϕ+ η)](B
(0,2)
−L0,−k0

)∗
]}

×

×
(
L0 − k0
sin(φ/2)

;− L0 + k0
cos(φ/2)

)
, L2

0 + k20 �= 0. (69)

Формулы (62), (67), (69) позволяют получить
значения почти всех структурных констант, опре-
деляющих величины {cosη, γ1, δμ1, δμ

(1)
1 ,E(k)} при

произвольных значениях угла φ между векторами
элементарной ячейки. В частности, cos η определя-
ется одной структурной константой Γ00

02, равной

Γ00
02 =

∑
L0,k0

B
(0,0)
−L0,−k0

B
(0,2)
L0,k0

= 〈|Δ0|2Δ∗
0Δ

(2)
0 〉. (70)

Для получения величин {δμ1, δμ
(1)
1 } необходимо

найти еще три функции (Δ
(2)
0 )∗Δ(M)

0 (M = 1, 2, 3).
Эти функции также периодические и могут быть
представлены в виде (см. уравнение (59))
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(Δ
(2)
0 )∗Δ(M)

0 =

=
∑
L0,k0

B
(2,M)
L0,k0

exp [2πi(L0t2 + k0t1)] . (71)

Используя уравнения (19), (71), находим уравне-
ние для коэффициентов B(2,M)

L0,k0
:

⎛
⎜⎝
B

(2,1)
L0,k0

B
(2,2)
L0,k0

B
(2,3)
L0,k0

⎞
⎟⎠ =

|C0|2√
π

√
tg
φ

2
exp

{
iπk0(L0 − k0) +

iπx0
x1

(L0 + k0)− π

2 sinφ
(L2

0 + k20 − 2L0k0 cosφ)

}
×

×
∞∫

−∞
dx exp(−x2)1

2
H2

(
x+

√
π

2

(
L0−k0√
tg(φ/2)

− i(L0 + k0)

√
tg
φ

2

))
×

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1√
2
H1

(
x−

√
π

2

(
L0 − k0√
tg(φ/2)

+ i(L0 + k0)

√
tg
φ

2

))

1

2
H2

(
x−

√
π

2

(
L0 − k0√
tg(φ/2)

+ i(L0 + k0)

√
tg
φ

2

))

1

2
√
2
H3

(
x−

√
π

2

(
L0 − k0√
tg(φ/2)

+ i(L0 + k0)

√
tg
φ

2

))

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (72)

где Hn(x) — полиномы Эрмита [6].
Выполняя интегрирование по x в формуле (72), находим следующие значения для величин B

(2,M)
L0,k0

(M = 1, 2, 3):⎛
⎜⎝
B

(2,1)
L0,k0

B
(2,2)
L0,k0

B
(2,3)
L0,k0

⎞
⎟⎠ = |C0|2

√
tg
φ

2
exp

{
iπk0(L0 − k0) +

iπx0
x1

(L0 + k0)− π

2 sinφ
Z

}
×

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
2π

(
L0 − k0√
tg(φ/2)

− i(L0 + k0)

√
tg
φ

2

)[
− π

2 sinφ
Z + 1

]

π2

sin2 φ
Z2 − 4π

sinφ
Z + 2

√
π

2

(
L0 − k0√
tg(φ/2)

+ i(L0 + k0)

√
tg
φ

2

)[
− π2

sin2 φ
Z2 +

6π

sinφ
Z − 6

]

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (73)

где Z = L2
0 + k20 − 2L0k0 cosφ.

Решение уравнения Гинзбурга –Ландау ищем в
виде (17), (20). Для нахождения спектра нам допол-
нительно потребуется лишь величина α2. Исполь-
зуя уравнения Гинзбурга –Ландау, находим величи-
ну α2:

2πeBD

T
〈|Δ0|2〉α2 = − 7ζ(3)

8π2T 2
〈|Δ0|2(Δ(2)

0 )∗Δ0〉−

− iπeD

4T

√
eB
〈
(A(1)

x − iA(1)
y )Δ0(Δ

(3)
0 )∗

〉
+

+
iπeD

4T

√
eB
〈
(A(1)

x + iA(1)
y )(2Δ0(Δ

(1)
0 )∗ +

+ Δ
(1)
0 (Δ

(2)
0 )∗)

〉
. (74)

Уравнение (74) завершает нахождение всех струк-
турных блоков, входящих в выражения для величин
{α2, cos η, δμ1, δμ

(1)
1 ,E(k)}.

В Приложении мы приведем явный вид блоков,
в которые входят величины {A(1),A1}, а также че-
тыре блока, в которые входят величины {Δ0,Δ

(2)
0 }.

Физический интерес представляют лишь те зна-
чения угла φ, при которых свободная энергия FS −
−FN имеет экстремум: φ = π/3 — точка минимума;
φ = π/2 — точка максимума. При этих значениях
угла φ часть структурных констант обращается в
нуль. В Приложении мы найдем эти константы:
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∑
L0,k0

exp

[
− π

sinφ
(L2

0 + k20 − 2L0k0 cosφ)

]
×

× [(L2
0 + k20) cosφ− 2L0k0

]
= 0,

∑
L2

0+k2
0 �=0

exp

[
− π

sinφ
(L2

0+k
2
0−2L0k0 cosφ)

]
×

× (L2
0 + k20) cosφ− 2L0k0

L2
0 + k20 − 2L0k0 cosφ

= 0.

(75)

В результате в точках {φ = π/3, φ = π/2} блоки
(94), (95), (96) и последний член в фигурных скобках
(98) обращаются в нуль. Величина Γ00

02 (см. уравне-
ние (70)) также обратится в нуль при φ = {π/3, π/2}:

Γ00
02 = 0 (φ = π/3, π/2). (76)

Уравнения (75), (76) приводят к тому, что вели-
чины {α2, γ1, cos η} равны нулю при φ = {π/3, π/2}:

γ1 = 0, cos η = 0, α2 = 0. (77)

Кроме того, в этих же точках выполняются ра-
венства

∑
L0,k0

exp

[
− π

sinφ
(L2

0 + k20 − 2L0k0 cosφ)

]
×

×
(

(L0 − k0)
2√

tg(φ/2) sin(φ/2)
− (L0 + k0)

2

cos(φ/2)

√
tg
φ

2

)
=

= 0, (78)

∑
L2

0+k2
0 �=0

exp

(
− π

sinφ
(L2

0 + k20 − 2L0k0 cosφ)

)
L2
0 + k20 − 2L0k0 cosφ

×

×
(

(L0 − k0)
4√

tg3(φ/2) sin(φ/2)
− (L0 + k0)

4

cos(φ/2)

√
tg3

φ

2

)
= 0.

Первое из уравнений (78) приводит к равенству
G1 = G2, а второе — к равенству R1 = −R2 в точках
φ = {π/3, π/2} (см. Приложение).
Отметим, что, поскольку Γ02

20 ≡ Γ22
00 при всяком

φ, имеет место равенство

∑
L0,k0

exp

[
− π

sinφ
(L2

0 + k20 − 2L0k0 cosφ)

]
×

×
[
1− 2π

sinφ
(L2

0 + k20 − 2L0k0 cosφ)

]
= 0. (79)

6. РЕШЕТКИ АБРИКОСОВА С УГЛАМИ
φ = {π/3, π/2}

Вычисление структурных констант при угле φ =

= π/3 приводит к следующим результатам:

S = βA = 1.159595, S1 = 0, S2 = 2.112642,

S3 = 0, F = F1 = F2 = 0, F3 = −1.05298,

F4 = G4 = −0.0724747, F5 = 0,

F6 = −0.8652635, F7 = F8 = −0.2217276,

F9 = 0, G1 = G2 = 0.9563497,

R1 = −R2 = −R3 = 0.7172621.

(80)

При угле φ = π/2 для структурных констант нахо-
дим следующие значения:

S = βA = 1.18034, S1 = 0, S2 = 2.003412,

S3 = −1.413242, F = F1 = F2 = 0,

F3 = −1.278582, F4 = −0.135806, F5 = 0,

F6 = −0.9145444, F7 = −0.1005965,

F8 = −0.3109393, F9 = 0,

G1 = G2 = 1.046047, R1 = −R2 = 0.5646296,

R3 = −1.44426, G4 = −1.173652 · 10−2.

(81)

Используя уравнения (52) и формулы (95)–(105),
получим для величин {δμ1, δμ

(1)
1 } значения, спра-

ведливые при φ = {π/3, π/2}:

δμ1 = i
7ζ(3)〈|Δ0|2〉ku
32π3eBDT

{
exp[i(2ϕ+ η)]×

×
[(
βA − βA − 1

κ2

)
− S2 +

F6

2κ2
√
sinφ

+

+
F3 +G1

κ2
√
π sinφ

]
+exp[−i(2ϕ+η)]×

×
(

R1 +R3

κ2
√
π sinφ

− S3

2

)
− 2

κ2
√
sinφ

×

× [F7 cos(2ϕ+ η) + iF8 sin(2ϕ+ η)]

}
, (82)

δμ
(1)
1 = i

7ζ(3)〈|Δ0|2〉ku
32π3eBDT

{
exp[−i(2ϕ+ η)]×

×
[(
βA − βA − 1

κ2

)
− S2 +

F6

2κ2
√
sinφ

+

+
F3 +G1

κ2
√
π sinφ

]
+exp[i(2ϕ+ η)]

(
R1 +R3

κ2
√
π sinφ

−S3

2

)
−

− 2

κ2
√
sinφ

[F7 cos(2ϕ+ η)− iF8 sin(2ϕ+ η)]

}
.
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В выражение для энергии E(k) входит лишь ли-
нейная комбинация величин {δμ1, δμ

(1)
1 }, значение

которой при φ = {π/3, π/2} определяется форму-
лами (82):

δμ1 exp[−i(2ϕ+ η)] + δμ
(1)
1 exp[i(2ϕ+ η)] =

= i
7ζ(3)〈|Δ0|2〉ku
16π3eBDT

{
βA−S2−1

2
S3 cos(4ϕ+2η)+

+
1

κ2

[
−(βA − 1) +

F6

2
√
sinφ

+
F3 +G1√
π sinφ

+

+
R1 +R3√
π sinφ

cos(4ϕ+ 2η)− 2√
sinφ

×

× [F7 cos
2(2ϕ+ η) + F8 sin

2(2ϕ+ η)
] ]}

. (83)

Выражение (83) и формулы (97)–(99), (103) из
Приложения позволяют записать энергию, E(k) (cм.
(54)) при экстремальных значениях φ = {π/3, π/2}
в относительно простом виде:

E(k)(B2 + 2eB〈|Δ0|2〉) = −7ζ(3)〈|Δ0|2〉k2

32π2T 2
×

×
{
βA − S2 − 1

2
S3 cos(4ϕ+ 2η) +

1

κ2
×

×
[
3(βA−1)+

F6

2
√
sinφ

+
2(F3+G1)√
π sinφ

+
2(R1+R3)√
π sinφ

×

× cos(4ϕ+ 2η)− 2√
sinφ

[F7 cos
2(2ϕ+ η)+

+ F8 sin
2(2ϕ+ η)]− 8[F4 sin

2(2ϕ+ η)+

+ G4 cos
2(2ϕ+ η)]

]}
. (84)

В треугольной решетке выполняются равенства
S3 = 0, R1 + R3 = 0, F4 = G4, F7 = F8. В результа-
те величина E(k) в треугольной решетке не зависит
от угла ϕ в квадратичном по k приближении. Ис-
пользуя значение констант, приведенных в формуле
(80), получим следующее выражение для E(k) при
φ = π/3 [7]:

E(k)(B2 + 2eB〈|Δ0|2〉) = 7ζ(3)〈|Δ0|2〉k2

32π2T 2
×

×
{
(S2 − βA)− 1

κ2

[
3(βa − 1) +

F6

2
√
sinφ

+

+
2(F3 +G1)√

π sinφ
− 2F7√

sinφ
− 8G4

]}
, (85)

E(k)(B2 + 2eB〈|Δ0|2〉) = 7ζ(3)〈|Δ0|2〉k2

32π2T 2
×

× 0.953047

(
1− 1

κ2

)
. (86)

Из формулы (86) следует, что точка κ = 1 явля-
ется особой точкой. При κ = 1 и φ = π/3 величина
E(k) обращается в нуль в квадратичном по k при-
ближении и становятся существенными следующие
члены разложения энергии возбуждений по степе-
ням k. Тем не менее заключение о проблеме устойчи-
вости с одним квантом потока в элементарной ячей-
ке при значениях κ, близких к единице (κ > 1), мож-
но сделать из рассмотрения E(k) при φ = π/2. Это
связано с тем, что при κ = 1 свободная энергия тре-
угольной решетки (φ = π/3) совпадает со свободной
энергией квадратной решетки (φ = π/2). Используя
формулы (81), (84), получим следующее выражение
для энергии E(k) для квадратной ячейки (φ = π/2):

E(k)
(
B2 + 2eB〈|Δ0|2〉

)
=

7ζ(3)〈|Δ0|2〉k2

32π2T 2
×

×
{
0.823072

(
1− 1

κ2

)
− cos(4ϕ+ 2η) ×

×
(
0.706621− 1.69972

κ2

)}
. (87)

Из формулы (87) следует, что коэффициент при
члене cos(4ϕ+ 2η) не обращается в нуль при κ→ 1.
Следовательно, существуют решения с энергией,
меньшей чем энергия квадратной решетки, и отсто-
ящие от нее по энергии на конечное расстояние при
κ→ 1.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получены «мягкие» бесщелевые моды попереч-
ных возбуждений для треугольной (φ = π/3) и квад-
ратной (φ = π/2) решеток Абрикосова с одним кван-
том потока в элементарной ячейке. Показано, что в
квадратичном приближении по k изотропная часть
энергии возбуждений для обеих решеток пропорци-
ональна величине 1 − 1/κ2. В треугольной решетке
анизотропная часть энергии возбуждений в квадра-
тичном по k приближении равна нулю.
Анализ спектра возбуждений треугольной и

квадратной решеток показывает, что существуют
решетки с числом квантов потока в элементарной
ячейке, большим единицы, такие, что свободная
энергия меньше свободной энергии треугольной ре-
шетки с одним квантом потока в элементарной ячей-
ке по крайней мере в области значений κ, близких к
единице (κ > 1).
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Отметим, что при κ = 1 уравнения Гинзбур-
га –Ландау имеют N -вихревые решения при произ-
вольном положении нулей параметра порядка [8, 9].
Проблема экспериментального наблюдения состоя-
ний, отличных от состояния с одним квантом пото-
ка в элементарной ячейке, осложняется тем, что не
известна область по величине параметра Гинзбур-
га –Ландау κ, внутри которой такие состояния су-
ществуют, а также не изучена структура этих состо-
яний (число квантов потока в элементарной ячей-
ке, положение нулей параметра порядка). Область
значений параметра κ, близких к единице, интерес-
на еще и тем, что из-за сильного вырождения ста-
новятся существенными следующие члены разложе-
ния свободной энергии (1) по параметру 1−T/Tc [10],
что приводит к дополнительному расширению мно-
жества возможных состояний. Решение этих про-
блем будет способствовать росту интереса к прове-
дению экспериментальных исследований сверхпро-
водимости вблизи особой точки κ = 1.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Здесь мы найдем явный вид всех блоков, возни-
кающих в величинах {δμ1, δμ

(1)
1 ,E(k)}. Прежде все-

го, используя уравнения (67), (69), выразим блоки,
содержащие величины {A(1)

1 ,A1} через величины
{B(0,M)

L0,k0
, B

(2,M)
L0,k0

}:

〈(
A(1)

x − iA(1)
y

)(
Δ

(3)
0

)∗
Δ0

〉
= − ia

4

πeνD

T
×

×
∑

L2
0+k2

0 �=0

B
(0,0)
L0,k0

(
B

(0,3)
L0,k0

)∗
×

×
(
L0−k0
sin(φ/2)

+i
L0+k0
cos(φ/2)

)
sin2 φ

L2
0+k

2
0−2L0k0 cosφ

, (88)

〈(
A(1)

x + iA(1)
y

) [
2
(
Δ

(1)
0

)∗
Δ0 +

(
Δ

(2)
0

)∗
Δ

(1)
0

]〉
=

= − ia
4

πeνD

T

∑
L2

0+k2
0 �=0

B
(0,0)
L0,k0

[
2
(
B

(0,1)
L0,k0

)∗
+

+ B
(2,1)
−L0,−k0

] sin2

L2
0 + k20 − 2L0k0 cosφ

×

×
(
L0 − k0
sin(φ/2)

− i
L0 + k0
cos(φ/2)

)
, (89)

〈
|Δ0|2

[
sin(2ϕ+ η)

(
∂A

(1)
x

∂x
− ∂A

(1)
y

∂y

)
−

− cos(2ϕ+ η)

(
∂A

(1)
y

∂x
+
∂A

(1)
x

∂y

)]〉
=

=
π2eνD

T

∑
L2

0+k2
0 �=0

|B(0,0)
L0,k0

|2 1

L2
0+k

2
0−2L0k0 cosφ

×

×
{
(L2

0 − k20) sinφ sin(2ϕ+ η)+

+ [2L0k0 − cosφ(L2
0 + k20)] cos(2ϕ+ η)

}
, (90)

〈
(Δ

(2)
0 )∗

[
(A(1) · k)(u∂−Δ0)+(k∂

(0)
− (u ·A(1))Δ0)

]〉
=

= iku
√
eB

a

4

πeνD

T

∑
L2

0+k2
0 �=0

sin2 φ

L2
0 + k20 − 2L0k0 cosφ

×

×B
(0,0)
L0,k0

{
exp[i(ϕ+ η)]B

(2,1)
−L0,−k0

(
L0 − k0
sin(φ/2)

cosϕ −

− L0 + k0
cos(φ/2)

sinϕ

)
+

+
[
2 exp(iϕ)

(
B

(0,1)
L0,k0

)∗
− exp(−iϕ)

(
B

(0,3)
L0,k0

)∗]
×

×
(
L0−k0
sin(φ/2)

cos(ϕ+η)− L0+k0
cos(φ/2)

sin(ϕ+η)

)}
, (91)

〈
|Δ0|2

[
sin(2ϕ+ η)

(
∂A

(x)
1

∂x
− ∂A

(y)
1

∂y

)
−

− cos(2ϕ+ η)

(
∂A

(x)
1

∂y
+
∂A

(y)
1

∂x

)]〉
=

= 2i
π2eνD

T

∑
L2

0+k2
0 �=0

(
B

(0,0)
L0,k0

)∗
L2
0 + k20 − 2L0k0 cosφ

×

× {(L2
0 − k20) sinφ sin(2ϕ+ η) +

+ (2L0k0 − cosφ(L2
0 + k20)) cos(2ϕ+ η)

} ×

×
{
−iγ1B(0,0)

L0,k0
+
ku

8

[
exp[i(2ϕ+ η)]B

(0,2)
L0,k0

+

+ exp[−i(2ϕ+ η)](B
(0,2)
−L0,−k0

)∗
]}

, (92)

〈(
Δ

(2)
0

)∗ (
A(1)∂

(0)
− Δ

(2)
0

)〉
=

=
iπeνDa

√
eB

4T

∑
L2

0+k2
0 �=0

B
(0,0)
−L0,−k0

sin2 φ

L2
0+k

2
0−2L0k0 cosφ

×

×
{
2B

(2,1)
L0,k0

(
L0 − k0
sin(φ/2)

+ i
L0 + k0
cos(φ/2)

)
−

− B
(2,3)
L0,k0

(
L0 − k0
sin(φ/2)

− i
L0 + k0
cos(φ/2)

)}
, (93)
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〈(
Δ

(2)
0

)∗ (
A1∂

(0)
− Δ0

)
−Δ0

(
A1∂

(0)
+

)(
Δ

(2)
0

)∗〉
=

=
a

π

√
eB

∑
L2

0+k2
0 �=0

sin2 φ

L2
0 + k20 − 2L0k0 cosφ

×

×
{
− iπ

2eνD

2T
γ1B

(0,0)
L0,k0

+
π2eνD

16T
ku×

×
[
exp[i(2ϕ+ η)]B

(0,2)
L0,k0

+

+ exp[−i(2ϕ+ η)]
(
B

(0,2)
−L0,−k0

)∗]}
×

×
[
−
(
L0 − k0
sin(φ/2)

− i
L0 + k0
cos(φ/2)

)
×

×
(
B

(2,1)
−L0,−k0

+ 2
(
B

(0,1)
L0,k0

)∗)
+

+

(
L0 − k0
sin(φ/2)

+ i
L0 + k0
cos(φ/2)

)(
B

(0,3)
L0,k0

)∗]
. (94)

Подставляя в формулы (88)—(94) значения ве-
личин {B(0,M)

L0,k0
, B

(2,M)
L0,k0

}, получим явные выраже-
ния для блоков, включающих в себя величины
{A(1),A1} и определяющих величины {δμ1, δμ

(1)
1 ,

E(k)}:〈(
A(1)

x − iA(1)
y

)(
Δ

(3)
0

)∗
Δ0

〉
=

=
iπ5/2eνDa

2T
|C0|4 tg(φ/2)√

sinφ
×

×
∑

L2
0+k2

0 �=0

exp

[
− π

sinφ
(L2

0 + k20 − 2L0k0 cosφ)

]
×

× [(L2
0 + k20) cosφ− 2L0k0

]
=

=
iπ5/2eνDa

2T
〈|Δ0|2〉2F, (95)

〈(
A(1)

x + iA(1)
y

) [
2
(
Δ

(1)
0

)∗
Δ0 +

(
Δ

(2)
0

)∗
Δ

(1)
0

]〉
=

=
iπ3/2eνDa

T
|C0|4 tg φ

2

√
sinφ×

×
∑

L2
0+k2

0 �=0

exp

[
− π

sinφ
(L2

0 + k20 − 2L0k0 cosφ)

]
×

× (L2
0 + k20) cosφ− 2L0k0

L2
0 + k20 − 2L0k0 cosφ

×

×
[
2− π

2 sinφ
(L2

0 + k20 − 2L0k0 cosφ)

]
=

=
iπ3/2eνDa

T
〈|Δ0|2〉2F1, (96)

〈
|Δ0|2

[
sin(2ϕ+ η)

(
∂A

(1)
x

∂x
− ∂A

(1)
y

∂y

)
−

− cos(2ϕ+ η)

(
∂A

(1)
y

∂x
+
∂A

(1)
x

∂y

)]〉
=

= −π
2eνD

T
|C0|4 tg φ

2
×

×
∑

L2
0+k2

0 �=0

exp

(
− π

sinφ
(L2

0 + k20 − 2L0k0 cosφ)

)
×

× (L2
0 + k20) cosφ− 2L0k0

L2
0 + k20 − 2L0k0 cosφ

cos(2ϕ+ η) =

=
π2eνD

T
〈|Δ0|2〉2 cos(2ϕ+ η)F2, (97)

〈(
Δ

(2)
0

)∗ [(
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)(
u∂

(0)
− Δ0

)
+

+
(
k∂
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−
)(

u ·A(1)
)
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]〉
=

= iku
πeνDa
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√
eB tg

φ

2
×

×
∑
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0 �=0
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×

× exp
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− π
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×

×
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−√

π exp[i(2ϕ+ η)]
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+
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π3/2

√
2 sinφ
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2 cosϕ√
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+
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2
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√
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φ

2
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)
exp[i(ϕ+ η)] +

+
(π
2

)3/2
exp(−iϕ)×

×
[(

(L0 − k0)
4√

tg3(φ/2) sin(φ/2)
cos(ϕ+ η) −

− i
(L0 + k0)

4

cos(φ/2)

√
tg3

φ

2
sin(ϕ+ η)

)
−

− 3
√
2√

sinφ
(L2

0 − k20)
2 exp[−i(ϕ+ η)]

]}
=

= iku
πeνDa

4T
〈|Δ0|2〉2

√
eB{exp[i(2ϕ+ η)]F3 +

+ exp[i(ϕ+ η)](G1 cosϕ+ iG2 sinϕ)+

+ exp(−iϕ)[R1 cos(ϕ+ η) + iR2 sin(ϕ+ η)+

+R3 exp[−i(2ϕ+ η)]]}, (98)
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〈
|Δ0|2
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Кроме блоков (95)–(101) существуют также бо-
лее простые блоки, в которые входят лишь величи-
ны {Δ0,Δ

(2)
0 }. Четыре из них входят в выражение

для функций {δμ1, δμ
(1)
1 ,E(k)}. Используя уравне-

ния (61), (73), находим явные выражения для этих
блоков:〈
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2 = S2〈|Δ0|2〉2, (104)
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