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Изучено электростатическое взаимодействие сферических частиц в равновесной плазме или электролите
в режиме умеренного и сильного экранирования, когда размеры макрочастиц оказываются сравнимыми
или много больше дебаевского радиуса экранирования. Развита приближенная теория электростатическо-
го взаимодействия макрочастиц в случае постоянных потенциалов их поверхности в режимах слабого и
умеренного экранирования. В этой теории при заданном межчастичном расстоянии заряды макрочастиц
определяются с использованием вакуумных емкостных коэффициентов, скорректированных с учетом эф-
фектов плазменного экранирования. Сама сила взаимодействия вычисляется с полученными зарядами
на основе решения задачи о взаимодействии в однородном диэлектрике (вакууме) и домножается на
плазменный фактор. Также найдено приближенное решение задачи в режиме сильного экранирования.
Сравнение с точным решением показало высокую точность предложенных методов расчета.
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1. ВВЕДЕНИЕ

При изучении динамических явлений в физике
пылевой плазмы и электролитов важную роль игра-
ет электростатическое взаимодействие заряженных
макрочастиц [1–5]. В работах [6, 7] была рассмотре-
на задача о взаимодействии двух сферических за-
ряженных макрочастиц с учетом экранирования в
рамках линеаризованной теории Дебая –Хюккеля.
Было найдено общее решение задачи для двух слу-
чаев, когда в процессе изменения расстояния меж-
ду макрочастицами остаются постоянными либо за-
ряды, либо потенциалы поверхности макрочастиц.
Было показано, что в случае постоянных зарядов
диэлектрических макрочастиц сила их взаимодей-
ствия в плазме на малых расстояниях в режиме
слабого экранирования, когда размеры макрочастиц
много меньше дебаевского радиуса, практически
совпадает с силой в вакууме (или однородном ди-
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электрике). Это позволило предложить приближен-
ную процедуру определения силы взаимодействия, в
которой она сначала определялась для макрочастиц
с теми же зарядами в вакууме (или однородном ди-
электрике), а затем домножалась на плазменную по-
правку, учитывающую эффект экранирования. Для
случая постоянных потенциалов поверхности мак-
рочастиц не удалось найти такой простой процеду-
ры, так как даже на малых расстояниях сила ока-
залась сильно зависящей от постоянной экраниро-
вания. Это связано с тем, что при изменении меж-
частичного расстояния происходит не только пере-
распределение поверхностного заряда, но и измене-
ние самого заряда макрочастиц, и это изменение в
плазме оказывается совсем другим, чем в вакууме
или однородном диэлектрике. Поэтому настоящая
работа посвящена исследованию взаимодействия за-
ряженных макрочастиц в плазме в случае постоян-
ных потенциалов поверхности макрочастиц, а также
в режиме сильного экранирования, когда размеры
макрочастиц оказываются сравнимыми или больше
дебаевского радиуса.
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Благодаря своим уникальным свойствам сего-
дня наночастицы широко используются в различ-
ных технологических и медицинских приложени-
ях [8–11]. В этих приложениях важную роль игра-
ют процессы агломерации и взаимодействия нано-
частиц с другими объектами. Для описания элек-
тростатического взаимодействия с учетом эффек-
тов экранирования зачастую используются резуль-
таты, полученные на основе рассмотрения взаимо-
действия бесконечных заряженных параллельных
плоскостей (см., например, [12]). Именно таким спо-
собом впервые потенциал взаимодействия при по-
стоянных и равных потенциалах сферических час-
тиц одного размера был получен в работе [13] для
случая, когда радиусы частиц много больше радиу-
са экранирования. В работе [14] этот результат был
обобщен на случай частиц разных размеров и раз-
ных потенциалов поверхности, а в работе [15] — на
случай постоянных плотностей зарядов.

Отметим, что в работе [16] также рассматри-
валась задача о взаимодействии двух сферических
макрочастиц в рамках линеаризованной теории Де-
бая –Хюккеля c применением метода, похожего на
использованный в работах [6, 7]. В работе [16] рас-
сматривались диэлектрические макрочастицы не с
поверхностным зарядом, а с точечным зарядом в
центре макрочастицы. В этой работе при перераз-
ложении решения в виде суммы ряда по полиномам
Лежандра в системе координат с полюсом в центре
одной из частиц по полиномам Лежандра в систе-
ме координат с полюсом в центре другой частицы
функции Макдональда представлялись в виде мно-
гочленов. Поэтому окончательное решение задачи
имело более громоздкий вид, чем в [6, 7].

Настоящая работа построена следующим обра-
зом. В разд. 2 кратко описано общее решение за-
дачи в случае постоянных зарядов (разд. 2.1) и в
случае постоянных потенциалов поверхностей мак-
рочастиц (разд. 2.2). Взаимодействие макрочастиц
в режиме слабого и умеренного экранирования для
случая постоянных зарядов кратко рассмотрено в
разд. 3. В разд. 4 развивается приближенная тео-
рия взаимодействия в случае постоянных потенци-
алов макрочастиц в режимах слабого и умеренно-
го экранирования. В разд. 4.1 рассмотрены методы
расчета емкостных и потенциальных коэффициен-
тов, а методика расчета силы изложена в разд. 4.2.
Взаимодействие макрочастиц в условиях сильного
экранирования рассмотрено в разд. 5: в разд. 5.1
для случая постоянных зарядов и в разд. 5.2 для
случая постоянных потенциалов поверхности. В За-
ключении изложены основные выводы работы.

2. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О
ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ДВУХ СФЕРИЧЕСКИХ

МАКРОЧАСТИЦ В РАВНОВЕСНОЙ
ПЛАЗМЕ

В работах [6, 7] решалась задача о взаимодей-
ствии двух сферических заряженных макрочастиц
с учетом экранирования в рамках линеаризованной
теории Дебая –Хюккеля [17]. Было показано, что
распределение потенциала в области вне макрочас-
тиц, занятой плазмой или электролитом, описыва-
ется выражением

φ (r1, μ1) =

∞∑
n=0

Pn (μ1) ×

×
{
An

Kn+1/2 (r̃1)√
r̃1

+
∞∑

m=0

bnm

(
r̃1, R̃

)
Bm

}
, (1)

где r1, θ1 — координаты в сферической системе ко-
ординат с полюсом в центре первой макрочастицы и
осью, направленной к центру другой, Pn — полино-
мы Лежандра, Kn+1/2 — модифицированные функ-
ции Бесселя третьего рода или функции Макдональ-
да, r̃1 = kDr1, μ1 = cos θ1, kD — постоянная экрани-
рования (обратный дебаевский радиус), bnm — ко-
эффициенты, определенные в Приложении. Анало-
гичное (1) выражение для потенциала можно на-
писать и в сферической системе координат с полю-
сом в центре второй макрочастицы. Далее рассмот-
рим случаи, когда при изменении межчастичного
расстояния остаются постоянными либо заряды, ли-
бо потенциалы поверхностей макрочастиц. Системы
уравнений для определения коэффициентов разло-
жения потенциала An и Bn в этих случаях оказыва-
ются разными. Системы также оказываются разны-
ми в случае диэлектрических и проводящих макро-
частиц. Отметим, что случай проводящих макроча-
стиц (в этом случае потенциал поверхности не зави-
сит от угловых координат, но меняется при измене-
нии межчастичного расстояния) и случай постоян-
ных потенциалов макрочастиц различаются только
уравнениями для n = 0 (см. ниже). В обоих этих
случаях мы не можем произвольно задавать рас-
пределение по поверхности свободного заряда, так
как это распределение формируется либо токами в
проводнике, либо токами зарядки в плазме, чтобы
обеспечить независимость потенциала поверхности
от угловых координат.

2.1. Постоянные заряды макрочастиц

Коэффициенты разложения потенциала An и Bn

в случае постоянных зарядов диэлектрических мак-
рочастиц являются решением системы [6]
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αn (ã1, ε1)An +

∞∑
m=0

βnm

(
ã1, R̃, ε1

)
Bm = σ1,n,

∞∑
m=0

βnm

(
ã2, R̃, ε2

)
Am + αn (ã2, ε2)Bn = σ2,n,

(2)

где a1, a2 — радиусы макрочастиц, R — расстоя-
ние между центрами макрочастиц, ã1 = kDa1, ã2 =

= kDa2, R̃ = kDR, коэффициенты-функции αn и
βnm определены соотношениями

αn (ãi, εi) = ε
Kn+3/2 (ãi)

ã
1/2
i

+

+ n (εi − ε)
Kn+1/2 (ãi)

ã
3/2
i

,

βnm

(
ãi, R̃, εi

)
= εi

n

ãi
bnm

(
ãi, R̃

)
−

− ε
∂bnm

(
ãi, R̃

)
∂ãi

,

(3)

i = 1, 2; σi,n — коэффициенты разложения плотнос-
ти поверхностного заряда по полиномам Лежандра:

σi,n =
4π

kD

2n+ 1

2

1∫
−1

Pn (μi)σi (μi) dμi. (4)

В настоящей работе рассматривается аксиаль-
но-симметричная задача, соответственно, рас-
пределение поверхностного заряда полагается
аксиально-симметричным относительно оси z. В
случае равномерного распределения свободного
заряда отличен от нуля только член с n = 0:

σi,0 = kD
qi
ã2i
. (5)

При численном решении задачи рассматривается
конечное число членов разложения: индекс m меня-
ется до некоторого выбранного числа nmax, при этом

 ≤ nmax − m и k ≤ nmax − m − 
. Это позволяет
учесть все члены, содержащие члены до R−(nmax+1)

включительно.
Сила взаимодействия определяется выражением

[6, 7]

F1z = ε

∞∑
n=1

n

(2n− 1) (2n+ 1)
×

× [Ξn−1 − (n− 1)Ψn−1] [Ξn + (n+ 1)Ψn] , (6)

где

Ξn = An

nKn+1/2 (ã1)− ã1Kn+3/2 (ã1)

ã
1/2
1

+

+

∞∑
m=0

Bmã1
∂bnm

(
ã1, R̃

)
∂ã1

,

Ψn = An

Kn+1/2 (ã1)

ã
1/2
1

+

∞∑
m=0

bnm

(
ã1, R̃

)
Bm.

(7)

В работе [6] показано, что при R̃ � 1 сила, дей-
ствующая на i-ю (i = 1, 2) макрочастицу, хорошо
описывается выражением (j = 3− i)

Fa,ij = −
q1q2

(
1 + R̃

)
εR2

exp
(
−R̃+ ã1 + ã2

)
×

× 1

1 + ãj

1

1 + ãi +
ε

εi + 2ε
ã2i

. (8)

Интегрируя выражение (8) по межчастичному рас-
стоянию, находим потенциал взаимодействия:

Uij,a =
q1q2
εR

exp
(
−R̃+ ã1 + ã2

)
×

× 1

1 + ãj

1

1 + ãi +
ε

εi + 2ε
ã2i

. (9)

Это выражение при εi → ∞ переходит в так назы-
ваемый DLVO-потенциал [18, 19].

2.2. Постоянные потенциалы поверхностей
макрочастиц

В равновесной плазме и электролитах имеет ме-
сто термодинамическое равновесие, поэтому будут
постоянными, независящими от расстояния между
макрочастицами (и равными плавающему потенци-
алу плазмы) потенциалы их поверхностей:

(φ1 + φ2)|ri=ai
= φi,s, i = 1, 2, (10)

где φ1s, φ2s — потенциалы поверхностей макроча-
стиц (в равновесной плазме или электролитах φ1s =
= φ2s). В случае постоянных потенциалов поверхно-
сти система для определения коэффициентов An и
Bn упрощается и принимает вид

An

Kn+1/2 (ã1)√
ã1

+

∞∑
m=0

Bmbnm

(
ã1, R̃

)
= φ1sδn,0,

Bn

Kn+1/2 (ã2)√
ã2

+

∞∑
m=0

Ambnm

(
ã2, R̃

)
= φ2sδn,0.

(11)

Потенциалы поверхностей макрочастиц связаны с
зарядами макрочастиц q10 и q20 при R = ∞ соот-
ношениями

φ1s =
q10

εa1 (1 + ã1)
, φ2s =

q20
εa2 (1 + ã2)

. (12)
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Рис. 1. Сила взаимодействия макрочастиц как функция L = R−a1−a2 в случае постоянных зарядов при kD = 100 см−1,
ε1 = ε2 = 25, ε = 1. а) a1 = a2 = 10 мкм, q1 = q2 = 103e; б) a1 = 1 мкм, q1 = 102e, a2 = 10 мкм, q2 = 103e. Кривые 1 —
расчет с учетом экранирования при nmax = 50, 2 — расчет без учета экранирования в однородном диэлектрике согласно

работе [20], 3 — расчет по формуле (8)

Соотношения (12) можно легко получить, рассмат-
ривая потенциал уединенной пылевой частицы ко-
нечного размера. В случае, если заданы заряды мак-
рочастиц (этот случай описывает взаимодействие
проводящих макрочастиц при постоянных зарядах),
уравнения для n = 0 в системе (11) заменяются на
следующие:

A0ã
1/2
1 K3/2 (ã1)−

∞∑
m=0

Bmã1
∂b0m

(
ã1, R̃

)
∂ã1

=

=
q1
εa1

,

−
∞∑

m=0

Amã2
∂b0m

(
ã2, R̃

)
∂ã2

+B0ã
1/2
2 K3/2 (ã2) =

=
q2
εa2

.

(13)

Тогда уравнения для n = 0 определяют связь потен-
циала с зарядом при рассматриваемом межчастич-
ном расстоянии. А если заданы потенциалы поверх-
ностей макрочастиц, то уравнения (13) позволяют
найти заряды макрочастиц при заданном R.

В случае постоянных потенциалов величины Ψn

для n ≥ 1 обращаются в нуль, поэтому сила взаимо-
действия определяется выражением

F1z = ε
∞∑
n=1

n

(2n− 1) (2n+ 1)
Ξn−1Ξn. (14)

В работе [6] было показано, что на больших рас-
стояниях kDR � 1 сила описывается выражением

Fφ = −a2a1εφ1sφ2s 1+R̃
R2

exp
{
−
(
R̃−ã1−ã2

)}
. (15)

Используя (12), выражение (15) можно преобразо-
вать к виду

Fφ = − q10q20
(1 + ã1) (1 + ã2)

1 + R̃

εR2
×

× exp
{
−
(
R̃− ã1 − ã2

)}
. (16)

Из (12) видно, что сила и в случае постоянных по-
тенциалов при больших межчастичных расстояниях
определяется выражением, следующим из DLVO-по-
тенциала, но с зарядами при R = ∞.

3. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ В РЕЖИМЕ
СЛАБОГО И УМЕРЕННОГО

ЭКРАНИРОВАНИЯ ПРИ kDa1,2 � 1

На рис. 1 представлены зависимости силы взаи-
модействия от наименьшего расстояния между по-
верхностями макрочастиц L = R − a1 − a2 в случае
постоянных зарядов для одинаковых макрочастиц
и для макрочастиц разных радиусов с зарядами,
пропорциональными радиусам макрочастиц. Расче-
ты проведены при типичной для пылевой плазмы
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постоянной экранирования kD = 100 см−1 с числом
членов разложения nmax = 50. На малых межча-
стичных расстояниях L < 10−6 см для достижения
разумной точности требуется учет большего количе-
ства членов разложения, но при nmax > 70–80 точ-
ность решения системы уравнений (2) сильно умень-
шается. Поэтому становится актуальной задача на-
хождения методов определения силы на малых рас-
стояниях. На рис. 1 также приведены зависимости
силы, рассчитанные из выражения (8) и согласно
[20] для макрочастиц в однородном диэлектрике с
использованием бисферических координат. Видно,
что на малых расстояниях наблюдается хорошее со-
гласие расчетов с учетом и без учета экранирова-
ния, а на больших расстояниях выражение (8) очень
хорошо описывает силу взаимодействия с учетом
экранирования. На основе данного обстоятельства
в работе [6] для случая постоянных зарядов было
предложено для определения силы взаимодействия
в плазме выражение (i = 1, 2; j = 3− i)

Fq,ij = Fq,udfij , (17)

которое с высокой точностью описывало силу взаи-
модействия в плазме в слабом и умеренном режи-
мах экранирования при kDa1 	 1, kDa2 	 1.
Здесь Fq,ud — сила взаимодействия макрочастиц в
однородном диэлектрике при постоянных зарядах,
fij — плазменная поправка, определенная согласно
(8) выражением

fij =

(
1 + R̃

)
exp

{
−
(
R̃− ã1 − ã2

)}
(1 + ãj)

(
1 + ãi +

ε

εi + 2ε
ã2i

) . (18)

В работе [6] показано, что в случае постоянных
потенциалов поверхности макрочастиц сила и на ма-
лых межчастичных расстояниях оказывается силь-
но отличной от силы в однородном диэлектрике.
Это связано с тем, что в случае постоянных по-
тенциалов поверхности по мере сближения заряды
макрочастиц уменьшаются, причем степень умень-
шения зависит от постоянной экранирования, что
хорошо видно на рис. 2. На рисунке также видно,
что уменьшение заряда становится заметным уже
на расстояниях L порядка радиуса экранирования.
Представленные на рис. 3 зависимости приведен-
ной силы взаимодействия при постоянных зарядах
и при постоянных потенциалах подтверждают, что
различие сил в этих двух случаях также начинает-
ся на расстояниях kDL ∼ 1, причем при одинаковых
размерах макрочастиц сила при постоянных потен-
циалах поверхности оказывается меньше силы при
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Рис. 2. Приведенные заряды макрочастиц как функции L

в случае постоянных потенциалов при ε = 1, a1 = 5 мкм,
a2 = 10 мкм, φ1s = φ2s; kD = 10 (1), 200 (2), 500 (3) см−1;
верхние кривые — заряд макрочастицы радиусом 10 мкм,

нижние — 5 мкм

постоянных зарядах на всех расстояниях между их
центрами. При разных размерах на больших рассто-
яниях наблюдается такая же картина, но по мере
уменьшения расстояния в области перехода от от-
талкивания к притяжению сила при постоянных за-
рядах становится меньше. Также отметим, что при
постоянных потенциалах для макрочастиц разного
радиуса исчезает эффект перехода от отталкивания
к притяжению. Это отмечалось и в работах [21, 22],
в которых изучалось взаимодействие макрочастиц в
вакууме. Это находится в полном соответствии и с
выводами работы [20] о том, что в случае равных
потенциалов поверхности макрочастиц между ними
имеет место отталкивание на всех расстояниях.

Хорошее совпадение сил, рассчитанных при по-
стоянных зарядах с учетом и без учета экрани-
рования, подсказывает нам путь решения задачи
о построении более простого метода расчета силы
в случае постоянных потенциалов макрочастиц. В
этом случае нам нужно определить реальные заря-
ды макрочастиц по заданному потенциалу поверх-
ности и далее следовать методу, предложенному в
работе [6] для постоянных зарядов, т. е. посчитать
силу с этими зарядами без учета экранирования, на-
пример, используя решение в бисферических коор-
динатах, как в работе [20], затем учесть эффекты
экранирования по формуле (18). Для нахождения
реальных зарядов попробуем найти приближенный
метод определения емкостных коэффициентов.
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Рис. 3. Приведенная сила взаимодействия макрочастиц как функция L в случае постоянных зарядов (кривые 1–3) и
постоянных потенциалов (кривые 4–6) при ε1 = ε2 = 4, ε = 1, а) a1 = a2 = 10 мкм, q1 = q2 = 103e; б) a1 = 1 мкм,

q1 = 102e, a2 = 10 мкм, q2 = 103e; kD = 10 (1,4), 100 (2,5), 103 (3,6) см−1

4. ТЕОРИЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
МАКРОЧАСТИЦ В СЛУЧАЕ ПОСТОЯННЫХ
ПОТЕНЦИАЛОВ МАКРОЧАСТИЦ ПРИ

kDa1,2 � 1

4.1. Емкостные и потенциальные
коэффициенты

Интегрированием плотности поверхностного за-
ряда можно показать, что заряды макрочастиц как
в случае постоянных зарядов, так и в случае посто-
янных потенциалов макрочастиц определяются вы-
ражением (13). В случае независящих от угловых
координат потенциалов можно ввести емкостные и
потенциальные коэффициенты, которые определя-
ются соотношениями [23,24]

φ1s = S11q1 + S12q2, φ2s = S12q1 + S22q2,

q1 = C11φ1s + C12φ2s, q2 = C12φ1s + C22φ2s.
(19)

Для определения потенциалов поверхности мак-
рочастиц из (11) при n = 0 находим

A0

K1/2 (ã1)√
ã1

+
∞∑

m=0

Bmb0m

(
ã1, R̃

)
= φ1s,

B0

K1/2 (ã2)√
ã2

+

∞∑
m=0

Amb0m

(
ã2, R̃

)
= φ2s.

(20)

Из выражений (13), (19), (20) ясно видна процеду-
ра определения емкостных коэффициентов с учетом
экранирования. Сначала решаем систему (11) при

φ2s = 0 и из (13) находим заряды макрочастиц, ко-
торые позволяют из (19) определить C11 и C12:

C11 =
q1
φ1s

, C12 =
q2
φ1s

. (21)

Затем, положив φ1s = 0, аналогично предыдущему
случаю определяем C21 и C22:

C21 =
q1
φ2s

, C22 =
q2
φ2s

. (22)

При больших межчастичных расстояниях R �
� max (a1, a2) для емкостных коэффициентов с уче-
том монопольного и дипольного членов можно по-
лучить выражения

Ca,11 = εa1
1 + ã1
Da

, Ca,22 = εa2
1 + ã2
Da

,

Ca,12 = Ca,21 = ε
a1a2
R

exp
(
−R̃+ ã1 + ã2

)
Da

,

(23)

где

Da = 1−
exp

(
−2R̃+ ã1 + ã2

)
R̃2

sh (ã1) sh (ã2) .

При kD = 0 из (23) следует (см. [24], формула
(2.46)), что

Cb,11 = ε
a1
Db

, Cb,22 = ε
a2
Db

,

Cb,12 = Cb,21 = −εa1a2
R

1

Db
,

(24)

где Db = 1− a1a2/R
2.
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Рис. 4. Зависимости от L емкостных коэффициентов макрочастиц равных радиусов a1 = a2 = 10 мкм (a) и разных
радиусов a1 = 1 мкм, a2 = 10 мкм (б). Сплошные кривые — расчет согласно [21] с точностью 12 значащих цифр,
штриховые — расчет по асимптотическим формулам (25), символы — расчет с использованием решения в сферической

системе координат с числом членов nmax = 500. Кривые 1 и символы � — C11, 2 и � — |C12|, 3 и � — C22

Учет эффектов экранирования при вычислении
емкостных коэффициентов в настоящей работе про-
водился следующим образом. Сначала вычислялись
емкостные коэффициенты макрочастиц, помещен-
ных в однородный диэлектрик или вакуум по выра-
жениям из работы [21], полученным с использова-
нием бисферической системы координат. На рис. 4
представлены зависимости емкостных коэффициен-
тов, вычисленные с точностью до 12 знаков для мак-
рочастиц равных и разных радиусов. Там же пред-
ставлены данные, полученные по асимптотическим
формулам из [25, 26]:

C11 =
a1a2
a1 + a2

[
1

2
ln

(
2a1a2
a1 + a2

1

L

)
−

− ψ

(
a2

a1 + a2

)
+O

(
L2

)]
,

C12 = C21 = − a1a2
a1 + a2

×

×
[
1

2
ln

(
2a1a2
a1 + a2

1

L

)
+ γ +O

(
L2

)]
,

C22 =
a1a2
a1 + a2

[
1

2
ln

(
2a1a2
a1 + a2

1

L

)
−

− ψ

(
a1

a1 + a2

)
+O

(
L2

)]
,

(25)

где γ = 0.5772 . . . — константа Эйлера, ψ (z) — лога-
рифмическая производная гамма-функции [27].

На рис. 4 также приведены емкостные коэффи-
циенты, рассчитанные на основе решения задачи о

взаимодействии двух макрочастиц в однородном ди-
электрике с использованием сферической системы
координат (см., например, [6]; n ≥ 1):

Ãn +
(a1
R

)2n+1 ∞∑
m=0

(n+m)!

n!m!
B̃m = 0,

B̃n +
(a2
R

)2n+1 ∞∑
m=0

(n+m)!

n!m!
Ãm = 0,

(26)

где εÃ0 = q1, εB̃0 = q2. При этом потенциалы по-
верхностей φ1s и φ2s определяются соотношениями

φ1s =
q1
εa1

+
q2
εR

+

∞∑
n=1

B̃n

R
,

φ2s =
q2
εa2

+
q1
εR

+
∞∑

n=1

Ãn

R
.

(27)

Система уравнений (26) решалась при q2 = 0, за-
тем по формулам (27) находились потенциалы по-
верхностей и по ним из (19) потенциальные коэф-
фициенты: S11 = φ1s/q1, S12 = φ2s/q1. Затем сис-
тема уравнений (26) решалась при q1 = 0 и ана-
логично находились потенциальные коэффициенты:
S21 = φ1s/q2, S22 = φ2s/q2. Зная потенциальные ко-
эффициенты, легко найти емкостные:

C11 =
S22

S11S22−S2
12

, C12 = C21 = − S12

S11S22−S2
12

,

C22 =
S11

S11S22 − S2
12

.
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Рис. 5. Емкостные коэффициенты при kD = 10 и 100 см−1 в случае равных радиусов a1 = a2 = 10 мкм (а) и разных
радиусов a1 = 1 мкм, a2 = 10 мкм (б). Сплошные кривые — суммы C1 = C11 + C12 и C2 = C21 + C22, полученные с
учетом экранирования из (21) и (22) с nmax = 50, символы — величины, полученные с использованием бисферической
системы координат и умноженные на плазменные факторы (28). 1,2 — C1; 3,4 — C2; kD = 10 (1,3), 100 (2,4) см−1

Представленные на рис. 4 данные получены с уче-
том 500 членов разложения. При учете большего
числа членов точность решения с использованием
чисел с двойной точностью сильно уменьшалась.
Видно, что ошибка при использовании решения в
сферической системе координат становится замет-
ной при L = 10−3–10−4 мкм.

Как видно из (19), при равных потенциалах по-
верхности макрочастиц заряд макрочастиц опреде-
ляется суммой собственного и взаимного емкостных
коэффициентов. Поэтому в настоящей работе ис-
пользовались следующие корректирующие факто-
ры:

c1,pl =
Ca,11 + Ca,12

Cb,11 + Cb,12
, c2,pl =

Ca,22 + Ca,21

Cb,22 + Cb,21
. (28)

На рис. 5 приведены суммы C1 = C11 + C12 и C2 =

= C21+C22, полученные с учетом экранирования из
(21) и (22) с nmax = 50, а также аналогичные вели-
чины, полученные с использованием бисферической
системы координат и умноженные на плазменные
факторы (28). Видно прекрасное согласие получен-
ных величин. С ростом постоянной экранирования
согласие ухудшалось, но и при kD = 103 см−1 отли-
чие не превышало 5%.

4.2. Методика расчета силы в случае
постоянных потенциалов макрочастиц при

kDa1,2 � 1

Схема приближенного расчета силы в случае
постоянных потенциалов макрочастиц в режимах
слабого и умеренного экранирования kDa1 � 1 и
kDa2 � 1 выглядит следующим образом.

1. С использованием формул из работы [21]
вычисляются емкостные коэффициенты C11,bisph,
C12,bisph, C21,bisph и C22,bisph.

2. Определяются емкости с учетом корректиру-
ющих факторов (28):

C1 = c1,pl (C11,bisph + C12,bisph) ,

C2 = c2,pl (C21,bisph + C22,bisph) .

3. По заданным потенциалам поверхности вычис-
ляются текущие заряды макрочастиц:

q1 = C1φs, q2 = C2φs.

4. С новыми зарядами вычисляется сила взаи-
модействия, например, с использованием бисфери-
ческой системы координат [21].

5. Полученное значение силы умножается на
плазменный фактор (18).

Сравнение полученных по данной схеме значе-
ний силы с результатами расчетов с учетом экрани-
рования представлено на рис. 6. Видно, что пред-
ложенная схема позволяет рассчитать силу с доста-
точно высокой точностью даже при kDa1 = 1 и/или
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Рис. 6. Приведенная сила взаимодействия макрочастиц при kD = 10 (1), 102 (2), 103 (3) см−1: а) a1 = a2 = 10 мкм,
q1 = q2 = 103e; б) a1 = 1 мкм, q1 = 102e, a2 = 10 мкм, q2 = 103e. Сплошные кривые — расчет с учетом экранирования

при nmax = 50, символы — расчет по предложенной в настоящей работе схеме

kDa2 = 1. Отметим, что с увеличением постоян-
ной экранирования ошибка растет, поэтому в режи-
ме сильного экранирования необходимо разработать
иной подход для расчета силы взаимодействия.

5. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ДВУХ
СФЕРИЧЕСКИХ МАКРОЧАСТИЦ В

УСЛОВИЯХ СИЛЬНОГО ЭКРАНИРОВАНИЯ
kDa1,2 � 1

Под сильным экранированием мы подразумева-
ем случай ã1 � 1 и/или ã2 � 1. В этом случае на
расстояниях R̃ � 1 можно пренебречь членами, со-
держащими квадратичные и более высокие степе-
ни величины exp(−R̃). Тогда для решения задачи
нужны только коэффициенты bn,m=0 и bn=0,m. Для
m = 0 индексы имеют простой вид:

bn0

(
r̃, R̃

)
= Φn+1/2

(
r̃, R̃

)
, n = 0, 1, . . . ,∞. (29)

Для n = 0 после суммирования находим (в этом слу-
чае γk = γ�, m ≥ k, 
 ≥ k, для остальных значений
индексов коэффициенты hkm�,0 равны нулю)

hkm�,0 =
(2m+ 
+ k − 1)!!

(
+ k + 1)!! (2m− 1)!!
×

×

[
m+

1

2
(
− k)− 1

]
![

1

2
(
− k)

]
!

. (30)

В режиме сильного экранирования случай посто-
янных зарядов вряд ли реализуется, но для полноты
картины рассмотрим и этот случай.

5.1. Постоянные заряды в режиме сильного
экранирования

Из системы (2), полагая все bnm равными нулю
для n ≥ 1 и m ≥ 1, для коэффициентов с индексом
n ≥ 1 находим

An = −
βn0

(
ã1, R̃, ε1

)
αn (ã1, ε1)

B0,

Bn = −
βn0

(
ã2, R̃, ε2

)
αn (ã2, ε2)

A0.

(31)

Используя явные выражения для βn0 и αn, выраже-
ние (31) можно преобразовать к виду (см. [20])

An =

√
2

π

Kn+1/2

(
R̃
)

R̃1/2
ψn (ã1, ε, ε1)B0,

Bn =

√
2

π

Kn+1/2

(
R̃
)

R̃1/2
ψn (ã2, ε, ε2)A0,

(32)

где (ср. с выражением (20) в [28])

ψn (ãi, ε, εi) =
π

2

εãiIn+3/2 (ãi)−n (εi−ε) In+1/2 (ãi)

εãiKn+3/2 (ãi)+n (εi−ε)Kn+1/2 (ãi)
.
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Рис. 7. Приведенная сила взаимодействия (Fa из (8)) в
режиме сильного экранирования в случае постоянных за-
рядов при ε1 = ε2 = 4, ε = 1, a1 = a2 = 10 мкм, q1 = q2 =

= 103e. Сплошные кривые — расчет на основе решения
системы (2) с nmax = 50, символы — расчет на основе
решения системы (33), штриховая кривая — расчет с ис-
пользованием бисферических координат с поправкой (18)

Теперь, используя (31), из (2) для n = 0 находим⎡
⎣1− ∞∑

m=1

β0m

(
ã1, R̃, ε1

)
βm0

(
ã2, R̃, ε2

)
α0 (ã1, ε1)αm (ã2, ε2)

⎤
⎦A0 +

+
β00

(
ã1, R̃, ε1

)
α0 (ã1, ε1)

B0 =
kDq1
ã21

1

α0 (ã1, ε1)
,

⎡
⎣1− ∞∑

m=1

β0m

(
ã2, R̃, ε2

)
βm0

(
ã1, R̃, ε1

)
αm (ã1, ε1)α0 (ã2, ε2)

⎤
⎦B0 +

+
β00

(
ã2, R̃, ε2

)
α0 (ã2, ε2)

A0 =
kDq2
ã22

1

α0 (ã2, ε2)
.

(33)

На рис. 7 приведены зависимости силы взаимо-
действия в режиме сильного экранирования в слу-
чае постоянных зарядов макрочастиц, рассчитан-
ные на основе решения системы (2) и упрощенной
системы (33). Видно, что для макрочастиц равных
размеров наблюдается достаточно хорошее согла-
сие, а в случае макрочастиц разных радиусов со-
гласие имело место только на расстояниях kDR ≥ 1.
Это связано с тем, что в случае постоянных зарядов
для макрочастиц разных размеров на малых рас-
стояниях отталкивание переходит в притяжение и
необходимо достаточно точное рассмотрение зада-
чи для передачи данного эффекта. На рис. 7 также
показаны результаты расчетов с использованием би-

сферических координат с последующей коррекцией
на плазменные эффекты (18) (эта кривая оказыва-
ется одной и той же для всех постоянных экраниро-
вания после деления силы на Fa). Отметим, что за-
висимости приведенной силы, найденные на основе
решения системы (18), при kD ≤ 103 см−1 практи-
чески сливались. Поэтому мы можем повторить вы-
вод работы [6], что при kD ≤ 103 см−1 расчет силы с
использованием бисферических координат с после-
дующим учетом плазменных эффектов путем умно-
жения на (18) достаточно хорошо описывает силу
взаимодействия заряженных макрочастиц в плазме
в случае постоянных зарядов.

5.2. Постоянные потенциалы поверхности в
режиме сильного экранирования

Для случая постоянных потенциалов поверхно-
сти из (11) получаем

An = −
bn0

(
ã1, R̃, ε1

)√
ã1

Kn+1/2 (ã1)
B0,

Bn = −
bn0

(
ã2, R̃, ε2

)√
ã2

Kn+1/2 (ã2)
A0.

(34)

Используя (34), из (11) для n = 0 находим

α11A0 + α12B0 = φ1s

√
ã1

K1/2 (ã1)
,

α21A0 + α22B0 = φ2s

√
ãi

K1/2 (ã2)
,

(35)

где

α11 = 1−
∞∑

m=1

√
ã1ã2

K1/2 (ã1)Km+1/2 (ã2)
×

× bm0

(
ã2, R̃, ε2

)
b0m

(
ã1, R̃

)
,

α22 = 1−
∞∑

m=1

√
ã1ã2

K1/2 (ã2)Km+1/2 (ã1)
×

× bm0

(
ã1, R̃, ε1

)
b0m

(
ã2, R̃

)
,

α12 =
b00

(
ã1, R̃

)√
ã1

K1/2 (ã1)
, α21 =

b00

(
ã2, R̃

)√
ã2

K1/2 (ã2)
.

На рис. 8 приведены зависимости силы взаимо-
действия в режиме сильного экранирования в слу-
чае постоянных потенциалов поверхности макрочас-
тиц, рассчитанные на основе решения системы (11)
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Рис. 8. Сила взаимодействия в режиме сильного экранирования в случае постоянных потенциалов поверхности макроча-
стиц равных a1 = a2 = 10 мкм (а) и разных (б) радиусов a1 = 1 мкм, a2 = 10 мкм при kD = 105 (1), 104 (2), 103 (3) см−1.
Сплошные кривые — расчет на основе решения системы (11) при nmax = 75, тонкие линии с символами — расчет на
основе решения системы (34), штрихпунктирные кривые — расчет по формуле (38), штриховые кривые — расчет по

формуле (40)

и упрощенной системы (34). Видно, что для мак-
рочастиц равного размера наблюдается достаточно
хорошее согласие, улучшающееся с ростом постоян-
ной экранирования, а в случае макрочастиц разных
радиусов согласие хуже, но с ростом kD согласие
становится лучше.

Потенциал взаимодействия для случая, когда ра-
диусы частиц много больше радиуса экранирования
в плазме или электролите, при постоянных и рав-
ных потенциалах сферических частиц одного разме-
ра был получен впервые в работе [13]. Затем в рабо-
те [14] тем же методом, что и в работе [13], потенци-
ал взаимодействия был получен для частиц разных
размеров и различающихся потенциалов поверхно-
сти. В работе [15] этот метод был распространен на
случай постоянных плотностей зарядов (именно по-
стоянных плотностей, а не только самих зарядов).
Результаты этих работ можно представить выраже-
нием

Vφ(σ) = ± εa1a2
4 (a1+a2)

[
(φ1s ± φ2s)

2
ln
(
1+e−kDL

)
+

+ (φ1s ∓ φ2s)
2
ln
(
1− e−kDL

)]
, (36)

где индекс φ и верхний знак относятся к случаю по-
стоянных потенциалов, а σ и нижний знак — к слу-
чаю постоянных плотностей поверхностного заряда.
Это выражение применимо при выполнении условий
kDa1 � 1, kDa2 � 1 [13]. Для силы взаимодействия
отсюда получаем

Fφ(σ) =
εa1a2kD
a1 + a2

e−kDL

1− e−2kDL
×

×
[
φ1sφ2s ∓ 1

2

(
φ21s + φ22s

)
e−kDL

]
. (37)

Для случая равных потенциалов поверхности из
(37) находим

Fφ(σ) =
εa1a2kD
(a1 + a2)

φ2s
e−kDL

1± e−kDL
. (38)

Отметим, что если потенциал поверхности макро-
частиц является постоянным, что предполагалось
при выводе (36), то плотность поверхностного заря-
да макрочастиц будет постоянной только при беско-
нечном удалении макрочастиц друг от друга. Поэто-
му выражения (36)–(38) в случае постоянных плот-
ностей зарядов имеют мало физического смысла и
ими нельзя пользоваться в качестве потенциала и
для определения силы взаимодействия диэлектри-
ческих и металлических макрочастиц.

На рис. 8 приведены зависимости силы взаимо-
действия в режиме сильного экранирования в слу-
чае постоянных потенциалов поверхности макрочас-
тиц, рассчитанные из формулы (38). Видно, что на
малых расстояниях наблюдается хорошее согласие
с данными на основе решения системы (11) и со-
гласие с ростом постоянной экранирования растет.
Но на расстояниях kDL � 1 формула (38) начинает
приводить к большим ошибкам.
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При kDL � 1 формула (38) имеет асимптоту,
пропорциональную exp(−kDL), которая отличается
от DLVO-выражения. Поэтому для получения пра-
вильной асимптоты на больших расстояниях выра-
жения (36) и (38) можно немного изменить без вне-
сения больших ошибок при kDa1,2 � 1 (штриховые
и штрихпунктирные кривые на рис. 8 при kD =

= 105 см−1 на малых расстояниях практически сли-
ваются):

Vφ,c =
εa1a2
R

φ2s ln
(
1 + e−kDL

)
(39)

и для силы

Fφ,c =
εa1a2φ

2
s

R2

[
ln
(
1 + e−kDL

)
+

kDR

1 + ekDL

]
. (40)

На рис. 8 приведены зависимости, рассчитанные из
(40). Видно, что при выполнении условия kDa1,2 � 1

имеет место хорошее согласие на всех расстояниях
с данными, полученными на основе решения систе-
мы (11). Поэтому мы можем сделать вывод, что вы-
ражения (39) и (40) можно использовать для опи-
сания взаимодействия двух макрочастиц в равно-
весной плазме или электролите в режиме сильно-
го экранирования в случае постоянных потенциалов
поверхности.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе показано, что сила взаимо-
действия диэлектрических макрочастиц в случае их
постоянных зарядов и в случае постоянных потенци-
алов поверхности сильно различаются. Предложена
методика расчета силы с учетом эффектов экра-
нирования в режиме слабого и умеренного экрани-
рования. Получены формулы для расчета силы в
режиме сильного экранирования, которые с хоро-
шей точностью описывают взаимодействие макро-
частиц в случае постоянных потенциалов поверх-
ности. Полученные результаты будут использованы
для определения константы скорости коагуляции
макрочастиц в равновесной плазме или электроли-
тах.

Работа выполнена при поддержке Российского
научного фонда (проект №16-12-10424).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Коэффициенты bnm

Коэффициенты bnm определены выражением [6]

bnm

(
r̃i, R̃

)
= (2m− 1)!!

∞∑
�=0

m∑
k=0

hkm�,n (−1)
k ×

× m!

k! (m− k)!

Φm+�+1/2

(
r̃i, R̃

)
R̃k r̃m−k

2

. (41)

Здесь

Φν

(
r̃, R̃

)
= ν

√
2π

r̃R̃

⎧⎨
⎩
Iν (r̃)Kν

(
R̃
)
, R > r,

Kν (r̃)Iν

(
R̃
)
, R < r,

(42)

Iν — модифицированные функции Бесселя перво-
го рода или функции Инфельда. Коэффициенты
hkm�,n в (41) определены соотношением

hkm�,n =
k∑

i=0

qk,i

�∑
j=0

gm�,jpn,i+j ,

n = 0, 1, . . . , i+ j,

(43)

где [6] (γk = mod (k, 2), γ� = mod (
, 2))

qk,i =
1

2k
(−1)(k−i)/2 (k + i)!

i!

(
k − i

2

)
!

(
k + i

2

)
!

,

i = γk, γk + 2, . . . , k;

(44)

gm�,j =

(
−1

2

)(�−j)/2
(2m+ 
+ j − 1)!!

j!

(

− j

2

)
! (2m− 1)!!

,

j = γ�, γ� + 2, . . . , 
;

(45)

pn,k =
(2n+ 1) k!

(k − n)!! (k + n+ 1)!!
,

n = γk, γk + 2, . . . , k.

(46)
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