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Представлен общий аналитический вывод скоростного коэффициента диэлектронной рекомбинации мно-
гоэлектронных ионов в плазме на основе статистической теории атома в терминах пространственного
распределения атомной электронной плотности. Проведены численные расчеты скоростей диэлектрон-
ной рекомбинации для сложных многоэлектронных ионов вольфрама в широком интервале изменения
температуры плазмы, представляющие интерес для современных исследований по термоядерному синте-
зу. Результаты статистической теории сопоставлены с данными поуровневых кодов ADPAK, FAC, HULLAC
и эксперимента. Рассмотрены различные статистические модели ДР на основе распределения Томаса –
Ферми: интегральная и дифференциальная по орбитальным моментам ионного остова и захваченного
электрона, а также модель Роста, являющаяся аналогом принципа Франка–Кондона в применении к
атомным структурам. Статистический подход в силу своей универсальности и относительной простоты
можно применять для экспрессной оценки скоростных коэффициентов диэлектронной рекомбинации при
проведении комплексных расчетов параметров плазмы термоядерных установок. Использование стати-
стических методов обеспечивает также получение данных для скоростей диэлектронной рекомбинации
со значительно меньшими затратами вычислительных ресурсов по сравнению с существующими поуров-
невыми кодами.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Процесс диэлектронной рекомбинации (ДР) иг-
рает важную роль в установлении ионизационно-
го равновесия в астрофизической и лабораторной
плазме [1–34]. В последнее время особенно актив-
но проводится изучение процесса ДР сложных мно-
гоэлектронных ионов, который представляет инте-
рес как в связи с использованием таких элементов
как вольфрам в конструкционных элементах уста-
новок для исследования термоядерного синтеза с
магнитным удержанием [13, 18, 21, 24–33], так и для
исследований по астрофизике [25, 34]. Как известно
[1–34], скорость диэлектронной рекомбинации выра-
жается через сумму по разным реализациям коэф-
фициентов ветвления, обусловленных конкуренци-
ей процессов радиационного распада и автоиониза-
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ции дважды возбужденных состояний атомов или
ионов. Такие поуровневые вычисления для много-
электронных атомов или ионов достаточно сложны
и трудоемки [1–15, 17–21, 23–34]. В то же время в
применении к плазме термоядерных установок необ-
ходимы сложные вычисления транспорта и удержа-
ния частиц, которые сопровождаются параллельны-
ми расчетами ионизационного равновесия, кинетики
заселения атомных уровней и переноса излучения,
равновесия и баланса энергии [21, 24]. В этой связи
естественно существует настоятельная потребность
упрощения и ускорения вычислений ионизационно-
го равновесия плазмы и кинетики заселения атом-
ных уровней. Одним из путей такого упрощения
является применение статистических методов [35],
позволяющих как существенно облегчить процеду-
ру получения нужных скоростных коэффициентов,
так и выявить универсальные скейлинги этих про-
цессов. В недавно опубликованных работах авторам
удалось решить поставленную задачу в применении
к процессам ионизации, возбуждения и радиацион-
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ного распада в рамках сформулированных статисти-
ческих методов [36–40] для описания радиационных
потерь плазмы термоядерных установок в широком
диапазоне изменения температур и концентраций.
Для замыкания системы уравнений ионизационно-
го равновесия и атомной кинетики в статистическом
подходе теперь необходимо развитие статистических
методов расчета ДР, чему и посвящена настоящая
работа.

2. СТРУКТУРНАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ
СКОРОСТНОГО КОЭФФИЦИЕНТА

ДИЭЛЕКТРОННОЙ РЕКОМБИНАЦИИ

Диэлектронная рекомбинация — это двухстадий-
ный процесс, в котором сначала при захвате элект-
рона ионом с зарядом Zi возникает дважды возбуж-
денное состояние иона меньшей кратности Zi − 1

[7, 9]. Энергия этого состояния лежит выше поро-
га однократной ионизации иона Zi − 1 [7, 9]. Это
дважды возбужденное состояние иона Zi − 1 пред-
ставляет собой возбужденное состояние i ионного
остова Zi и возбужденное состояние захваченного
электрона, внешнего по отношению к остову с глав-
ным квантовым числом n и орбитальным моментом
l [1–9]. На второй стадии процесса происходит ра-
диационный распад дважды возбужденного состоя-
ния i, nl, при котором ионный остов Zi переходит
в невозбужденное состояние f , а внешний электрон
остается в состоянии nl [7, 9]. Эта стадия процесса
называется радиационной стабилизацией и заверша-
ет процесс диэлектронной рекомбинации [7, 9]. Два-
жды возбужденное состояние может также безыз-
лучательно распасться в результате автоионизации,
при которой ионный остов Zi переходит из началь-
ного возбужденного состояния i в невозбужденное
состояние f , передавая избыток энергии внешнему
электрону в состоянии nl, который переходит в со-
стояние в непрерывном спектре, приводя тем самым
к ионизации иона Zi − 1 и образованию первона-
чального иона Zi [1–9]. Если конечное состояние f

ионного остова Zi совпадает с начальным состояни-
ем α ионного остова перед электронным захватом,
то принято говорить об упругом рассеянии, если же
конечное состояние отличается от α, то это различ-
ные неупругие каналы, для открытия которых необ-
ходимо удовлетворить определенным соотношениям
между энергией налетающего электрона, энергией
связи внешнего возбужденного захваченного элект-
рона и разностью энергий конечного и начального
состояний ионного остова [1–14].

Основываясь на самых общих представлениях
об определении процесса диэлектронной рекомбина-
ции, приведенных выше, можно выразить его ско-
ростной коэффициент в виде суммы коэффициен-
тов ветвления, связанных с конкурирующими кана-
лами радиационного и автоионизационного распа-
дов дважды возбужденных состояний атомов или
ионов [7]. Традиционно дважды возбужденное со-
стояние маркируется одновременно возбужденным
состоянием i атомного остова и квантовыми числа-
ми nl как i, nl. Обозначая квантовомеханическую
вероятность радиационного распада дважды воз-
бужденного состояния иона как WR(i, nl; f, nl), а
скорость автоионизационного (безызлучательного)
распада дважды возбужденного атомного энергети-
ческого уровня как Wa(i, nl; f) и используя принцип
детального равновесия и уравнение Саха, искомое
структурное выражение для скорости диэлектрон-
ной рекомбинации можно представить в виде [7]

QDR(T ) =
a30
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(
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T

)3/2

×

×
∑
inl,f

ginl
gf
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(
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)
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∑
f ′′
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(1)

где a0 — радиус Бора, 2Ry — атомная единица энер-
гии, Zi — заряд иона, ginl, gf — статистические веса
дважды возбужденного состояния i, nl иона с заря-
дом Zi − 1 и ионного остова с зарядом Zi, Einl,f —
разность энергий дважды возбужденного состояния
i, nl иона с зарядом Zi − 1 и состояния f ионного
остова с зарядом Zi, T — температура электронов
плазмы.

Во многих классических работах [1–9], посвя-
щенных ДР, для упрощения расчетов использует-
ся также водородоподобное приближение для опи-
сания энергии внешнего возбужденного электрона.
Тогда считается [3, 6–9], что основной вклад в ско-
рость ДР дают дважды возбужденные состояния,
в которых внешний электрон достаточно слабо свя-
зан с возбужденным атомным остовом, и вследствие
этого далеко расположен от ядра. Это приближе-
ние позволяет представить отношение статистичес-
ких весов и экспоненциальный множитель в (1) в
виде [1–9]
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где gi — статистический вес возбужденного состоя-
ния ионного остова, а 2(2l + 1) — статистический
вес состояния nl внешнего возбужденного электро-
на [6,9] с энергией связи −Z2

i Ry /n
2, а ωif — часто-

та радиационного перехода i → f в ионном остове.
Естественным условием такого приближения будет
n � l � 1. Очевидно, предполагается, что набор
квантовых чисел f описывает стационарные невоз-
бужденные состояния ионного остова, а i — возбуж-
денные состояния.

Нужно отметить, что в таком традиционном
представлении скоростного коэффициента ДР уже
содержится предположение, что радиационный пе-
реход в ионном остове i → f слабо подвержен влия-
нию внешнего возбужденного электрона и его мож-
но не учитывать. Поэтому в вероятность радиаци-
онного перехода i, nl → f, nl не входит информация
о дальнейшей эволюции внешнего возбужденного
электрона [7], что позволяет ее представить только
как вероятность радиационного перехода в ионном
остове WR(i, nl; f, nl) ≈ WR(i; f). Уже на этом этапе
проявляется некая асимметрия рассмотрения, так
как скоростной коэффициент процесса автоиониза-
ции сохраняет составную двухэлектронную струк-
туру и соответствующее представление [6, 7].

В то же время современные расчеты диэлектрон-
ной рекомбинации с помощью поуровневых кван-
товомеханических кодов проводятся с учетом чрез-
вычайно разнообразных реализаций каскадов ра-
диационных и автоионизационных распадов, ко-
гда состояния f ′ могут лежать и в континуу-
ме, а их релаксация должна описываться также с
учетом дополнительных факторов ветвления (см.
[13–15,18, 25, 27–34]). Кроме этого, необходимо учи-
тывать существенное влияние подбарьерных резо-
нансов вблизи порогов ионизации (см. [26]). При
этом число учитываемых состояний может быть
очень велико. Например, в так называемом «же-
лезном проекте», который был посвящен вычисле-
нию сечений фотопоглощения, фотоионизации, ДР
и непрозрачности спектров различных ионов желе-
за, атомное строение которого намного проще чем
у вольфрама, число учитываемых атомных состоя-
ний достигало нескольких порядков величины (см.
[25]). Однако такое подробное поуровневое описа-
ние требует знания тонких деталей энергетической
структуры различных электронных конфигураций
и значительных затрат вычислительных ресурсов
и, к сожалению, не может быть осуществлено уни-
версально и единообразно. В то же время в рам-
ках статистического подхода к ДР, развитие кото-
рого собственно и является целью настоящей рабо-

ты, удается достигнуть универсальности и единооб-
разия в описании ДР. При этом статистический под-
ход оказывается значительно менее ресурсозатрат-
ным и в силу своей универсальности более удобным
для выяснения законов подобия описываемых эле-
ментарных процессов [36–40]. Это является его важ-
ным преимуществом при применении для генерации
атомных данных и расчетов атомной кинетики сов-
местно с комплексными плазменными кодами.

3. СТРУКТУРНАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ
СКОРОСТИ АВТОИОНИЗАЦИОННОГО

РАСПАДА

Рассматривая соответствующий процессу авто-
ионизации двухэлектронный переход под действи-
ем кулоновского потенциала межэлектронного взаи-
модействия в дипольном приближении, можно лег-
ко установить, что скорость автоионизационного
распада пропорциональна произведению квадратов
матричных элементов дипольных моментов перехо-
дов ионного остова и внешнего электрона, описы-
вающих радиационную релаксацию ионного осто-
ва и ионизацию внешнего возбужденного электрона,
которому была передана высвободившаяся энергия
при переходе в ионном остове (см. [6–9]). Это позво-
ляет выразить скорость безрадиационного процес-
са автоионизацииWa(i, nl; f) через произведение си-
лы осциллятора радиационного перехода в ионном
остове ffi и сечения фотоионизации внешнего элек-
трона, поглотившего энергию виртуального фотона
от радиационной релаксации ионного остова, в виде
(ср. с [6–9])

Wa(i, nl; f) =
3

4π
ωa

�c

e2
ffi

ω2
if

ω2
a

1

Z2
i a

2
0

σph(nl, E)

при E = �ωif − Z2
i Ry

n2
,

(2)

где σph(nl, E) — сечение фотоионизации внешнего
по отношению к остову возбужденного электрона
при поглощении виртуального фотона с частотой
ωif , ωa = me4/�3 = 2Ry /� — атомная единица час-
тоты, e, m — заряд и масса электрона, c — скорость
света. Для описания этого сечения фотоионизации
σph(nl, E) мы применим результаты квазиклассиче-
ского метода [41], что является допустимым в свете
предполагаемого ниже применения статистической
теории.
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Квазиклассическое сечение фотоионизации на
частоте ωif имеет вид (ср. [41])

σif
ph(nl, E) =

4

3
a20

e2

�c

(
ωa

ωif

)2
1

n3

l4ωif

3ωa
×

×
[
K2

2/3

(
ωif l

3

3ωaZ2
i

)
+K2

1/3

(
ωif l

3

3ωaZ2
i

)]
(3)

при E = �ωif −Z2
i Ry /n

2 и очевидных предположе-
ниях о больших значениях n � l � 1. В формуле (3)
и далее K2/3(z), K1/3(z) — функции Макдональда с
дробным индексом [41].

В итоге приходим к традиционному результату
для скорости автоионизационного распада в рамках
квазиклассического подхода (ср. с [3–9,22]):

Wa(i, nl; f) =
1

π
ωa

ffil

n3
G

(
ωif l

3

3ωaZ2
i

)
,

G(u) = u
[
K2

2/3(u) +K2
1/3(u)

]
.

(4)

4. СКОРОСТЬ ДИЭЛЕКТРОННОЙ
РЕКОМБИНАЦИИ В СТАТИСТИЧЕСКОМ

ПОДХОДЕ

Отправным моментом статистического подхо-
да для описания элементарных атомных процессов
является введение эффективной силы осциллято-
ров переходов, связанной с распределением атомной
электронной плотности [36–40] и удовлетворяющей
правилу сумм Куна –Райхе [42, 43]

fij ∝ n(r) d3r. (5)

При этом распределение атомной электронной плот-
ности может описываться, например, статистичес-
кой моделью Томаса –Ферми nTF (r) [35,42]. Для ис-
пользования этого обстоятельства при выводе фор-
мулы для ДР в статистическом подходе выразим
и скоростной коэффициент для WR(i, f

′) радиаци-
онной релаксации через силу осцилляторов, так же
как и скоростной коэффициент для автоионизации
Wa(i, nl; f) (ср. [39]):

gi
gf

WR(i, f) = −2
e2

mc3
ω2
if

gi
gf

fif = 2
e2

mc3
ω2
ifffi. (6)

Для проведения суммирования по начальным и ко-
нечным состояниям в статистических моделях необ-
ходимо ввести дополнительные предположения, свя-
зывающие частоту перехода ωif , которую мы есте-
ственным образом приравняем текущей частоте ω,
с пространственной переменной r и тем самым за-
мкнуть систему уравнений. Если на основании той

или иной аргументации соответствующая зависи-
мость ωif = ω(r) выбрана, то интеграл по d3r ра-
зумно связать с суммированием по конечным со-
стояниям i, а интеграл по dω с суммированием по
начальным f в полном соответствии с построением
формулы (1) [7, 9].

Выразим теперь вероятности излучения и авто-
ионизации через силы осцилляторов и текущую ча-
стоту ω (ср. [39]) с учетом упомянутого выше усло-
вия замыкания

WR(i, f) = 2
e2

mc3
ω2n(r)δ(ω − ω(r)) d3r dω, (7)

Wa(i, nl; f) =
ωal

πn3
G

(
ωl3

3ωaZ2
i

)
×

× n(r)δ(ω − ω(r)) d3r dω. (8)

Тогда искомые полные скоростные коэффициенты
радиационного и автоионизационного распада ко-
нечного состояния, необходимые для вычисления
фактора ветвления в общем случае [7–9], определя-
ются как

WR(i) = 2
e2

mc3
ω2(r)n(r) d3r, (9)

Wa(i, nl) =
ωal

πn3
G

(
ω(r)l3

3ωaZ2
i

)
n(r) d3r. (10)

В итоге в общем случае [7] скорость ДР в статисти-
ческом походе после сокращения одинаковых мно-
жителей в числителе и знаменателе преобразуется
к виду

Qst
DR(T ) = 4πa30ωa

(
4πRy

T

)3/2∑
nl

rmax∫
rmin

dr r2n(r)×

× exp

(
−�ω(r)

T
+

Z2
i Ry

n2T

)
(2l + 1)×

×
[
2

(
e2

�c

)3
ω2(r)

ω2
a

l

πn3
G

(
ω(r)l3

3ωaZ2
i

)]
×

×
[
2

(
e2

�c

)3
ω2(r)

ω2
a

+
l

πn3
G

(
ω(r)l3

3ωaZ2
i

)]−1

. (11)

В формуле (11) и ниже значения rmax,min выбира-
ются на основе свойств функции n(r) и соотношения
значений �ω(r) и потенциалов ионизации ионов с за-
рядами Zi, Zi − 1.

Полученный результат (11) допускает также
обобщение на случай, когда распределение атомной
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электронной плотности представляет собой суммар-
ную плотность от разных значений орбитального
момента ионного остова L

n(r) =

∫
dLnL(r), (12)

где nL(r) — парциальная атомная электронная
плотность. Следуя рассуждениям общего характе-
ра (см., например, [44,45]), представим парциальную
плотность в виде интеграла по энергии E связанных
состояний:

nL(r) =

∫
dE nL(r, E) =

= C

0∫
U(r)

dE

(
1

a30

1

(2Ry)3/2

)
�
2

m

L+ 1/2

r2
×

×
(
2 (E − U(r)) − �

2

m

(L+ 1/2)2

r2

)−1/2

, (13)

где U(r) < 0 — самосогласованный статистический
потенциал, а C — соответствующая ему нормиро-
вочная константа. Парциальная по L атомная элект-
ронная плотность nL(r, E) определена в (13) при
условии положительности подкоренного выражения
между точками поворота. Такое распределение бу-
дет имитировать распределение атомной плотнос-
ти по электронным оболочкам наподобие известной
оболочечной модели строения атома [42, 44, 45]. Об-
ращаем внимание, что в формуле (13) явным об-
разом учтен квазиклассический вид центробежного
потенциала (см. [41–45]).

Используя (12), (13), можно обобщить результат
(11). Очевидно, что ввиду разбиения полной плотно-
сти по L, полная скорость диэлектронной рекомби-
нации в статистическом подходе представляет собой
сумму парциальных скоростей диэлектронной ре-
комбинации Q

st(L)
DR , отвечающих фиксированным L:

Qst
DR =

∑
L

Q
st(L)
DR . (14)

В общем случае и частота перехода ω(L)(r) зависит
от L. В итоге формула для Qst

DR (11) преобразуется
к виду

Qst
DR(T ) = 4πa30ωa

(
4πRy

T

)3/2∑
L,nl

exp

(
Z2
i Ry

n2T

)
×

×
rmax(L)∫

rmin(L)

dr r2nL(r) exp

(
−�ω(L)(r)

T

)
(2l+ 1)×

×
[
2

(
e2

�c

)3 (
ω(L)(r)

ωa

)2
l

πn3
G

(
ω(L)(r)l3

3ωaZ2
i

)]
×

×
[
2

(
e2

�c

)3(
ω(L)(r)

ωa

)2

+

+
l

πn3
G

(
ω(L)(r)l3

3ωaZ2
i

)]−1

, (15)

где парциальная плотность nL(r) с орбитальным мо-
ментом L определена как

nL(r) = C

(
1

a30

1

(2Ry)3/2

)
�
2

m

L+ 1/2

r2
×

×
(
2|U(r)| − �

2

m

(L+ 1/2)2

r2

)1/2

. (16)

Теперь проведем традиционное преобразование (15),
в результате которого скорость ДР в статистическом
подходе Qst

DR(T ) принимает вид

Qst
DR(T ) = 4πa30ωa

(
4πRy

T

)3/2

×

×
∑
L,nl

rmax(L)∫
rmin(L)

dr r2nL(r)×

× exp

(
−�ω(L)(r)

T
+

Z2
i Ry

n2T

)
(2l + 1)

l

π
×

×G

(
ω(L)(r)l3

3ωaZ2
i

)[
n3 +B(r, L, l)

]−1
,

B(r, L, l) =
1

2π

(
�c

e2

)3(
ωa

ω(L)(r)

)2

×

× lG

(
ω(L)(r)l3

3ωaZ2
i

)
.

(17)

По аналогии с [7] введем значение главного кванто-
вого числа внешнего электрона n = n1, при котором
показатель экспоненты в (17) обращается в нуль:

n1 = Zi

√
ωa

2ω(L)(r)
(18)

и переменную t = n/n1. Обращение в нуль показа-
теля экспоненты в (17) означает нижнюю границу
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непрерывного спектра. Тогда величина кванта воз-
буждения остова совпадает с энергией связи высоко-
возбужденного состояния захваченного электрона, и
естественным ограничением на допустимые значе-
ния n является

n ≥ n1.

Тем не менее можно указать и другие физические
ограничения снизу на значение n. Из простых сооб-
ражений ясно, что n не может быть меньше чем эф-
фективное квантовое число валентной оболочки nv,
которое определяется первым потенциалом иониза-
ции IZi ионного остова [6, 9]

nv ∼ (Zi + 1)(Ry /IZi)
1/2. (19)

Напомним, что реальное главное квантовое число
внешней оболочки основного состояния многоэлект-
ронного атома или иона отличается от эффективно-
го значения nv, определяемого в водородоподобной
модели.

Поскольку функция G(u) экспоненциально убы-
вает при больших l, сумму по l с приемлемой точ-
ностью можно заменить несобственным интегралом,
распространив верхний предел до бесконечности.
Аналогичные соображения позволяют также перей-
ти от суммирования к интегрированию по n с после-
дующей заменой переменной интегрирования на t.

После этих преобразований (17) принимает вид

Qst
DR(T ) = 211/2π3/2a30ωa

(
2Ry

T

)3/2

×

× 1

Z2
i

∑
L

rmax(L)∫
rmin(L)

dr r2nL(r)

(
ω(L)(r)

ωa

)
×

×
∞∫

tmin

dt exp

[
−�ω(L)(r)

T

(
1− 1

t2

)]
×

×
⎛
⎝ tmax∫

0

dl
(l+ 1/2)lG(ω(L)(r)l3/3ωaZ

2
i )

t3 +A(r, L, l)

⎞
⎠ ,

A(r, L, l) =
B(r, L, l)

n3
1

=
21/2

π

(
�c

e2

)3

×

× 1

Z3
i

(
ωa

ω(L)(r)

)1/2

lG

(
ω(L)(r)l3

3ωaZ2
i

)
,

lmax = tZi

√
ωa

2ω(L)(r)
− 1.

(20)

Необходимо обратить внимание на то, что при опе-
рировании с парциальной по орбитальному момен-
ту ионного остова атомной электронной плотностью

полные скорости радиационного распада и парци-
альные и полные скорости автоионизации в рас-
сматриваемых статистических моделях оказывают-
ся функциями орбитального момента L.

5. УСРЕДНЕНИЕ СКОРОСТИ
АВТОИОНИЗАЦИИ ПО ОРБИТАЛЬНОМУ

МОМЕНТУ l ВНЕШНЕГО
ВОЗБУЖДЕННОГО ЭЛЕКТРОНА

Как правило, поуровневые квантовомеханичес-
кие расчеты факторов ветвления и последующее их
суммирование представляют значительные труднос-
ти, и для их упрощения традиционно используется
замена полного суммирования подстановкой усред-
ненных скоростей автоионизации по квантовым чис-
лам LSJ [7] в знаменатель общего выражения для
скорости ДР (1). Аналогом такого приближения в
нашем случае может служить замена полного сум-
мирования по l на подстановку усредненных скоро-
стей автоионизации по квантовым числам l, которая
уже использовалась в литературе [3, 6–9]. Для это-
го необходимо умножить Wa(i, nl) на число проек-
ций по магнитному квантовому числу m при данном
значении орбитального момента l внешнего электро-
на, равному, как известно, (2l + 1), и просуммиро-
вать по всем значениям l, разделив на полное число
состояний n2 при данном значении главного кван-
тового числа n [42–45]. Ввиду свойств асимптотик
функций Макдональда с дробным индексом сумми-
рование можно заменить интегрированием, а верх-
ний предел положить равным бесконечности. Кроме
того, поскольку само используемое выражение для
сечения фотоионизации получено в предположении
n � l � 1, можно пренебречь 1/2 по сравнению с l

в (2l+1)/n2 = 2(l+1/2)/n2 ≈ 2l/n2. Затем в подын-
тегральном выражении можно сразу выделить пол-
ный дифференциал аргумента функций Макдональ-
да и привести интегралы от квадратов этих функ-
ций к аналитически интегрируемому виду [46]

∞∫
0

du
[
K2

2/3(u) +K2
1/3(u)

]
=

=
1

2

π

sinπ/3
=

1

2

π√
3/2

=
π√
3
.

В итоге усредненная по орбитальному квантовому
числу внешнего по отношению к остову электрона
скорость автоионизации принимает вид (ср. [3,9,22])

〈Wa(i, L, n)〉l
ωa

=
2√
3

1

n5

Z2
i

ω(L)(r)/ωa
nL(r) d

3r. (21)
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Этот результат имеет общий характер для любо-
го определения n(r) и ω(r). В то же время этого
еще недостаточно, чтобы определить, как вычис-
лять при этом скорость ДР, так как в числителе
уже фигурирует множитель (2l + 1). Однако если
подставить в знаменатель 〈Wa(i, L, n)〉l, то очевид-
но, что в числителе достаточно провести просто сум-
мирование или интегрирование по l. Именно такого
рода рецепт приводится в монографии [7]. Легко ви-
деть, однако, что в данном конкретном случае это
эквивалентно подстановке в числитель усредненной
величины 〈Wa(i, L, n)〉l. Действительно, подстанов-
ка 〈Wa(i, L, n)〉l в числитель и знаменатель выра-
жения (19) позволяет провести суммирование по l

множителя (2l + 1) в числителе (1) при изменении
l от 0 до n − 1, что дает, как известно, n2. В этом
случае (20) приводится к виду

Qst
DR(T ) = a30ωa

211/2π5/2

√
3

(
2Ry

T

)3/2

×

×
∑
L

rmax(L)∫
rmin(L)

dr r2nL(r)×

×
∞∫

tmin

dt exp

[
−2Ry

T

ω(L)(r)

ωa

(
1− 1

t2

)]
×

× t2

t5 +A
(
ω(L)(r)/ωa

) ,
A

(
ω(L)(r)

ωa

)
=

25/2√
3

(
�c

e2

)3
1

Z3
i

(
ωa

ω(L)(r)

)1/2

.

(22)

Далее мы выведем формулы для трех статистиче-
ских моделей, в которых будет конкретизирован вы-
бор и вид зависимостей n(r), ω(r) или nL(r), ω(L)(r)

для случая прямого суммирования по l (19) или пос-
ле описанной выше приближенной процедуры под-
становки усредненных по l скоростей автоионизации
(22), полученных в настоящем разделе. Это позво-
ляет уточнить и выбор верхнего и нижнего пределов
интегрирования по r в формулах (17), (20), (22).

6. МОДЕЛЬ ЛОКАЛЬНОЙ ПЛАЗМЕННОЙ
ЧАСТОТЫ БРАНДТА– ЛУНДКВИСТА

В этой модели полагается [46], что текущая час-
тота равна локальной плазменной частоте, опреде-
ляемой распределением плотности в ионе согласно
статистической модели Томаса –Ферми [35,42,44,45]

ω(r) = ωp(r) =

√
4πe2nTF (r, Zi)

m
, (23)

где nTF (r, Zi) — статистическое распределение
атомной электронной плотности Томаса –Ферми в
ионе с зарядом Zi и зарядом ядра Z. Тогда, следуя
(11), (18) и (20), определим скорость диэлектронной
рекомбинации в случае прямого суммирования по l

формулой

Qst
DR,BLd(T ) = 211/2π3/2a30ωa

(
2Ry

T

)3/2
1

Z2
i

×

×
rmax∫

rmin

dr r2nTF (r)

(
ωp(r)

ωa

)
×

×
∞∫

tmin

dt exp

[
−�ωp(r)

T

(
1− 1

t2

)]
×

×
⎛
⎝ lmax∫

0

dl
(l + 1/2)lG)ωp(r)l

3/3ωaZ
2
i

t3 +A(r, L)

⎞
⎠ ,

A(r, l) =
B(r, l)

n3
1

=
21/2

π

(
�c

e2

)3

×

× 1

Z3

(
ωa

ωp(r)

)1/2

lG

(
ωp(r)l

3

3ωaZ2
i

)
,

lmax = tZi

√
ωa

2ωp(r)
− 1.

(24)

Индекс «BLd» означает модель Брандта –Лундкви-
ста для частоты с распределением плотности То-
маса –Ферми и с суммированием по орбитальным
моментам внешнего электрона. В выражениях (24)
полная атомная электронная плотность и частота
не зависят, естественно, от орбитального момента
ионного остова L и могут быть представлены че-
рез универсальную функцию Томаса –Ферми χ(q, x)

[35, 42, 44] для иона с зарядом Zi и зарядом ядра Z:

nTF (r) =
1

a30

Z2

4π

128

9π2

(
χ(q, x)

x

)3/2

,

ωp(x)

ωa
= Z

(
128

9π2

)1/2(
χ(q, x)

x

)3/4

,

(25)

где q = Zi/Z, x = r/rTF , rTF = a0Z
−1/3(9π2/128)1/3 —

радиус Томаса –Ферми. В модели Томаса –Ферми
ион обладает конечным размером r0(q) = x0(q)rTF ,
где атомная электронная плотность обращается в
нуль [35, 42, 44]. Поскольку речь идет о дважды
возбужденных состояниях иона Zi − 1, их энергия
должна лежать в непрерывном спектре выше поро-
га ионизации иона Zi − 1. В модели ТФ этот порог
определяется выражением

IZi−1

2Ry
=

(
128

9π2

)1/3
Z4/3(q − Z−1)

x0(q − Z−1, Z)
. (26)
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Как правило, ион с меньшей кратностью обладает
большим размером, поэтому энергия возбуждений
остова больше энергии ионизации (26) и легко удов-
летворяет этому условию с учетом дополнительной
энергии состояния (n, l). В случае же замены сум-
мирования по l подстановкой усредненных значений
〈Wa(i, n)〉l, которые тогда не зависят от L, получаем

Qst
DR,BLa(T ) = a30ωa

211/2π5/2

√
3

(
2Ry

T

)3/2

×

×
rmax∫

rmin

dr r2nTF (r)×

×
∞∫

tmin

dt exp

[
−2Ry

T

ωp(r)

ωa

(
1− 1

t2

)]
×

× t2

t5 +A (ωp(r)/ωa)
,

A

(
ωp(r)

ωa

)
=

25/2√
3

(
�c

e2

)3
1

Z3
i

(
ωa

ωp(r)

)1/2

.

(27)

Здесь индекс «BLa» означает модель Бранд-
та –Лундквиста для частоты с распределением
плотности Томаса –Ферми и с подстановкой усред-
ненных по орбитальным моментам внешнего элект-
рона скоростей автоионизации. Таким образом, в
представленной модели процессы радиационного
излучения, поглощения и возбуждения ионов в
результате столкновений с электронами, а следо-
вательно, и процесс диэлектронной рекомбинации
описываются в терминах коллективных возбуж-
дений, соответствующих локальным плазменным
частотам.

В то время как нижний предел интегрирования
по r в выражениях (24) и (27) rmin соответствует
достижению частотой ωp(r) значения, соответству-
ющего потенциалу ионизации ионного остова с за-
рядом Zi [35],

�ωp(rmin) =
IZi

2Ry
=

(
128

9π2

)1/3
Z4/3q

x0(q, Z)
, (28)

верхний предел интегрирования rmax определяется
расстоянием от ядра, при котором энергия плазмо-
на �ωp(rmax) сравнивается с разностью потенциалов
ионизации ионов с зарядами Zi и Zi − 1, определяе-
мых формулами (26), (28),

�ωp(rmax) = IZi − IZi−1.

Интересно отметить, что результат оказывается ма-
ло чувствителен к значению rmax. Так, например,

он почти не меняется, если распространить верх-
ний предел интегрирования в (24), (27) вплоть до
размера ионного остова r0 в модели Томаса –Фер-
ми [35, 42].

Нижний же предел внутреннего интеграла по n

в (24) и в (27), т. е. после замены переменных по t,
естественным образом ограничен в этой модели еди-
ницей tmin = 1, что согласуется с выбором (28).

7. МОДЕЛЬ БРАНДТА– ЛУНДКВИСТА ДЛЯ
ПАРЦИАЛЬНОЙ ЭЛЕКТРОННОЙ
ПЛОТНОСТИ ИОННОГО ОСТОВА

В обобщении модели Брандта –Лундквиста [47]
на парциальное по орбитальному моменту L рас-
пределение электронной плотности ионного остова
nTF,L(r, q) [44,45] условие резонанса, определяющее
частоту коллективных возбуждений ионного остова,
теперь имеет вид

ω(r) = ω(L)
p (r) =

√
4πe2nTF,L(r, Zi)

m
, (29)

где nTF,L(r, Zi) определяется уравнением (16) с C =

= 1/π2, а потенциальная энергия в (16) удовлетво-
ряет соотношению (ср. [33, 42, 44])

|U(r)| = |UTF (r)| =

= 2RyZ4/3

(
128

9π2

)1/3
χ(x, q)

x
. (30)

Далее, используя общий результат для этого случая
(20), приходим к выражению

Qst
DR,BLLd(T ) = 211/2π3/2a30ωa

(
2Ry

T

)3/2

×

× 1

Z2
i

∑
L

rmax(L)∫
rmin(L)

dr r2nTF,L(r)
ω
(L)
p (r)

ωa
×

×
∞∫

tmin

dt exp

[
−�ω

(L)
p (r)

T

(
1− 1

t2

)]
×

×
⎛
⎝ lmax∫

0

dl
(l + 1/2)lG(ω

(L)
p (r)l3/3ωaZ

2
i )

t3 +A(r, L, l)

⎞
⎠ ,

A(r, L, l) =
B(r, L, l)

n3
1

=
21/2

π

(
�c

e2

)3

×

× 1

Z3
i

(
ωa

ω
(L)
p (r)

)1/2

lG

(
ω
(L)
p (r)l3

3ωaZ2
i

)
,

lmax = tZi

√
ωa

2ω(L)(r)
− 1.

(31)
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В случае же замены суммирования по l подстанов-
кой усредненных значений 〈Wa(i, L, n)〉l, которые в
данной модели уже будут зависеть от L, получаем

Qst
DR,BLa(T ) = a30ωa

211/2π5/2

√
3

(
2Ry

T

)3/2

×

×
∑
L

rmax(L)∫
rmin(L)

dr r2nTF,L(r)×

×
∞∑

tmin

dt exp

[
−2Ry

T

ω
(L)
p (r)

ωa

(
1− 1

t2

)]
×

× t2

t5 +A
(
ω
(L)
p (r)/ωa

) ,

A

(
ω
(L)
p (r)

ωa

)
=

25/2√
3

(
�c

e2

)3
1

Z3
i

(
ωa

ω
(L)
p (r)

)1/2

.

(32)

Следует указать, что верхний и нижний преде-
лы интегрирования по r в формулах (31), (32) те-
перь определяются также точками поворота в (16).
Использование для верхнего предела верхней точки
поворота, как легко видеть, является более жестким
ограничением для распределения (16) по сравнению
с размером ионного остова r0. Что же касается огра-
ничения на возможное значение нижнего предела,
то наряду с нижней точкой поворота следует рас-
сматривать ограничение, налагаемое неравенством,
аналогичным использованному в выражении (27),

�ω(L)
p (r) ≤ IZi , (33)

где IZi определяется согласно (28).
Анализ показывает, что условие (33) оказывает-

ся более жестким, чем нижняя точка поворота при
всех L ≥ 0 вплоть до достаточно больших по вели-
чине значений L, после которых начинает работать
нижняя точка поворота, поскольку значение r, от-
вечающее условию (33), уже не попадает в интервал
значений r, соответствующий положительной опре-
деленности подкоренного выражения в распределе-
нии (16). Нижний же предел внутреннего интегри-
рования по t по-прежнему определяется единицей,
как и в предыдущем разделе.

8. МОДЕЛЬ РОСТА И ПРИМЕНЕНИЕ
КРАМЕРСОВСКОЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

В настоящем подходе скорость автоионизации
выражается через сечение фотовозбуждения ионно-
го остова. Для расчета таких сечений в применении

к процессам фотоионизации Ростом [48] была пред-
ложена простая модель, позволяющая выразить эти
сечения также через распределение атомной элект-
ронной плотности с выбором частоты перехода ω,
равной изменению центробежной энергии при ди-
польных переходах ω

(L)
K (r), соответствующей изме-

нению орбитального момента на единицу. Модель
Роста была тестирована на атомах водорода и ге-
лия и при сравнении с точными результатами для
водорода, экспериментом и численными расчетами
для гелия продемонстрировала высокую точность
меньше 5% [48]. Это приближение является ана-
логом принципа Франка –Кондона в применении к
атомным структурам, когда основной вклад в пере-
ход дают точки поворота электронных траекторий
(см. [48], а также [49]). Здесь мы укажем на соот-
ветствие этого приближения принципам крамерсов-
ской электродинамики [16,50], широко использован-
ным для расчета тормозного излучения электронов
на сложных атомах. Согласно этим принципам, ос-
новной вклад в излучательный переход вносят точ-
ки поворота электронной траектории, где кинети-
ческая энергия электрона уже значительно превы-
шает начальную энергию за счет ускорения в по-
ле мишени, и единственным интегралом движения
остается орбитальный момент M . Таким образом,
дипольный радиационный переход определяется из-
менением центробежного потенциала при изменении
квадрата орбитального момента M2. Соответствую-
щая частота перехода оказывается равной измене-
нию угловой скорости вращения вблизи точки пово-
рота �ω = ΔM2/2mr2,ΔM2 = 2�2(L+1/2) (ср. [48]).
Именно эта частота используется ниже в общих вы-
ражениях (11), (15) для скорости ДР. Одновремен-
но здесь для парциального распределения атомной
электронной плотности используется, по-прежнему,
как и везде в этой работе, модель Томаса –Ферми.

Мы обозначим описанную модель с прямым сум-
мированием по орбитальным моментам l внешне-
го электрона с помощью нижних индексов «KLd».
Полная скорость ДР Qst

DR,KLd в этой модели также
будет определяться суммой парциальных скорост-
ных коэффициентов Q

st(L)
DR,KLd:

Qst
DR,KLd = 211/2π3/2a30ωa

(
2Ry

T

)3/2
1

Z2
i

×

×
∑
L

rmax(L)∫
rmin(L)

dr r2nTF,L(r)
ω
(L)
K (r)

ωa
×
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×
∞∫

tmin

dt exp

[
−�ω

(L)
K (r)

T

(
1− 1

t2

)]
×

×
⎛
⎝ lmax∫

0

dl
(l + 1/2)lG(ω

(L)
K (r)l3/3ωaZ

2
i )

t3 +A(r, L, l)

⎞
⎠ ,

A(r, L, l) =
B(r, L, l)

n3
1

=
21/2

π

(
�c

e2

)3

×

× 1

Z3
i

(
ωa

ω
(L)
K (r)

)1/2

lG

(
ω
(L)
K (r)l3

3ωaZ2
i

)
,

lmax = tZi

√
ωa

2ω
(L)
K (r)

− 1.

(34)

Отметим, что значение частоты ω
(L)
K (r) в выраже-

нии (34), определяемое соотношением

ω
(L)
K (r)

ωa
=

L+ 1/2

(r/a0)2
, (35)

часто в литературе называют также частотой Рос-
та [48].

В случае же замены суммирования по l в (34)
подстановкой усредненных значений 〈Wa(i, L, n)〉l
получаем

Qst
DR,KLa(T ) = a30ωa

211/2π5/2

√
3

(
2Ry

T

)3/2

×

×
∑
L

rmax(L)∫
rmin(L)

dr r2nTF,L(r)×

×
∞∫

tmin

dt exp

[
−2Ry

T

ω
(L)
K (r)

ωa

(
1− 1

t2

)]
×

× t2

t5 +A
(
ω
(L)
K (r)/ωa

) ,

A

(
ω
(L)
K (r)

ωa

)
=

25/2√
3

(
�c

e2

)3
1

Z3
i

(
ωa

ω
(L)
K (r)

)1/2

.

(36)

Допустимая область интегрирования по объему
в выражениях (34) и (36) определяется аналогич-
но предыдущей модели точками поворота распреде-
ления (16), в то время как частоты соответствуют
их эффективным значениям, следующим из крамер-
совской электродинамики [16, 50] и сходной с ней в
этом отношении модели Роста [48]. При этом ана-
логично предыдущему разделу в качестве нижнего
предела интегрирования по r при данном L выбира-
ется минимальное значение из нижней точки пово-
рота (16) и следующее из условия

�ω
(L)
K (r∗) ≤ IZi , r∗(L) ≥

√(
L+

1

2

)
· 2Ry
IZi

, (37)

с точками поворота из (16) и частотой Роста из
(35) — ω

(L)
K (r)/ωa = (L + 1/2)/(r/a0)

2. Как показы-
вает анализ, в этой модели именно условие (37) при
любых значениях L оказывается более жестким при
определении нижнего предела интегрирования по r,
чем нижняя точка поворота в выражении (16). В
дальнейшем для краткости мы будем называть эту
статистическую модель — моделью Роста.

9. ПОВЕДЕНИЕ СКОРОСТНЫХ
КОЭФФИЦИЕНТОВ ДР ДЛЯ РАЗНЫХ

ИОНОВ ВОЛЬФРАМА

Мы провели численные расчеты скоростных ко-
эффициентов ДР для семи ионов вольфрама W18+,
W20+, W29+, W37+, W41+, W43+, W56+ в зависимо-
сти от температуры по формулам шести статисти-
ческих моделей, представленных выше, а также в
зависимости от заряда ионов при двух характерных
значениях температуры. Проведено также сопостав-
ление статистических скоростных коэффициентов с
экспериментом [27, 31] и с данными расчетов по-
уровневыми кодами ADPAK [21], FAC [23,28, 30, 33]
и HULLAC [13, 18]. При проведении расчетов для
описания распределения электронной плотности со-
гласно модели Томаса –Ферми использовались таб-
личные данные для функции χ(x), соответствующей
универсальному распределению плотности в ней-
тральных атомах с соответствующей аппроксимаци-
ей Зоммерфельда для описания атомной электрон-
ной плотности ионов [35]. Приведенные размеры
ионов x0(q) вычислялись с помощью аппроксима-
ций [51] и [52]. Все расчеты проведены с параллель-
ным контролем нормировки распределений ионной
плотности, следующим из правила сумм Куна –Рай-
хе для сил осцилляторов [42, 43], а также сходимо-
сти результатов в зависимости от размера шага на
каждой из трех операций последовательного инте-
грирования и числа членов в сумме по L. При опре-
делении точек поворота использовалась дискрими-
национная процедура, позволяющая учесть толь-
ко внутренние точки поворота в области положи-
тельных значений подкоренного выражения в (16).
При проведении расчетов использовались библиоте-
ки NumPy [53] и SciPy [54] для языка программиро-
вания Python.

Сравнение результатов расчетов скоростных ко-
эффициентов диэлектронной рекомбинации в за-
висимости от температуры плазмы в соответствии
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Рис. 1. Зависимости скорости ДР иона W18+ от темпера-
туры для разных статистических моделей: 1 — модель То-
маса –Ферми и модель Брандта –Лундквиста; 2 — усред-
ненная по l модель Томаса –Ферми и модель Брандта –
Лундквиста согласно (27); 3 — модель Томаса –Ферми с
электронными оболочками ионного остова с орбитальным
моментом L и Брандта –Лундквиста с парциальной по L

электронной плотностью; 4 — усредненная по l модель То-
маса –Ферми с электронными оболочками ионного остова
с орбитальным моментом L и Брандта –Лундквиста с пар-
циальной по L электронной плотностью согласно (32); 5 —
модель Томаса –Ферми с парциальной по L плотностью
электронов и крамерсовская электродинамика для часто-
ты (модель Роста); 6 — модель Томаса –Ферми с парци-
альной по L плотностью электронов и крамерсовская элек-
тродинамика для частоты (модель Роста), усредненная по

l согласно (36)
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Рис. 2. Зависимости скорости ДР иона W37+ от темпе-
ратуры для разных статистических моделей. Обозначения

1–6 те же, что и на рис. 1
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Рис. 3. Сравнение статистических зависимостей скорости
ДР иона W18+ от температуры с экспериментом [19] и с
расчетами поуровневым кодом ADPAK [21]: 1 — модель
Томаса –Ферми и модель Брандта –Лундквиста; 2 — мо-
дель Томаса –Ферми с электронными оболочками ионно-
го остова с орбитальным моментом L и Брандта –Лунд-
квиста с парциальной по L электронной плотностью; 3 —
модель Томаса –Ферми с парциальной по L плотностью
электронов и крамерсовская электродинамика для часто-
ты (модель Роста); 4 — эксперимент [31]; 5 — ADPAK [21]

с шестью статистическими моделями, описанными
выше, представлено для ионов вольфрама W18+ и
W37+ на рис. 1 и 2. Как следует из проведенного
сравнения, на рис. 1 в случае иона W18+ при про-
ведении точного суммирования наибольшие значе-
ния скорости ДР дает модель с распределением пар-
циальной по L плотности согласно модели Томаса –
Ферми с частотой Брандта –Лундквиста. При этом
проведение операции приближенного усреднения по
l приводит к росту значений ДР для всех статисти-
ческих моделей.

Сравнение статистических скоростей ДР при
точном суммировании в рамках трех описанных вы-
ше моделей для ионов W18+ и W20+ в зависимости
от температуры плазмы с экспериментом [27, 31] и
результатами расчетов поуровневым кодом ADPAK
[21] представлено на рис. 3 и 4. Как видно на рис. 3,
4, для ионов W18+ и W20+ наилучшее согласие с
экспериментом достигается в рамках модели Тома-
са –Ферми с локальной плазменной частотой Бранд-
та –Лундквиста и для модели с частотой Роста.
Важно отметить, что данные эксперимента описы-
ваются практически прямой со значительно боль-
шим углом наклона к оси ординат, чем все рас-
четные кривые. Поэтому в интервале температур
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Рис. 4. Сравнение статистических зависимостей скорости
ДР иона W20+ от температуры с экспериментом [27] и с
расчетами поуровневым кодом ADPAK [21]. Обозначения

1–5 те же, что и на рис. 3

0.1–1.3 кэВ соотношение расчетных кривых с экс-
периментом меняется очень заметно. Все расчетные
кривые демонстрируют некоторое подобие при из-
менении температуры. Наибольшее различие меж-
ду расчетами имеет место в области малых темпе-
ратур. При этом все статистические модели дают
значения, превышающие данные эксперимента (для
модели Брандта –Лундквиста в 2–3 раза) и расче-
тов кодом ADPAK [21] (для модели Брандта –Лунд-
квиста в 1.5–2 раза). Такое соотношение результа-
тов представляется обоснованным, так как из об-
щих физических соображений следует, что стати-
стический подход фактически дает оценку сверху
для значений сил осцилляторов переходов. Поэтому
в целом на этом фоне по состоянию исследованно-
сти этой проблемы на данный момент результаты
статистического подхода также дают оценку сверху
для скоростей ДР. Отметим, что результаты экспе-
римента получены на накопительных кольцах, где
условия существенно отличны от плазменной среды
(в частности наличием метастабильных состояний
ионов) (см. [32, 55, 56]).

На рис. 5–9 приведено сравнение результатов
трех статистических моделей с точным суммирова-
нием по l для ионов W29+, W37+, W41+, W43+, W56+

в зависимости от температуры плазмы между собой
и с данными, полученными кодами HULLAC [13,18],
FAC [23,28,30,33] и кодом ADPAK в [21]. Видно, что
зависимости от температуры, характер и величины
различия результатов статистических моделей друг
от друга и поуровневых квантовомеханических ко-

102
10–11

10–10

10–9

10–8

W29+

103 104

T, эВ

1

2

3

5

4

Q, см /с3

Рис. 5. Сопоставление статистических зависимостей ско-
рости ДР иона W29+ от температуры с расчетами поуров-
невыми кодами FAC [23, 28] и ADPAK [21]. Обозначения
1–3, 5 те же, что и на рис. 3, 4, 4 — данные применения

кода FAC из работы [28]
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Рис. 6. Сопоставление статистических зависимостей ско-
рости ДР иона W37+ от температуры с расчетами поуров-
невыми кодами FAC [23,30,33] и ADPAK [21]. Обозначения
1–3, 5 те же, что и на рис. 1–5; 4 — данные кода FAC из

работ [30,33]

дов для разных ионов – разные. Для иона W29+ на
рис. 5 данные модели Брандта –Лундквиста хорошо
совпадают с данными модели Роста, а данные FAC
[28] с ADPAK из [21]. Например, результаты для
модели Брандта –Лундквиста на рис. 5 превышают
данные ADPAK в 1.5–2 раза, а максимальное разли-
чие в области температур 1 кэВ от кода FAC состав-
ляет 3 раза. Кривые, описывающие результаты дру-
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Рис. 7. Сопоставление статистических зависимостей ско-
рости ДР иона W41+ от температуры с расчетами поуров-
невыми кодами FAC [23,30,33] и ADPAK [21]. Обозначения
1–3, 5 те же, что и на рис. 3–6; 4 — данные кода FAC из

работ [30,33]
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Рис. 8. Сопоставление статистических зависимостей ско-
рости ДР иона W43+ от температуры с расчетами поуров-
невыми кодами FAC [23,30,33] и ADPAK [21]. Обозначения
1–3, 5 те же, что и на рис. 3–7; 4 — данные кода FAC из

работ [30,33]

гих статистических моделей, при этом идут пример-
но в 3–4 раза выше результатов поуровневых кодов.
Для иона W37+ на рис. 6 данные модели Брандта –
Лундквиста хорошо совпадают с данными модели
Роста и с данными FAC [30,33] (различие составля-
ет примерно не более 1.25 раза), а данные ADPAK
из работы [21] лежат заметно ниже. Для иона W41+

на рис. 7 данные модели Брандта –Лундквиста хо-
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Рис. 9. Сопоставление статистических зависимостей ско-
рости ДР иона W56+ от температуры с расчетами поуров-
невыми кодами HULLAC [18] и ADPAK [21], а также полу-
эмпирической формулой Берджесcа –Мерца [18]. Обозна-
чения 1–3, 5 те же, что и на рис. 3–8; 4 — данные кода
HULLAC [18]; 6 — расчет по формуле Берджесcа –Мерца

[1,2,4,5] из работы [18]

рошо совпадают с данными модели Роста, а данные
ADPAK из [21] совпадают с FAC [30, 33]. Результа-
ты указанных статистических моделей превышают
данные кодов от трех до четырех раз в рассматри-
ваемом диапазоне температур. Для иона W43+ на
рис. 8 данные модели Брандта –Лундквиста и мо-
дели Роста неплохо согласуются друг с другом, а
данные FAC [30,33] с данными ADPAK из [21]. При
этом максимальное отличие модели Брандта –Лунд-
квиста от FAC, порядка трех раз, наблюдается при
температуре 1 кэВ, и оно уменьшается при меньших
температурах. Отличие же модели Брандта –Лунд-
квиста от ADPAK в этой области возрастает. И на-
конец, для иона W56+ на рис. 9 данные HULLAC [18]
слабо отличаются от данных ADPAK из [21], но име-
ют другой наклон в зависимости от температуры, а
кривые статистических моделей с плазменными ча-
стотами лежат выше кривых в модели Роста, кото-
рые в области низких температур совпадают с дан-
ными HULLAC [18]. Максимальное отличие модели
Брандта –Лундквиста от данных HULLAC опять в
области 1 кэВ порядка четырех раз, а модели Ро-
ста — 2.5 раза. Данные же модели Брандта –Лундк-
виста с парциальным по орбитальному моменту рас-
пределением атомной электронной плотности пре-
вышают результаты кодов также примерно в четы-
ре раза. В целом, различие данных разных моделей
для рассмотренных ионов находится в пределах от

793



А. В. Демура, Д. С. Леонтьев, В. С. Лисица, В. А. Шурыгин ЖЭТФ, том 152, вып. 4 (10), 2017

10–10

10–9

Zi

– 1

– 2

– 3

– 5

– 6

– 4

Q, см /с3

10 20 30 40 50 60

Рис. 10. Сравнение зависимостей скорости ДР от заряда
иона вольфрама при температуре 1.1 кэВ. Обозначения 1–
3 те же, что и на рис. 3–9; 4 — ADPAK [21]; 5 — версия

ADPAK из работы [24]; 6 — код FAC [23,28,30,33]

двух до четырех раз при изменении температуры
на два порядка величины. На рис. 9 приведены так-
же результаты расчетов по полуэмпирической фор-
муле Берджеcса –Мерца (БМ) [1, 2, 4, 5] из [18]. В
области низких температур эти результаты на мно-
го порядков меньше данных других расчетов [18].
Однако при более высоких температурах, начиная
с T > 200–300 эВ, формула БМ хорошо согласует-
ся расчетными данными HULLAC [18] (с точностью
≤ 20–30%) и ADPAK [21], хотя соответствующая
кривая и имеет меньший угол наклона. В этой об-
ласти температур такое же соответствие с данны-
ми БМ обнаруживается и в других расчетах кодами
FAC [28] и HULLAC [57]. Согласно рис. 9, результа-
ты статистического подхода во всем интервале тем-
ператур заметно превышают ход данных БМ. При
этом в области относительно невысоких температур
статистический подход дает более надежные оценки
ДР, чем формула БМ.

На рис. 10 и 11 приведено сравнение зависимо-
стей скоростей ДР от величины заряда иона Zi, по-
лученных для двух характерных значений темпе-
ратуры 1.1 кэВ и 2.5 кэВ с помощью описанных
выше статистических моделей, а также с помощью
поуровневых квантовомеханических кодов ADPAK
[21,24] и FAC [23,28,30,33]. Как следует из проведен-
ного анализа, данные квантовомеханических кодов
демонстрируют очень резкие скачки значений ско-
ростей ДР даже для ионов соседней кратности (см.
также [14,15,19,20]). Поведение таких скачков мож-
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Рис. 11. Сравнение зависимостей скорости ДР от заряда
иона вольфрама при температуре 2.5 кэВ. Обозначения те

же, что и на рис. 10

но в принципе проследить в поуровневых расчетах
по изменению вкладов различных открытых кана-
лов при изменении температуры [14,15,19–21,23,24,
28, 30, 33], при этом ионы разной кратности имеют
разную локализацию таких экстремумов на темпе-
ратурной шкале [14,15,19–21,23,24,28,30,33]. Одна-
ко опубликованные данные расчетов, выполненных
с помощью различных кодов, заметно различаются
в предсказании скачков в скоростях ДР для ионов и
одинаковой кратности. Более того, заметное разли-
чие результатов выявляется и при сравнении разных
версий одного и того же кода, например, ADPAK
[21,24] (см. рис. 10). Первая из них [21] представляет
собой результаты разработчиков этого кода, вторая
же [24] представляет код, в котором введены под-
гоночные коэффициенты для скоростных коэффи-
циентов различных элементарных процессов, что-
бы удовлетворить результатам довольно сложных
масштабных экспериментов на установках по иссле-
дованию термоядерного синтеза с магнитным удер-
жанием. Очевидно, что проблема определения та-
ких коэффициентов представляет собой некоррект-
ную многопараметрическую обратную задачу, реше-
ние которой с наперед заданной точностью зачастую
невозможно получить. Это отчетливо обнаружива-
ется в значительном различии скоростей ДР этих
версий кода ADPAK, которое сосредоточено в ос-
новном в области скачков ДР в [24]. Возможно, что
характер скачков значений ДР в [24] обусловлен в
том числе и привязкой расчетных данных к экспери-
ментальным значениям, наблюдаемым для конкрет-

794



ЖЭТФ, том 152, вып. 4 (10), 2017 Статистические скорости диэлектронной рекомбинации. . .

ных условий (см. обсуждение в работе [58]). Зави-
симость от Zi данных статистических моделей до-
вольно плавная и предсказуемая на основе получен-
ных для них выше аналитических выражений. На
рис. 10, 11 данные статистических моделей идут за-
метно выше усредненных по скачкам значений кван-
товомеханических кодов. В то же время видно, что
масштаб этого превышения по порядку величины
не отличается от характерного разброса значений
скоростей ДР поуровневых кодов в местах скачков
[21, 24, 28, 30, 33]. Отметим также, что статистиче-
ский метод позволяет получать необходимые дан-
ные существенно быстрее и с меньшими затратами
вычислительных ресурсов, чем поуровневые кванто-
вомеханические коды. Таким образом, приведенные
результаты и их сравнение демонстрируют по мень-
шей мере разумность применения статистического
подхода для оценки скоростей ДР.

Скоростные коэффициенты ДР медленно умень-
шаются с ростом заряда иона Zi, что отчетливо про-
слеживается по данным [21, 24, 28, 30, 33], в кото-
рых приведены зависимости от температуры для ря-
да значений Zi. При этом зависимости от темпера-
туры имеют разную степень немонотонности и по-
добия между собой для различающихся фиксиро-
ванных величин Zi. Уменьшение значений скорост-
ных коэффициентов ДР в работах [28, 30] обуслов-
лено в основном известным подавлением скоростей
оже-распадов и автоионизации по мере роста Zi [38].
В статистических моделях также прослеживается
довольно резкое падение эффективных частот с рос-
том Zi, пока энергетический спектр ионного остова
достаточно существенно отличается от водородопо-
добного. По-видимому, нечто подобное происходит
и в поуровневых вычислениях [14, 15, 28, 30]. Как
видно из сравнения, приведенного на рис. 10, 11,
скоростные коэффициенты ДР сильно уменьшают-
ся в предельных случаях очень малой и очень боль-
шой обдирки как в поуровневых вычислениях, так и
согласно статистическим моделям. Такое поведение
полностью соответствует качественнымфизическим
соображениям.

10. ОБСУЖДЕНИЕ

Как указывалось нами в предыдущих работах,
посвященных описанию возбуждения, ионизации и
радиационных потерь в плазме с многоэлектронны-
ми ионами тяжелых элементов [36–40], статистиче-
скиий подход оперирует с представлениями о кол-
лективных возбуждениях электронной плотности.
Это позволяет получить достаточно надежные уни-

версальные характеристики элементарных процес-
сов в среднем, не претендуя на описание резонанс-
ных явлений. Диэлектронная рекомбинация же в
этом контексте выделяется на фоне уже рассмотрен-
ных процессов тем, что она начинается с резонанс-
ного безрадиационного захвата электрона плазмы
ионом [1–9]. Естественно поэтому, что этот процесс
особенно чувствителен к строению электронной кон-
фигурации рассматриваемого иона. Именно с этим
и связаны скачки значений скоростей ДР в резуль-
татах поуровневых кодов HULLAC и FAC, когда ос-
новной вклад (по крайней мере для температур в
области 100–500 эВ) вносят переходы с Δn = 0 меж-
ду разными значениями L, имеющие большие силы
осцилляторов. В этой связи исследование возмож-
ного дополнения статистического результата вкла-
дом от таких переходов представляется физически
оправданным. В то же время статистический под-
ход демонстрирует важность учета коллективного
характера возбуждений атомных осцилляторов (см.,
например, [59]), отображаемый, в первую очередь,
описанием в его рамках сил осцилляторов и их час-
тоты в терминах функционалов атомной электрон-
ной плотности, что и приводит к некоторому завы-
шению результатов по сравнению с поуровневыми
кодами даже в области, где их результаты испыты-
вают скачки. То же самое происходит и с результа-
тами работы [3], в которой, согласно работе [9], впер-
вые было использовано приближение усреднения по
l, а проведенное в [9] сравнение продемонстрировало
заметное превышение результатов [3] над данными,
использующими более детальное поуровневое опи-
сание факторов ветвления в терминах угловых мо-
ментов в отличие от поуровневых расчетов по n в
работе [3].

Статистическая модель применима для много-
электронных систем. Для тестирования возможно-
стей ее применения для более легких ионов были
проведены расчеты скоростей ДР для иона Ar5+.
Сравнение результатов для скорости ДР иона Ar5+,
полученных в модели Томаса –Ферми –Брандта –
Лундквиста с усреднением по l (27), с аналитической
аппроксимацией компиляции различных численных
расчетов [17] представлено на рис. 12. Как и ожида-
лось, отклонение результатов статистической моде-
ли при уменьшении числа связанных электронов и
заряда ядра от поуровневых расчетов возрастает и
составляет в данном примере в области температур
до 100 эВ от двух до четырех раз, а в области темпе-
ратур 1 кэВ до шести раз. Отметим, что данные [17]
включают также и приближение Берджесса –Мерца
[1, 2, 4, 5].
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Рис. 12. Сравнение зависимостей скорости ДР для иона
аргона Ar5+ от температуры: 1 — статистическая модель
Томаса –Ферми и Брандта –Лундквиста с усреднением по

l; 2 — расчет согласно работе [17]

Итак, показано, что статистический подход да-
ет универсальное описание процесса ДР для слож-
ных многоэлектронных ионов в диапазоне измене-
ния температуры более чем на два порядка. Срав-
нение с известными поуровневыми кодами АDPAK
[21, 24], FAC [23, 28, 30, 33], HULLAC [13, 18] обна-
руживает превышение данных статистической мо-
дели в 1.5–4 раза для различных ионов вольфра-
ма, причем расхождение между данными различ-
ных кодов может также быть значительным для
определенных ионов и интервалов температур. Та-
кие значения скоростей ДР в статистическом под-
ходе по-видимому обусловлены завышением числа
дважды возбужденных состояний.

В силу существенно меньших затрат вычисли-
тельных ресурсов по сравнению с поуровневыми
квантовомеханическими кодами и ввиду своей уни-
версальности статистический подход может исполь-
зоваться для оценок скоростей ДР в сложных ком-
плексных расчетах по определению параметров го-
рячей термоядерной и астрофизической плазмы.
Проведенный анализ показывает, что из рассмот-
ренных статистических моделей, наиболее опти-
мальные результаты дает модель Роста [48], в осно-
ве которой лежат принципы крамерсовской электро-
динамики [50]. Полученные результаты справедли-
вы для произвольного распределения атомной элек-
тронной плотности и поэтому допускают, помимо
использованного нами статистического распределе-
ния Томаса –Ферми [35,42,44,45], обобщение на рас-
пределение электронной плотности Хартри –Фока
[35, 42] и др.

Один из соавторов (А. В. Д.) выражает искрен-
нюю признательность Драгану Николичу (Dragan
Nikolic) за многочисленные ценные обсуждения.
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