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В рамках простейшего однопетлевого приближения удается обнаружить как ферромагнитную, так и ан-
тиферромагнитную неперекрывающиеся части фазовой диаграммы, каждая из которых перекрывается
с областью существования сверхпроводящего упорядочения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Сразу после классических работ Хаббарда [1–3]
появилась статья Нагаока [4], в которой обсужда-
лась возможность возникновения насыщенного фер-
ромагнетизма в «узкой, почти наполовину заполнен-
ной s-зоне». Здесь фактически рассматривался иде-
альный газ с малым числом перевернутых спинов.
Последовательное изучение фазовой диаграммы

было начато в статье И. Е. Дзялошинского [5]. В
рамках теории паркетного приближения была об-
наружена возможность перехода в состояние, «яв-
ляющееся когерентной смесью сверхпроводимости,
антиферромагнетизма и волны зарядовой плотно-
сти». Было показано, что возникновение таких со-
стояний оказывается возможным при выполнении
условия нестинга (nesting), что соответствует весь-
ма узкой области электронных концентраций, для
которой поверхность Ферми проходит через четыре
седловых точки.
В работах [4, 5] авторы в качестве нулевого при-

ближения использовали основное состояние идеаль-
ного газа, а взаимодействие учитывали по теории
возмущений. В теории Нагаока параметром возму-
щения считается отношение энергии перескока t к
энергии Хаббарда U , а также плотность переверну-
тых спинов. В теории Дзялошинского используется
малая затравочная вершинная часть Γ0, пропорцио-
нальная U .
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В настоящей работе используется метод разло-
жения операторов рождения и уничтожения по опе-
раторам Хаббарда, для которых была построена
диаграммная техника [6]. При этом в качестве нуле-
вого приближения используется парамагнитное ре-
шение «Хаббард I», а в качестве нулевой вершин-
ной части — амплитуда кинематического взаимодей-
ствия [7]. Для установления вида фазовой диаграм-
мы применяем метод аномальных функций Грина,
впервые использованный Горьковым [8]. При этом
для установления границы возникновения новой фа-
зы достаточно ограничиться записью уравнения в
первом порядке теории возмущений по величине со-
ответствующей аномальной функции Грина.

2. УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ

Запишем операторы рождения и уничтожения
через известные X-операторы Хаббарда:

â↑,r = X̂(0|+)
r +X̂(−|II)

r , â↓,r = X̂(0|−)
r −X̂(+|II)

r , (1a)

â+↑,r = X̂(+|0)
r +X̂(II|−)

r , â+↓,r = X̂(−|0)
r −X̂(II|+)

r . (1b)

Для написания уравнения состояния запишем
обратную функцию Грина, ограничиваясь простей-
шим нульпетлевым приближением.
При нулевом внешнем магнитном поле и для за-

данной проекции спина обратная функция Грина
представляется следующей матрицей:

G−1
ω (p) =

(
iω − ε1 − f1tp −σf1tp
−σf2tp iω − ε2 − f2tp

)
. (2)
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Здесь ε1 = −μ и ε2 = U−μ— соответственно энергии
перехода между пустым и одночастичным, а также
между одночастичным и двухчастичным уровнями,
которые различаются на энергию Хаббарда U ; f1 =

= 1 − n/2, f2 = n/2 — концевые множители, выра-
женные через электронную плотность n.
В рамках нульпетлевого приближения уравне-

ние состояния записывается через сумму всевозмож-
ных произведений компонент одночастичной функ-
ции Грина на соответствующие концевые множите-
ли:

〈âσr âσ,+r 〉 =
〈(

X̂0,σ
r +σX̂−σ,2

r

)(
X̂σ,0

r +σX̂2,−σ)r

)〉
=

= T
∑
ω,p

eiωδ
{(

G11
ω (p) + σG21

ω (p)
)
f1 +

+
(
G22

ω (p) + σG12
ω (p)

)
f2

}
. (3)

В результате вычисления и подстановки матричных
элементов из (1a), (1b), а также суммирования по
проекции спина, получаем уравнение

n = 2T
∑
ω,p

eiωδ

{
(iω − ε2)f1 + (iω − ε1)f2

(iω − ξ+p )(iω − ξ−p )

}
. (4)

Здесь δ — бесконечно малая положительная добав-
ка, ω = 2π(2n+ 1)T ,

ξ±p =
U

2
+

tp
2
± 1

2

√
U2 + t2p − 2U(1− n)tp − μ (5)

— две ветви энергетического спектра одночастич-
ных возбуждений.
Разложим выражение, стоящее под знаком сум-

мы, на простые множители:

n = 2T
∑

p,λ=±
Aλ(p)nF (ξ

λ
p),

A±
p =

1

2

⎡
⎣1± tp − U(1− n)√

U2 + t2p − 2U(1− n)tp

⎤
⎦ =

δξλp
δtp

. (6)

При заданной температуре полученное уравнение
определяет связь между плотностью и химическим
потенциалом.

3. СВЕРХПРОВОДИМОСТЬ В ОБЛАСТИ
0 < n < 1. ОБЩИЕ СООТНОШЕНИЯ

Для написания уравнений сверхпроводимости
необходимо использовать обратную функцию Гри-
на с удвоенным числом компонент. В изучаемой мо-
дели обратная функция Грина определяется через
матрицу 4× 4,

Ĝ−1
ω (p) =

⎛
⎜⎝

(
Ĝ

(0)
ω (p)

)−1

Σ̂an
F

Σ̆an
F

(
−Ĝ(0)

−ω(−p)
)−1

⎞
⎟⎠ , (7)

где

(
Ĝ(0)

ω (p)
)−1

=

=

⎛
⎜⎝
переходы (0→↑) (↓→ II)

(0→↑) iω−b21f1tp+μ −b1b2f1tp
(↓→ II) −b1b2f2tp iω−b22f2tp+μ

⎞
⎟⎠ (8)

— обратная одночастичная функция Грина, совпа-
дающая с (2);

Σ̂an
S (p) =

⎛
⎜⎝
переходы (↓→ 0) (II→↑)
(0→↑) −Σ00 −Σ01

(↓→ II) −Σ10 −Σ11

⎞
⎟⎠ (9)

— аномальная собственно-энергетическая часть
[7, 8].

Матрицы
(
Ĝ

(0)
−ω(p)

)−1

и Σ̆an соответствуют об-
ращенным по времени переходам:

(
Ĝ

(0)
−ω(−p)

)−1

=

⎛
⎜⎝
переходы (↓→ 0) (II→↑)
(↓→ 0) −iω−b21f1tp+μ −b1b2f1tp
(II→↑) −b1b2f2tp −iω−b22f2tp+μ

⎞
⎟⎠ , (10)

Σ̆an
S (p) =

⎛
⎜⎝
переходы (0→↑) (↓→ II)

(↓→ 0) −Σ̃00 −Σ̃01

(II→↑) −Σ̃21 −Σ̃22

⎞
⎟⎠ . (11)

Здесь и ниже предполагается, что tp являются чет-
ными функциями квазиимпульса, так что t−p = tp.
В однопетлевом приближении имеем три пары ано-
мальных собственно-энергетических частей, кото-
рые изображены на рис. 1.
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Рис. 1. Графическое изображение аномальных сверхпро-
водящих собственно-энергетических частей

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ
СВЕРХПРОВОДЯЩЕГО ПЕРЕХОДА

Условия возникновения куперовской неустойчи-
вости при конечной энергии Хаббарда содержат две
пары уравнений для двух типов возбуждений (0, σ)

и (−σ, 2), которые различаются направлением про-
екции спинов и знаком энергии переходов ε1 = εσ−ε0
и ε2 = ε2 − ε−σ (рис. 1).

Если также использовать двойные перестановоч-
ные соотношения между четырьмя X-операторами
X̂0,σ, X̂−σ,2 и X̂σ,0, X̂2,−σ, то находим систему од-
нородных уравнений для аномальных собственно-
энергетических частей:

Σ11 = Σ(0 + |0−), Σ22 = Σ(−2|+ 2),

Σ11 = Aα′,β′Σα′,β′ , Σ22 = Bα′,β′Σα′,β′ ,

Σ12 = Σ(0 + |+ 2),

Σ12 =
1

2
(Aα′,β′ −Bα′,β′)Σα′,β′ ,

Σ21 = Σ(−2|0−),
Σ21 =

1

2
(Bα′,β′ −Aα′,β′)Σα′,β′ .

(12)

Здесь индексы α′ и β′ пробегают независимо по
два значения: (0,+), (−, 2) и, соответственно, (0,−),
(+, 2). Непосредственное вычисление матричных
элементов Aα,β и Bα,β приводит к следующей сис-
теме соотношений:

A11 = 2T
∑
ω,p

Φtp (iω1 − ε2) (iω2 − ε2 − f2tp) ,

A22 = −T
∑
ω,p

Φt2pf1 {(iω1 − ε1) + (iω2 − ε1)} ,

A12 = −T
∑
ω,p

Φtp {(iω1 − ε2) f1tp +

+ (iω1 − ε2 − f2tp) (iω2 − ε1)} ,
A21 = T

∑
ω,p

Φtp {(iω1 − ε1) (iω2 − ε2 − f2tp) +

+ (iω2 − ε2) f1tp} ;

(13)

B11 = T
∑
ω,p

Φt2pf2 {(iω1 − ε2) + (iω2 − ε2)} ,

B22 = −2T
∑
ω,p

Φtp (iω1 − ε1) (iω2 − ε1 − f1tp) ,

B12 = −T
∑
ω,p

Φtp {(iω1−ε2) (iω2−ε1−f1tp) +

+ (iω2 − ε1) f1tp} ,
B21 = T

∑
ω,p

Φtp {(iω2−ε2) (iω1−ε1−f1tp) +

+ (iω2 − ε1) f1tp} ;

(14)

Φ =
[(

ω2
n + ξ2(+)

)(
ω2
n + ξ2(−)

)]−1

,

ξ± =
U

2
+

tp
2
− μ± 1

2

√
U2 + t2p − 2U(1− n)tp.

Здесь

iω1 = −iω2 = iωn = iπT (2n+ 1),

9 ЖЭТФ, вып. 5 (11)
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ε1 = −μ, ε2 = U − μ,

f1 = f(σ, 0) =
〈(

X̂(σ,σ) + X̂(0,0)
)〉

,

f2 = f(2,−σ) =
〈(

X̂(−σ,−σ) + X̂(2,2)
)〉

.

Коэффициенты обладают симметрией: при замене
ε1 ←→ ε2, f1 ←→ f2 возникают преобразования

B22 ←→ −A11, B11 ←→ −A22,

B12 ←→ −A21, B21 ←→ −A12.

После разделения переменных получаем следующие
уравнения:

xi = Aikxk, yi = Bikxk, i, k = 1, 2, 3. (15)

Первый индекс отвечает рассеянию (0,+) на
(0,−)-возбуждении; второй индекс — рассеянию
(−, 2) на (+, 2)-возбуждении, а третий индекс — рас-
сеянию смешанного типа: (0,+) на (−, 2). Четвертый

индекс отсутствует, поскольку можно заметить, что
x4 = −x3, y4 = −y3. При этом x3 = (x1 − x2)/2. Это
соотношение находим, исходя из явного вида мат-
риц A(α). После суммирования по частотам оказы-
вается, что выражения, стоящие под знаком суммы,
зависят от импульса только через функцию tp, так
что удобно ввести затравочную функцию плотности
состояний: ρ0(ε) =

∑
p δ(ε − tp). Кроме того, при

нахождении полюсной части сингулярных интегра-
лов можно заметить, что интегрирование проводит-
ся вблизи поверхности Ферми, которая определяет-
ся с помощью соотношения ξ−p = 0. Использование
этого условия позволяет вместо химического потен-
циала μ фиксировать величину интеграла перескока
tp = t∗, которую находим из условия

μ =
U

2
+

t∗

2
− 1

2

√
U2 + (t∗)2 − 2U(1− n)t∗. (16)

В результате удается выразить все интегралы через
t∗, ε1 = −μ и ε2 = −μ+ U :

Â = L

⎛
⎜⎝
−2t2∗f1ε22ε−1

1 2t2∗ε1f1 2t2∗ε2f1
−2t2∗f2ε2 2t2∗ε

2
1f2ε

−1
2 2t2∗ε1f2

−t2∗ε2ε−1
1 Q t2∗ε1ε

−1
2 Q t2∗Q

⎞
⎟⎠ . (17a)

Матрица B̂ также имеет сильное вырождение:

B̂ = −L

⎛
⎜⎝

t3∗f
2
1 ε

2
2ε

−2
1 −t3∗f2

1 −t3∗ε2f2
1 ε

−1
1

t3∗f
2
2 t3∗ε

2
1f

2
2 ε

−2
2 t3∗ε1f

2
2 ε

−1
2

−t3∗f1f2ε2ε−1
1 t3∗f1f2ε1ε

−1
2 t3∗f1f2

⎞
⎟⎠ . (17b)

В соотношениях (17a) и (17b) введены обозначения:

t∗ = − ε1ε2
f1ε2+f2ε1

, L = T
∑
ω,p

1(
ω2
n+ξ2(+)

)(
ω2
n+ξ2(−)

) .

Переменные x1, x2 и y1, y2, y3, y4 выражаются
друг через друга с помощью соотношений, которые
следуют из явного вида матриц A и B:

x1 = x2
f1ε2
f2ε1

, x3 = −x4 =
x1 − x2

2
,

y1 = −y2 f
2
1 ε

2
2

f2
2 ε

2
1

, y3 = −y4 = −y1 f2ε1
f1ε2

.

В результате подстановки этих соотношений в урав-
нения (15) получаем следующие условия их разре-
шимости:

Tc = ε̄e−1/Λ,

Λ = −
[

2Uε1ε2
f2ε21 + f1ε22

]
ρ0(t∗)

∣∣∣∣δξ(−)

δtp

∣∣∣∣
−1

.

(18)

Здесь вычисления проведены для нижней подзоны
Хаббарда, так что частная производная вычисляет-
ся при условии ξ(−)(p) = 0 или t(p) = t∗.

Сверхпроводимость осуществляется для поло-
жительных значений величины Λ, которая имеет
смысл эффективной константы БКШ. Коэффици-
енты, входящие в уравнение (18), выражаются че-
рез степень недозаполнения x = 1−n и химический
потенциал μ̄ = μ− U/2. В результате имеем
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ε1 = −μ̄− U

2
, ε2 = −μ̄+

U

2
,

f1 =
1 + x

2
, f2 =

1− x

2
,

t∗ =
U2 − 4μ̄2

2(Ux− 2μ̄)
,

− 2Uε1ε2
f2ε21+f1ε22

= (U2−4μ̄2)

{
2U

U2 + 4μ̄2+4xUμ̄

}
.

(19)

После подстановки этих выражений в (18) стано-
вится ясно, что фазовая диаграмма оказывается
симметричной относительно одновременной замены
μ̄ → −μ̄, x → −x. Удается показать, что в случае
четной затравочной плотности состояний ρ0(ε) =

=
∑

p δ(ε − tp) зависимость μ̄(x) является анти-
симметричной. По этой причине фазовая диаграм-
ма существования сверхпроводящего состояния в

переменных (x, t/U) является симметричной отно-
сительно частично-дырочного преобразования x →
→ −x.
Для иллюстрации дальнейшие вычисления про-

ведем с единичной полушириной для постоянной
затравочной плотности состояний. В этом случае
уравнение состояний (6) удается представить в виде
полной производной, так что при T = 0 получаем
явную зависимость t∗(n):

n = 2
∑
p

δξ−(tp)
δtp

θ
(−ξ−(tp)) =

= ξ−(t∗)− ξ−(−1). (20)

Отсюда находим

t∗ =
u+ 2n2 + u(1− n)− 2n+ 1 + (1− 2n)

√
(1 + u)2 − 2nu

−u(1− n)− 1−√
(1 + u)2 − 2nu

,

ε1,2 = ∓u

2
− n+

1

2
+

1

2

√
(1 + u)2 − 2nu, u =

U

t
.

(21)

Вместе с определением эффективной константы
БКШ эти соотношения дают возможность постро-
ить фазовую диаграмму существования сверхпрово-
дящего состояния при всех значениях безразмерной
энергии Хаббарда U/t, а также электронной концен-
трации n.

В модели плоской зоны критическое значе-
ние электронной плотности находим из условия
ε1(n, U/t) = 0:

nc1 =
1

2
− 3u

4
+

1

4

√
9u2 + 4u+ 4, u =

U

t
. (22)

Зависимость U/t от n представлена на рис. 2. Для
U =∞ предельное значение nc = 2/3.

5. ФЕРРОМАГНИТНАЯ ЧАСТЬ
ДИАГРАММЫ (0 < n < 1)

В случае 0 < n < 1 необходимо рассмотреть пе-
реходы между пустыми и одночастичными состоя-
ниями со спином ±1/2.
Для получения области существования ферро-

магнетизма рассмотрим возможность возникнове-
ния «обменных» собственно-энергетических частей,
связанных с возможностью изменения проекции
электронного спина.
При этом обратная функция Грина определяется

через матрицу 4× 4:

Ĝ−1
ω (p) =

⎛
⎜⎝

(
Ĝ

(0)
ω (p)

)−1

Σ̂an
F (p)

Σ̆an
F (p)

(
Ĝ

(0)
ω (p)

)−1

⎞
⎟⎠ , (23)

где

(
Ĝ(0)

ω (p)
)−1

=

⎛
⎜⎝
переходы (0→↑) (↓→ II)

(0→↑) iω − b21f1tp + μ −b1b2f1tp
(↓→ II) −b1b2f2tp iω − b22f2tp + μ

⎞
⎟⎠ . (24)

Здесь b1 = 1, b2 = σ, а матрица аномальных собственно-энергетических функций строится в соответствии с
рис. 3 и 4:

Σ̂an
F =

⎛
⎜⎝
переходы (0→↓) (↑→ II))

(0→↑) A1 +A3tp A2 −A3tp

(↓→ II) −A1 −A3tp −A2 +A3tp

⎞
⎟⎠ . (25a)
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Сопряженная часть аномальной функции Грина имеет вид

Σ̆an
F =

⎛
⎜⎝
переходы (0→↑) (↓→ II))

(0→↓) B1 +B3tp B2 +B3tp

(↑→ II) −B1 +B3tp −B2 +B3tp

⎞
⎟⎠ . (25b)

Величины A1 и A2 выражаются через аномальные функции Грина в соответствии с рис. 3:

A1 = T
∑
ω,p

tp
[
G1,3

ω (p) +G2,3
ω (p)

]
,

A2 = T
∑
ω,p

tp
[
G1,4

ω (p) +G2,4
ω (p)

]
.

(26)

Величину A3 находим с помощью рис. 4:

A3 = T
∑
ω,p

[
G1,3

ω (p)−G2,4
ω (p)

]
. (27)

Для нахождения условий возникновения фер-
ромагнетизма достаточно вычислить правые части
(26) и (27) в линейном по A1, A2 и A3 виде. В ре-
зультате получаем

A1 = U〈tp (iω + μ− U − f2tp)〉A1−
− U〈t2pf2〉A2 + U〈t2p(iω + μ− U)〉A3, (28a)

A2 = −U〈t2pf1〉A1+U〈tp (iω+μ−f1tp)〉A2−
− U〈t2p(iω + μ)〉A3, (28b)

A3 = 〈[−(iω+μ−U)2−t2p+2tp(iω+μ−U) +

+ f1Utp]〉A1+〈
[−(iω+μ)2−t2p+2(iω+μ)tp −

− f2Utp]〉A2 + U〈tp (2(iω + μ)− U − tp)〉A3. (28c)

Здесь угловые скобки означают деление на множи-
тель (iω−ξ+p )2(iω−ξ−p )2 и дальнейшее суммирование
по ω и p с множителем T , где ξ±p = E±

p − μ,

E±
p =

1

2

[
U + tp ±

√
U2 + t2p − 2Utp(1 − n)

]
(29)

— энергии электрона в нижней и верхней хаббардов-
ских зонах.

Выделим в правой части сингулярные слагае-
мые, происходящие от сближения полюсов в ниж-
ней подзоне Хаббарда, а затем просуммируем по
частотам iω = iπT (2n + 1). В результате уравне-
ния (28a)–(28c) преобразуются к системе уравнений
Ai = Ai,kAk, где матричные элементы Ai,k имеют
следующий вид:

A11 = −U
∑
p

tp
Kp + U − tp(1− n)

2K2
p

n′
F (ξ

−
p ),

A12 = −U
∑
p

t2p
n

2K2
p

n′
F (ξ

−
p ),

A13 = −U
∑
p

t2p
Kp + U − tp

2K2
p

n′
F (ξ

−
p );

A21 = −U
∑
p

t2p
2− n

2K2
p

n′
F (ξ

−
p ),

A22 = −U
∑
p

tp
Kp − U + tp(1− n)

2K2
p

n′
F (ξ

−
p ),

A23 = −U
∑
p

t2p
−Kp + U + tp

2K2
p

n′
F (ξ

−
p );

A31 =

= −
∑
p

(Kp+U)2+t2p+2tp [Kp−U(1−n)]
2K2

p

×

×n′
F (ξ

−
p ),

A32 =

= −
∑
p

(Kp−U)2+t2p+2tp [Kp−U(1−n)]
2K2

p

×

×n′
F (ξ

−
p ),

A33 = −U
∑
p

tp
Kp

n′
F (ξ

−
p ),

Kp =
√
U2 + t2p − 2U(1− n)tp.

(30)

В пределе низких температур, когда n′
F (ξ

−
p ) =

= −δ(ξ−p ), удобно перейти к интегрированию по пе-
ременной tp с помощью заданной плотности состо-
яний ρ0(ε) =

∑
p δ(ε − tp). Таким образом, в правой

части соотношений (30) необходимо провести заме-
ну tp → ε, а также

n′
F (ξ

−
p )→ 2Kp

Kp − U(1− n) + tp
nU2(2− n)

ρ0(ε). (31)
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Интегрирование не проводится из-за δ-функции, а
параметр ε определяется через уравнение состояния:

n =
∑
p

[
1− tp − U(1− n)

Kp

]
nF (ξ

−
p )→

→ 2

ε0∫
−1

∂ξ−ε
∂ε

ρ0(ε) dε. (32)

Особенно простые соотношения получаем для мо-
дели плоской зоны, когда ρ0(ε) = θ(1 − ε2)/2. При
этом уравнение (32) разрешимо относительно пара-
метра ε0:

ε0 =
−1 + 2n(1− n)− u(1− n)− (1− 2n)

√
(1 + u)2 − 2un

1− 2n+ u(1− n) +
√
(1 + u)2 − 2un

. (33)

Здесь u = U/t — энергия Хаббарда, приведенная к
безразмерному виду с помощью полуширины затра-
вочной плотности состояний, ε0 — значение парамет-
ра ε, соответствующее уровню Ферми.

В этих обозначениях можно записать условие
разрешимости линейной системы уравнений Ai =

= Ai,kAk для величин Ak:

2ε0 [2n(n− 2)− ε0(1− n)] K̃3u+ n(n− 2)×
× {2n(n− 2) + ε0 [ε0 − 4(1− n)]}u2K̃2 +

+ K̃4ε20+ε20(2−n)u3K̃−ε20(1−n)2u4−4nε20(2−n)uK̃2+

+2ε30K̃
3− 2ε30(2n

2 − 4n+ 3)u2K̃ +2ε30(n
2 − 2n+ 2)×

× (1 − n)u3 − ε40(5n
2 − 10n+ 6)u2 + 6ε40(1− n)uK̃ +

+ 4ε50(1 − n)u− 2ε50K̃ − ε60. (34)

Связь параметра ε0 с U и n определена в (33), а ве-
личина K̃ равна

K̃ =
√
u2+ε20−2u(1−n)ε0 =

u2 + 2(1− 2n+ n2)u+ 2n2 − 2n+ 1 + [1− 2n+ u(1− n)]
√
(1 + u)2 − 2un

1− 2n+ u(1− n) +
√

(1 + u)2 − 2un
. (35)

Из соотношений (33)–(35) определяем зависимость
величины n от параметра u = U/t, которая отделя-
ет ферромагнитную область от парамагнитной (см.
рис. 5).

6. АНТИФЕРРОМАГНИТНАЯ ЧАСТЬ
ФАЗОВОЙ ДИАГРАММЫ

Для изучения возможности антиферромагнитно-
го упорядочения необходимо рассмотреть амплиту-
ды с конечным передаваемым импульсомQ и с пере-
воротом электронного спина [9, 10]. При этом пред-
полагается, что для всех значений квазиимпульсов
p, принадлежащих первой зоне Бриллюэна, выпол-
няется условие полного нестинга:

tp+Q = −tp, (36)

где Q равна некоторой доле вектора обратной ре-
шетки.

При этом обратная функция Грина определяется
через матрицу 4× 4:

Ĝ−1
ω (p) =

=

⎛
⎜⎝

(
Ĝ

(0)
ω (p)

)−1

Σ̂an
A (p)

Σ̆an
A (p)

(
Ĝ

(0)
ω (p+Q)

)−1

⎞
⎟⎠ , (37)

где

(
Ĝ(0)

ω (p)
)−1

=

⎛
⎜⎝
переходы (0→↑) (↓→ II)

(0→↑) iω − b21fdtp + μ −b1b2fdtp
(↓→ II) −b1b2fdtp iω − b22fdtp + μ

⎞
⎟⎠ (38)

— обратная одночастичная функция Грина.
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Используя условие нестинга (36), получаем

(
Ĝ(0)

ω (p+Q)
)−1

=

⎛
⎜⎝
переходы (0→↑) (↓→ II)

(0→↑) iω + b21fdtp + μ b1b2fdtp

(↓→ II) b1b2fdtp iω + b22fdtp + μ

⎞
⎟⎠ . (39)

Вычисленная в однопетлевом приближении анти-
ферромагнитная аномальная часть первого рода не
зависит от внешнего импульса и формально име-
ет то же диаграммное представление, изображенное
на рис. 3. Что касается антиферромагнитной ано-
мальной части второго рода, то она пропорциональ-
на tp+Q = −tp и по этой причине отличается зна-
ком соответствующих ферромагнитных слагаемых,
изображенных на рис. 4. В результате можно напи-
сать по аналогии с (25a) и (25b):

Σ̂an
A (p) =

=

⎛
⎜⎝
переходы (0→↓) (↑→ II)

(0→↑) C1−C3tp C2+C3tp

(↓→ II) −C1+C3tp −C2−C3tp

⎞
⎟⎠ , (40a)

Σ̆an
A (p) =

=

⎛
⎜⎝
переходы (0→↑) (↓→ II)

(0→↓) D1−D3tp D2−D3tp

(↑→ II) −D1−D3tp −D2−D3tp

⎞
⎟⎠ . (40b)

Величины C1 и C2 выражаются через аномаль-
ные функции Грина в соответствии с рис. 4. Анало-
гично соотношениям (27) и (28) имеем

C1 = T
∑
ω,p

tp
[
G1,3

ω (p) +G2,3
ω (p)

]
,

C2 = T
∑
ω,p

tp
[
G1,4

ω (p) +G2,4
ω (p)

]
.

(41)

Величину C3 находим с помощью рис. 5:

C3 = T
∑
ω,p

[
G1,3

ω (p)−G2,4
ω (p)

]
. (42)

Запишем правые части (41) и (42) в приближе-
нии, линейном по C1, C2 и C3. В результате получа-
ем

C1 = U〈tp (iω+μ−U+f2tp)〉C1+U〈t2pf2〉C2−
− U〈t2p(iω + μ− U)〉C3, (43a)

C2 = U〈t2pf1〉C1 + U〈tp (iω + μ+ f1tp)〉C2 +

+ U〈t2p(iω + μ)〉A3, (43b)

C3 = 〈(iω + μ− U)2 − t2p + f1Utp〉C1 +

+ 〈[(iω + μ)2 − t2p − f2Utp
]〉C2 +

+ U〈tp (2(iω + μ)− U − tp)〉C3. (43c)

Здесь угловые скобки означают деление на произве-
дение множителей

(iω − ξ+p )(iω − ξ−p )(iω − ξ+p+Q)(iω − ξ−p+Q) (44)

и дальнейшее суммирование по ω и p с множителем
T , где ξ±p = E±

p − μ,

E±
p =

1

2

[
U + tp ±

√
U2 + t2p − 2Utp(1 − n)

]
(45)

— энергии электрона в нижней и верхней хаббардов-
ских зонах.

При вычислении матричных элементов мы раз-
лагаем слагаемые на простые множители, а затем
объединяем слагаемые, относящиеся к нижней под-
зоне Хаббарда, с помощью преобразований

p+Q→ p, tp−Q = −tp. (46)

В результате получаем условие возникновения
антиферромагнетизма из равенства нулю определи-
теля следующей матрицы:

M̂ =

=

⎛
⎜⎝

1−G00/f1 −G00/f1 G13

−G00/f2 1−G00/f2 G23

G31 −G32 1+G00/f1f2

⎞
⎟⎠ . (47)

Вычисляя правую часть (47), получим

detM = G2
00 +

n(2− n)

8
(−G31 +G32) ×

× [nG23 − (2 − n)G13]G00 +

+
n2(2− n)2

16
(1 +G23G32 −G13G31) = 0. (48)

Для области низких температур, когда можно пре-
небречь вкладом от верхней зоны Хаббарда, имеем
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Рис. 2. Область существования сверхпроводящей фазы
при T = 0 в переменных u, n

G00 =
∑
p

tp
Kp + tp − U(1− n)

2UKp
nF (ξ

−
p ),

G13 = −
∑
p

tp (U +Kp − tp) ×

×Kp + tp − U(1− n)

4UKpf1f2
nF (ξ

−
p ),

G23 = −
∑
p

tp (U −Kp + tp) ×

×Kp + tp − U(1− n)

4UKpf1f2
nF (ξ

−
p ),

G31 = −
∑
p

(U +Kp + tp) (U +Kp − 3tp) ×

×Kp + tp − U(1− n)

8U2tpKpf1f2
nF (ξ

−
p ),

G32 = −
∑
p

(U −Kp − tp) (U −Kp + 3tp) ×

×Kp + tp − U(1− n)

8U2tpKpf1f2
nF (ξ

−
p ).

(49)

Рассмотрим наиболее важный случай предель-
но больших значений энергии Хаббарда. После пре-
дельного перехода U →∞ вместо (49) имеем
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�, II

�, II

�, II

�, II

�, II

�, II �, II �, II

�, II
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Рис. 3. Графическое изображение аномальной собственно-
энергетической части первого типа

G00 = G23 = G32 = 0,

G13 = − 1

f1

∑
p

tpnF (ξ
−
p ),

G31 = − 1

f1

∑
p

t−1
p nF (ξ

−
p ).

(50)

Таким образом, условие возникновения антиферро-
магнетизма при U =∞ имеет вид

f2
1 =

(∑
p

tpnF (ξ
−
p )

) (∑
p

(tp)
−1nF (ξ

−
p )

)
, (51a)

к нему следует добавить уравнение состояния:

n = 2f1

(∑
p

nF (ξp)

)
, f1 = 1− n

2
,

ξp = f1tp − μ.

(51b)

Для модели плоской зоны ρ0 = (1/2)θ(1 − ε2) ре-
шение системы уравнений (51a), (51b) представле-
но на рис. 6. Из этого рисунка следует, что макси-
мальное значение температуры антиферромагнит-
ного перехода достигается при n ≈ 0.669 и соответ-
ствует TAF ≈ 0.0213t.
В пределе T = 0 вместо (51a) и (51b) получаем
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Рис. 4. Графическое изображение аномальной собственно-энергетической части второго типа

SC
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Рис. 5. Фазовая диаграмма в области, где перекрываются
ферромагнитная (F), сверхпроводящая (SC) и антиферро-

магнитная (AFM) фазы; T = 0
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Рис. 6. Антиферромагнитная фазовая диаграмма, относя-
щаяся к бесконечной энергии Хаббарда
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(
1− n

2

)2

=

ε0∫
−1

ερ0(ε) dε

ε0∫
−1

ε−1ρ0(ε) dε,

n = (2− n)

ε0∫
−1

ρ0(ε) dε.

(52)

Для модели плоской зоны система уравнений (52)
имеет два решения: (n = 0.65468, ε0 = −0.024534),
(n = 0.68012, ε0 = 0.034649). Таким образом, в этой
модели антиферромагнетизм существует в узкой об-
ласти концентраций 0.65468 < n < 0.68012.
Для логарифмической модели, ρ0 = −(1/2) ×

×θ(1−ε2) ln |ε|, система уравнений (52) дает несколь-
ко более широкую область существования антифер-
ромагнетизма: 0.6213 < n < 0.7189.
С уменьшением энергии Хаббарда происходит

уменьшение и без того узкой области существова-
ния антиферромагнитной фазы. Для модели плос-
кой зоны это можно обнаружить после вычисления
средних Gik в пределе T = 0:

G00 =

ε0∫
−1

ε
K̄ε + ε− u(1− n)

4uK̄ε
dε,

G13 = −
ε0∫

−1

ε
(
u+ K̄ε − ε

) K̄ε + ε− u(1− n)

8uK̄εf1f2
dε,

G23 = −
ε0∫

−1

ε
(
u− K̄ε + ε

) K̄ε + ε− u(1− n)

8uK̄εf1f2
dε,

G31 = −
ε0∫

−1

(
u+ K̄ε + ε

) (
u+ K̄ε − 3ε

) ×
× K̄ε + ε− u(1− n)

16u2εK̄εf1f2
dε,

(53)

G32 = −
ε0∫

−1

(
u− K̄ε − ε

) (
u− K̄ε + 3ε

) ×
× K̄ε + ε− u(1− n)

16u2εK̄εf1f2
dε,

где u = U/t, K̄ε =
√
u2 + ε2 − 2u(1− n)ε, f1 = 1 −

− n/2, f2 = n/2, а зависимость ε0 от n и u опреде-
ляется с помощью соотношения (33).
Вычисляя интегралы в правых частях (53) и под-

ставляя результаты в (48), находим две границы об-
ласти существования антиферромагнитной фазы в
виде uc = u(n). (См. левую часть рис. 5.)

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, метод введения аномальных
функций Грина и вычисление амплитуды кинемати-
ческого взаимодействия позволяют установить гра-
ницы отдельных фаз — сверхпроводящей, ферро-
магнитной и антиферромагнитной. Что же касается
областей перекрытия сверхпроводящей и ферромаг-
нитной [11] или сверхпроводящей и антиферромаг-
нитной фаз, то для них необходимо писать совмест-
ные системы уравнений. При этом можно ожидать
возникновения коллективных возбуждений: магно-
нов и антиферромагнонов, которые будут сильно
взаимодействовать с электронными возбуждения-
ми, что может приводить с сверхпроводящим со-
стояниям со спином, равным единице [12]. Однако
этот механизм не имеет отношения к рассмотренно-
му выше кинематическому механизму сверхпрово-
димости.
Вблизи от диэлектрической фазы, когда исчеза-

ет экранирование, начинает проявляться прямое об-
менное взаимодействие, так что сверхпроводимость
исчезает, а система переходит в антиферродиэлект-
рическое состояние. Учет этих явлений требует спе-
циального рассмотрения.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Китайско-российского фонда фундаментальных ис-
следований (грант №17-52-53014).
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