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Исследование вейлевских полуметаллов является одним из самых актуальных вопросов физики конден-
сированного состояния. Эти материалы проявляют интересные свойства в магнитном поле. В настоящей
работе мы исследовали зоны Ландау и квантовые осцилляции плотности состояний в вейлевском полу-
металле в скрещенных магнитном и электрическом полях. Мы получили выражение для энергетического
спектра такой системы, используя три различных метода: алгебраический подход, подход, основанный на
лоренцевском сдвиге, и квазиклассический подход. Интересно, что энергетический спектр, полученный в
рамках квазиклассического подхода, полностью совпадает с тем, что получен в рамках микроскопических
подходов. Мы показали, что электрическое поле приводит к кардинальной перестройке зон Ландау. Кроме
того, мы исследовали классическое движение трехмерного дираковского фермиона в скрещенных полях.
Мы показали, что в случае дираковского спектра продольная относительно магнитного поля pz ‖ H

компонента импульса является осциллирующей функцией магнитного поля. Когда электрическое поле
равно υ⊥H/c, происходит коллапс уровней Ландау, а движение становится полностью линейным. Одна-
ко происходит это необычным образом. При этом условии волновая функция для объемных состояний
обращается в нуль. Сохраняются только состояния с pz = 0. Электрическое поле влияет на характер ос-
цилляций плотности состояний. Мы получили аналитические выражения для квантовой электроемкости
в скрещенных полях в случаях сильного и слабого электрического полей. Таким образом, электрическое
поле является дополнительным параметром для перестройки диамагнитных свойств вейлевских полуме-
таллов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование дираковских материалов являет-
ся одним из основных направлений современной
физики конденсированного состояния [1, 2]. Поми-
мо графена, открытие которого положило начало
глобальным исследованиям дираковских материа-
лов, возрастающий интерес представляют тополо-
гические изоляторы [3, 4] и вейлевские полуметал-
лы [1, 2, 5–10]. В вейлевских полуметаллах, в отли-
чие от графена и топологических изоляторов, име-
ются трехмерные киральные носители с линейным
спектром вблизи так называемых вейлевских то-
чек. С топологической точки зрения трехмерные
вейлевские точки более стабильны, чем двумер-
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ные. Последние вообще возможны только при неко-
торых типах симметрии кристаллической решетки
(см., например, [1]) и дополнительных симметри-
ях. Например, в случае графена, когда не наруше-
ны P - и T -симметрии, в зоне Бриллюэна имеют-
ся две неэквивалентные точки Дирака, которые не
являются устойчивыми к возмущениям. Безмассо-
вые фермионы в таких системах обладают тополо-
гической защитой [11], что приводит к квантово-
электродинамическим эффектам, многие из кото-
рых известны из физики высоких энергий [12]. Ки-
ральность и линейный спектр носителей приводят
к уникальным транспортным свойствам вейлевских
полуметаллов, таким как отрицательное магнитосо-
противление, аномальный эффект Холла, кираль-
ный магнитный эффект и др. [13–16]. Благодаря
этим свойствам вейлевские полуметаллы рассмат-
риваются как перспективные материалы для совре-
менной электроники.
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Исследование вейлевских полуметаллов пред-
ставляет большой фундаментальный интерес, так
как на сегодняшний день возбуждения в этих
материалах являются единственными известными
вейлевскими фермионами. Действительно, на се-
годняшний день известно, что нейтрино обладает
массой, т. е. не является вейлевской частицей [17].
Кроме того, различные модификации вейлевских
полуметаллов дают совершенно новые эффекты и
явления, неизвестные для частиц в вакууме. Недав-
но были предложены вейлевские полуметаллы
нового типа [18–21]. Также недавно теоретиче-
ски было показано, что WTe2 является системой
фермионов нового типа с сильным нарушением
лоренц-инвариантности, которые долго игнориро-
вались квантовой теорией поля. Такие материалы
уже открыты экспериментально [22].

Помимо объемных состояний, носители заряда
в вейлевских полуметаллах обладают бесщелевы-
ми поверхностными состояниями. Различные гра-
ничные условия для носителей заряда в вейлев-
ских полуметаллах рассмотрены в недавних рабо-
тах [23, 24]. Наличие экзотических поверхностных
состояний — ферми-дуг — является визитной кар-
точкой вейлевских полуметаллов и приводит к силь-
ной нелокальности транспорта в тонкослойных об-
разцах [13, 25, 26], а также к аномальным кванто-
вым осцилляциям [15]. Поверхностные состояния в
виде ферми-дуг — уникальное свойство вейлевских
полуметаллов, связанное исключительно с кираль-
ностью носителей.

Частным случаем вейлевских полуметаллов
являются дираковские полуметаллы. Дираковские
точки отличаются от вейлевских отсутствием ки-
ральности. Число Черна для дираковских точек
равно нулю. Это происходит потому, что при
одновременном наличии обеих симметрий — про-
странственной и временной инверсий — вейлевские
точки с противоположными знаками киральности
совмещаются в одну дираковскую точку с нулевой
киральностью. В качестве примера дираковского
полуметалла можно привести β-кристобалит BiO2.
Кроме того, по отношению к реальному спину
графен является дираковским полуметаллом.

В настоящей работе мы исследуем зоны Ландау и
квантовые осцилляции в вейлевских и дираковских
полуметаллах в скрещенных магнитном и электри-
ческом полях (см. рис. 1). Такие исследования в гра-
фене проведены в работах [27–32]. В скрещенных по-
лях дираковские материалы проявляют интересные
особенности, имеющие исключительно релятивист-
ское происхождение. В нерелятивистских материа-
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Рис. 1. Схематическое изображение исследуемой системы.
Вейлевский полуметалл помещен в скрещенные магнитное

и электрическое поля

лах, где энергетический спектр является параболи-
ческим, циклотронная масса не зависит от энергии.
Действительно, в рамках квазиклассической теории
циклотронная масса есть

mc(ε) = (2π)−1dS/dε, (1)

где S(ε) — площадь сечения изоэнергетической по-
верхности ε(p) = ε в импульсном пространстве. Для
спектра ε(p) = p2/2m∗ получим mc = m∗. Следова-
тельно, приложенное электрическое поле не будет
влиять на циклотронную частоту, а соответствен-
но, и на уровни Ландау. В дираковских материа-
лах энергетический спектр линейный. Это означает,
что циклотронная масса, а соответственно, и уров-
ни Ландау будут зависеть от электрического поля.
Например, для графена ε(p) ∼ |p|, а следователь-
но, mc ∼ ε. Такая зависимость приводит к возмож-
ности управления диамагнетизмом дираковских си-
стем с помощью электрического поля. Можно та-
ким образом перестраивать квантовые осцилляции,
магнитооптические эффекты и т. д. С другой сто-
роны, в строгой теории явлений, протекающих в
скрещенных полях (эффект Холла, магнитопрово-
димость, магнитотеплопроводность и т. д.) зависи-
мость уровней Ландау от приложенного возмуще-
ния (электрического поля в случае проводимости,
градиента температуры — в случае теплопроводно-
сти) должна учитываться с самого начала.

Очевидно, что электрическое поле будет влиять
на зоны Ландау в вейлевских и дираковских полу-
металлах. В отличие от графена в этих материа-
лах спектр трехмерный. Кроме того, носители то-
ка в вейлевских полуметаллах являются киральны-
ми. И то и другое приводит к принципиально но-
вым эффектам в режиме скрещенных полей. В рабо-
тах [33–35] исследовались уровни Ландау в вейлев-
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ских полуметаллах типов I и II в скрещенных маг-
нитном и электрическом полях. Мы здесь представ-
ляем подробное исследование энергетического спек-
тра, волновой функции, а также квантовых осцил-
ляций плотности состояний.

Необходимо также отметить работу Аронова и
Пикуса [36], в которой исследовалось оптическое
поглощение полупроводника в скрещенных магнит-
ном и электрическом полях. Исследование прове-
дено в рамках уравнения Дирака для трехмерного
массивного электрона. Здесь мы рассматриваем слу-
чай безмассовых киральных носителей. Принципи-
альная разница между случаями вейлевского полу-
металла и полупроводником, описываемым уравне-
нием Дирака, заключается в том, что в полупровод-
нике, из-за того что эффективная масса является
функцией импульса (энергии), вообще говоря, каж-
дый электрон обладает своей скоростью. А в слу-
чае вейлевского полуметалла существует характер-
ная скорость — скорость Ферми υF , — которая явля-
ется одинаковой для всех электронов системы (вбли-
зи точек Вейля), т. е. является настоящим аналогом
скорости света. Это приводит к новым результатам,
и по этой причине исследование вейлевского полуме-
талла в скрещенных полях заслуживает отдельного
внимания.

Настоящая статья организована следующим об-
разом. В разд. 2 мы приводим информацию об элек-
тронном спектре и уровнях Ландау в вейлевском
полуметалле. В разд. 3 мы подробно исследовали
уровни Ландау в вейлевских полуметаллах в скре-
щенных полях. В разд. 4 исследованы осцилляции
плотности состояний в скрещенных полях и приве-
дено сравнение случаев релятивистских и нереляти-
вистских (шредингеровских) материалов. Заключе-
ние по полученным результатам приведено в разд. 5.
В Приложениях рассмотрены различные подходы к
решению спектральной задачи, а также движение
релятивистского электрона в скрещенных магнит-
ном и электрическом полях.

2. ЭЛЕКТРОННЫЙ СПЕКТР В
ВЕЙЛЕВСКОМ ПОЛУМЕТАЛЛЕ

Изначально вейлевские полуметаллы были пред-
ложены в виде многослойного топологического изо-
лятора [5]. В такой модели гамильтониан электронов
вблизи вейлевской точки имеет вид

Ĥ = ± [υ⊥(σxpx + σypy) + υ‖σzpz
]
, (2)

где «±» означает киральность вейлевской точки,
p — импульс электронов вблизи точек Вейля,

p = �(k− k+), p = �(k− k−),

υ⊥, v‖ — скорости Ферми носителей соответствен-
но в плоскости xy и вдоль оси z, σ = (σx, σy , σz) —
матрицы Паули. Этот гамильтониан помимо линей-
ности спектра содержит в себе еще некоторую анизо-
тропию вейлевского полуметалла, выражающуюся в
различности скоростей υ⊥ и υ‖. Такая модель доста-
точно адекватно описывает электронный спектр но-
сителей вблизи вейлевских точек типа I, и мы ее бу-
дем использовать далее. Гамильтониан (2) дает сле-
дующее выражение для энергетического спектра:

E = ±
√
υ2⊥(p2x + p2y) + υ2‖p

2
z.

Из-за использования всех трех матриц Паули такой
гамильтониан защищен от появления щели, т. е. вей-
левские точки устойчивы. Действительно, возмуще-
ние в виде единичной матрицы (например, электри-
ческое поле) приводит лишь к смещению энергии
точки Вейля:

Ĥ = Ĥ+ IU0 ⇒ E = E(p) + U0.

С другой стороны, возмущение в виде матрицы Пау-
ли приводит к смещению компонент импульсов, со-
ответствующих точке Вейля:

Ĥ = Ĥ + σ ·U ⇒ E = E(p⊥ + U⊥/υ⊥, pz + Uz/υ‖).

Ни в одном из перечисленных случаев в спектре
не открывается щель. Аналогично можно показать,
что, например, в спектре графена щель можно от-
крыть с помощью возмущения в форме σzUz.

В магнитном поле H = (0, 0, H) с использовани-
ем калибровки Ландау гамильтониан (2) перепишет-
ся следующим образом:

Ĥ = ±
(
υ⊥σx

(
p̂x−e

c
Hy
)
+υ⊥σy p̂y+υ‖σz p̂z

)
. (3)

Такой гамильтониан приводит к зонам Ландау

εn,pz = sgn(n)
√

2υ2⊥�2l
−2
B n+υ2‖p

2
z для n �= 0, (4)

ε0,pz = ±υ‖pz для n = 0, (5)

где lH =
√
�c/eH. В последней формуле знаки «±»

соответствуют разным вейлевским точкам. Кираль-
ная природа нулевого уровня Ландау приводит к
различным интересным последствиям. Например,
электрическое поле, приложенное параллельно маг-
нитному полю, нарушает баланс между состояния-
ми с положительной и отрицательной киральностя-
ми. Это явление называется киральной аномалией
[37, 38]. Другой эффект заключается в появлении
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необычных поверхностных состояний — так назы-
ваемых ферми-дуг, которые приводят к необычным
квантовым осцилляциям [15]. Далее мы исследуем
влияние перпендикулярного электрического поля на
зоны Ландау и обсудим последствия такого влияния
на киральные свойства вейлевских полуметаллов.

3. УРОВНИ ЛАНДАУ В СКРЕЩЕННЫХ
ПОЛЯХ

3.1. Микроскопический подход: метод
лоренцевского сдвига

Гамильтониан носителей вейлевского полуметал-
ла в скрещенных магнитномH = (0, 0, H) и электри-
ческом E = (0, E, 0) полях запишется в виде

Ĥ =

=

⎛
⎝υ‖p̂z+eEy υ⊥

(
p̂x−e

c
Hy−ip̂y

)
υ⊥
(
p̂x−e

c
Hy+ip̂y

)
−υ‖p̂z+eEy

⎞
⎠ . (6)

Для решения поставленной задачи мы восполь-
зуемся методом лоренцевского сдвига. Для случая
графена этот метод был использован в работе [27].
Чтобы решить волновое уравнение с гамильтониа-
ном (6), перейдем в систему отсчета, движущую-
ся со скоростью cE/H , совпадающей со скоростью
дрейфа электронов в направлении, перпендикуляр-
ном электрическому и магнитному полям. Этот пе-
реход необходимо осуществить с помощью следую-
щих преобразований Лоренца [27, 39]:

pν = gνμp̃μ, (7)

gνμ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

ch θ sh θ 0 0

sh θ ch θ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , (8)

где ν = t, x, y, z, th θ = cE/υ⊥H = β. Волновое урав-
нение в новых переменных запишется в виде

[
υ⊥σx

(
− ˆ̃pt sh θ + ˆ̃px ch θ − e

c
Hỹ
)
υ⊥σy ˆ̃py +

+ υ‖σz ˆ̃pz + I
(
eEỹ − υ⊥ ˆ̃pt ch θ + υ⊥ ˆ̃px sh θ

) ]
Ψ =

= 0, (9)

где pt = ε/υ⊥. Поскольку υ⊥/c� 1, изменением по-
лей мы можем пренебречь. Используя свойство мат-
рицы Паули σxσx = I, а также следствие из этого
свойства I ch θ − σx sh θ = exp(−σxθ), получим

[
υ⊥

(
−e−σxθ ˆ̃pt+σxe

−σxθ

(
ˆ̃px− eB

c ch θ
ỹ

)
+σy ˆ̃py

)
+

+ υ‖σz ˆ̃pz

]
Ψ = 0. (10)

Далее воспользуемся свойствами [40]

e−σxθ/2σye
−σxθ/2 = σy,

e−σxθ/2σze
−σxθ/2 = σz ,

(11)

Ψ̃(x̃, ỹ, z̃, t̃) = e−σxθ/2Ψ(x, y, z, t), (12)

для стационарной задачи Ψ̃(r̃, t̃) = exp(−iε̃t̃/�)ψ̃(r̃)
получаем окончательно
(
−ε̃+υ⊥σx

(
ˆ̃px−e

c
H̃ỹ
)
+υ⊥σy ˆ̃py+υ‖σz ˆ̃pz

)
ψ̃ =

= 0, (13)

где Ĥ = H
√
1− β2. Положив

ψ̃ = exp

[
i

�
(p̃xx̃+ p̃z z̃)

]
ψ(ỹ),

для спектра получаем

ε̃n,p̃z = sgn(n)
√
2υ2⊥�2l

−2
H n
√
1− β2 + υ2‖p̃

2
z. (14)

Применяя обратные преобразования Лоренца, пере-
ходим в неподвижную систему отсчета и получаем

εn,px,pz = sgn(n)×
×
√
2υ2⊥�2l

−2
H n(1−β2)3/2+υ2‖p

2
z(1−β2)+υ0px. (15)

В случае графена, когда pz = 0, это выражение сов-
падает с результатом работ [27,28]. Заметим, что для
обеих точек Вейля (с разными знаками киральнос-
ти) добавочный член имеет одинаковый знак.

Решение стационарного уравнения (13) есть

ψ̃n,p̃x,p̃z (r̃) =
1√
2
exp

[
i

�
(p̃xx̃+ p̃z z̃)

]
×

×
(

ϕ̃n−1(ζ̃)

i sgn(n)ϕ̃(ζ̃)

)
, (16)

где

ζ̃ =
(1− β2)1/4

lH

(
y − p̃xl

2
H

�(1− β2)1/2

)
, (17)

а ϕ̃n(ζ̃) — собственные функции задачи квантово-
го гармонического осциллятора. Осуществим теперь
обратное преобразование Лоренца. Прежде всего за-
метим, что
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p̃x =
px − (υ0/υ

2
⊥)εn,px,pz√

1− β2
= px

√
1− β2 −

− β sgn(n)

√
2�2l−2

H n(1− β2)1/2 +
υ2‖
υ2⊥

p2z. (18)

Тогда

ζ =
(1− β2)1/4

lH

(
y − pxl

2
H

�
+

l2Hβ sgn(n)

�(1− β2)1/2
×

×
√
2�2l−2

H n
√
1− β2 +

υ2‖
υ2⊥

p2z

⎞
⎠ . (19)

Наконец, из лоренц-инвариантности скалярно-
го произведения 4-импульса pμ = (ε/υ⊥,−p) и
4-радиус-вектора xμ = (υ⊥t, r)

p̃μx̃
μ = pμx

μ (20)

следует, что

ε̃t̃− p̃xx̃ = εt− pxx. (21)

Таким образом, окончательно получаем

Ψn,px,pz(r, t) =
1√
2
exp

{
σx
θ

2

}
×

× exp

{
− i

�
(εt− pxx− pzz)

}
×

×
(

ϕn−1(ζ)

i sgn(n)ϕn(ζ)

)
для n �= 0, (22)

Ψ0,px,pz(r, t) =
1√
2
exp

{
σx
θ

2

}
×

× exp

{
− i

�
(εt− pxx− pzz)

}
×

×
(

1

0

)
ϕ0 для n = 0. (23)

Обсуждение энергетического спектра и волновой
функции приведено в подсекции B этой секции. В
Приложениях А, В мы привели алгебраическое и
квазиклассическое решения спектральной задачи.
Во втором случае мы аналитически показали, что
фаза Берри в точности равна π. Кроме того, неко-
торые результаты (например, зависимость z-компо-
ненты энергии от электрического поля) могут быть
лучше поняты при исследовании классического дви-
жения. Такое исследование приведено в Приложе-
нии C.

3.2. Обсуждение

Обсудим теперь полученное выражение для
энергетического спектра. Во-первых, заметим, что
электрическое поле снимает вырождение уровней
Ландау. Действительно, разным значениям px со-
ответствуют разные значения энергии из-за члена
υ0px. Во-вторых, радиус циклотронной орбиты есть
функция электрического поля. Действительно, из
(26) следует, что при υ0 → υ⊥ радиус циклотронной
орбиты, который определяется как масштаб неодно-
родности волновой функции вдоль оси y, стремится
к бесконечности. На самом деле, масштаб неодно-
родности y0 определяется через коэффициент перед
аргументом y, т. е.((

1− β2
)1/4

/lH

)
y = y/y0,

откуда видно, что y0 → ∞ при υ0 → υ⊥. Это озна-
чает, что движение по соответствующей оси исчеза-
ет. Другими словами, волновая функция по оси y

становится однородной и соответствующий импульс
обращается в нуль. Это следует и из того, что при
υ0 = υ⊥ мы получаем, что ε = υ⊥px, т. е. движе-
ние становится одномерным. Это является исключи-
тельно релятивистским эффектом. Важно, что усло-
вие υ0 = υ⊥ может быть достигнуто с помощью
приложения электрического поля. Таким образом,
приложение продольного электрического поля при-
водит к глобальным изменениям в энергетическом
спектре.

Рассмотрим более подробно волновую функцию
(22). Из формулы (19) следует, что при υ0 = υ⊥ и
при pz �= 0 волновая функция исчезает, так как ζ →
→ ∞. Если же pz = 0, то волновая функция отлич-
на от нуля. Это означает, что при υ0 = υ⊥ исчезают
все состояния, кроме состояний с pz = 0. Таким об-
разом, при этом условии спектр становится линей-
ным и чисто поверхностным. Этот результат может
быть получен, если рассматривать случай υ0 = υ⊥
с самого начала. Из гамильтониана (6) при υ0 = υ⊥
получаем следующее уравнение для волновой функ-
ции:

{
υ2⊥�

2l−2
H

(
1 1

−1 −1

)
+ J1I

}(
u

ν

)
=

=
(
ε2 − υ2‖p

2
z − υ2⊥p

2
x

)( u

ν

)
, (24)

J1 = υ2⊥p̂
2
y − 2υ⊥(ε− υ⊥px)�l−2

H y, (25)

990



ЖЭТФ, том 152, вып. 5 (11), 2017 Электронные свойства вейлевского полуметалла. . .

где ε — энергетический спектр при υ0 = υ⊥, т. е.
ε = υ⊥px. Если раскрыть матрицы в (24), получим
уравнение

J1h =
(
ε2 − υ2‖p

2
z − υ2⊥p

2
x

)
h, (26)

где h = u + ν. Решение уравнения (26) выражается
через функцию Эйри

h(ξ) = CAi(−ξ), (27)

где

ξ =
y

l
+ l2ε̃, ε̃ =

ε2 − υ2‖p
2
z − υ2⊥p

2
x

υ2⊥�2
,

l =

(
υ⊥�l2H

2(υ⊥px − ε)

)1/3

.

Теперь подставим ε = υ⊥px. Получаем, что ξ → −∞.
Используя асимптотическое выражение для функ-
ции Эйри

h(ξ) = {ξ → −∞} ≈ C

2|ξ|1/4 exp

(
−2

3
|ξ|3/2

)
,

приходим к выводу, что при υ0 = υ⊥ имеем h = 0.
Однако, если мы положим pz = 0, то волноваяфунк-
ция будет отлична от нуля. Действительно, в этом
случае ξ = 0 за счет второго слагаемого, что дает

h =
C

32/3Γ(2/3)
.

На рис. 2 приведен энергетический спектр (15)
при n �= 0. Из рисунка следует, что расстояние меж-
ду зонами Ландау уменьшается по мере роста элек-
трического поля. Такое уменьшение приведет к из-
менению характера осцилляций термодинамических
величин. В разд. 4 мы демонстрируем это на при-
мере плотности состояний. При υ0 = υ⊥ исчезает
орбитальное движение электронов и движение ста-
новится линейным.

Тот факт, что энергетический спектр (15) для
каждого уровня n зависит от двух импульсов px и
pz, означает, что в некоторых случаях существует
множество пар этих чисел, соответствующих одной
и той же энергии для данного номера уровня. Из
формулы (22) видно, что различным таким парам
соответствуют различные волновые функции, т. е.
каждый уровень Ландау оказывается вырожденным
с некоторой краткостью.

Особый интерес представляет нулевой уровень
Ландау. В данном случае нулевой уровень опреде-
ляется двумя импульсами: px и pz. Как было отме-
чено в разд. 1, нулевой уровень Ландау в вейлевском

полуметалле приводит к явлению киральной анома-
лии. Включим в исследуемую нами систему (рис. 1)
слабое постоянное электрическое поле параллельно
магнитному полю. Эта ситуация может быть описа-
на с помощью векторного потенциала

A =
(
−e
c
Hy, 0, Az(t)

)
,

а электрическое поле определяется как

E = −1

c

∂Az(t)

∂t
.

Если скорость изменения Az(t) намного меньше, чем
расстояние между энергетическими уровнями (для
системы с конечными размерами), то мы можем ис-
пользовать адиабатическую теорему для получения
собственных значений. Для этого мы будем решать
задачу при значении Az(t) в данный момент време-
ни, а затем будем медленно «сканировать» спектр
во времени. Тогда для нулевого уровня получим

εpx,pz = ±υ‖
√
1− β2

(
pz − e

c
Az

)
+ υ0px,

где знак «+» относится к одной точке Вейля, а знак
«−» — к другой точке. Из формулы следует, что
здесь мы будем иметь дело со случаем несиммет-
ричной киральной аномалии из-за дополнительно-
го члена υ0px. Действительно, рассмотрим частный
случай υ0 = υ‖/

√
1 + υ2‖/υ

2
⊥. В этом случае для двух

точек Вейля имеем

ε+px,pz
= υ0

(
pz −

(e
c
Az − px

))
,

ε−px,pz
= −υ0

(
pz −

(e
c
Az + px

))
.

Из этих формул следует, что изменения положи-
тельного и отрицательного киральных зарядов не
равны по модулю.

Все указанные выше эффекты связаны с реля-
тивистским характером энергетического спектра. В
случае параболического спектра поперечное элект-
рическое поле влияет на уровни Ландау следующим
образом:

εn,px,pz = �ωc

(
n+

1

2

)
+ υ0

(
px +

eE

ωс

)
+

+
mυ20
2

+
p2z
2m

. (28)

Таким образом, в случае параболического спектра
электрическое поле приводит просто к смещению
уровней Ландау и дрейфу электронов. Расстояние
между уровнями и z-компонента энергии не зависят
от электрического поля.
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pz pz

�= 0 �= 0.9

Рис. 2. Зоны Ландау при отсутствии (a) и наличии электрического поля (б)

4. КВАНТОВЫЕ ОСЦИЛЛЯЦИИ В
СКРЕЩЕННЫХ ПОЛЯХ

4.1. Плотность состояний и квантовая
электроемкость в вейлевском полуметалле

Квантование Ландау приводит к осцилляциям
термодинамических величин. Последние определя-
ются с помощью плотности состояний. Здесь мы рас-
смотрим осцилляции плотности состояний. При ко-
нечных температурах поведение плотности состоя-
ний исследуется с помощью квантовой электроем-
кости. Квантовые осцилляции в вейлевском полуме-
талле исследовались в работах [15, 16, 41, 42].

Плотность состояний определяется как

ρ(ε) =
LxLz

(2π�)2

px max∫
0

dpx

∫
dpz ×

×
{
|ε− υ0px|δ

(
(ε− υ0px)

2 − υ2‖γ
2p2z

)
+

+
∞∑

n=1,α=±
δ (ε− υ0px − αEn,pz )

}
. (29)

Величина pxmax определяется из условия вырож-
денности уровней Ландау. Используя результат
микроскопического подхода, получаем

0 < Δy =
c

eH
Δpx < Ly, (30)

откуда Δpxmax = eHLy/c. Интегрируя по pz, полу-
чаем

ρ(ε) =
LxLz

(2π�)2
eHLy

γcυ‖

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
1 +

2

eELy
×

×
eELy∫
0

[
(ε−ζ)2l2H
υ2
⊥2�2γ3

]
∑
n=1

|ε− ζ|dζ√
(ε− ζ)2 − 2�2

l2H
υ2⊥γ3n

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭
. (31)

При отсутствии электрического поля (E = 0) и при
υ⊥ = υ‖ = υF получаем

ρ(ε) =
LxLz

(2π�)2
eHLy

cυF
×

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
1 + 2

|ε|
υF

[
ε2l2H

υ2
⊥2�2

]
∑
n=1

1√
ε2

υ2F
− 2�2

l2H
n

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭
, (32)

что совпадает с результатом работы [41].
На рис. 3 показана зависимость плотности состо-

яний (31) от обратного магнитного поля при раз-
личных значениях электрического поля. На рисун-
ке видно, что электрическое поле изменяет характер
квантовых осцилляций особенно существенно вбли-
зи значений, когда υ0 = υF . Последнее связано с
коллапсом уровней Ландау.

Из (31) видно, что при v0 = v⊥ плотность
состояний расходится. Возникает вопрос, связано
ли такое поведение плотности состояний с нашей
низкоэнергетической моделью. На самом деле, это
недостаток континуальной модели. Действительно,
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DOS, отн. ед. DOS, отн. ед.
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Плотность состояний как функция магнитного поля при μ = 0.3 эВ (а) и как функция хими-
ческого потенциала при H = 2 Tл для различных значений электрического поля (б): E = 0 (красный), E = 400 В/см

(синий), E = 700 В/см (зеленый)

Кристаллическая

решетка

а
б

Рис. 4. Траектории носителей в трехмерном вейлевском полуметалле при υ0 = υ⊥ в непрерывной модели (а) и решеточ-
ной модели (б). В непрерывной модели таких траекторий бесконечное число, что приводит к расходимости плотности

состояний

при υ0 = υ⊥ движение становится чисто одномер-
ным. Но наша система является трехмерной. Во-
прос: сколько одномерных траекторий умещается
в трехмерной системе? Ответ: если не учитывать
периодичную структуру кристалла (континуальная
модель), то таких одномерных траекторий в системе
будет бесконечное число (рис. 4а). Соответственно,
бесконечным будет и число состояний. С этим и свя-
зано расхождение плотности состояний. Понятно,
что если учесть периодическую структуру (реше-
точная модель), то плотность состояний будет огра-
ничена сверху концентрацией атомов, т. е. между од-
номерными траекториями будет дистанция, равная
кристаллической постоянной (рис. 4б).

Таким образом, чтобы избежать расходимости
плотности состояний, необходимо принять во вни-
мание кристаллическую структуру. В нашем случае

достаточно ограничить импульсы сверху значени-
ем p0 ∼ �/a, где a — постоянная кристаллической
структуры. Учитывая сказанное, для плотности со-
стояний при υ0 = υ⊥ получаем

ρ(ε) =
LxLz

(π�)2
p0
υ⊥

Θ(υ⊥pxmax − ε). (33)

Отсюда видно, что при p0 → ∞, т. е. в непрерывной
модели (a→ 0), плотность состояний расходится.

Получим теперь аналитическое выражение для
квантовой электроемкости при низких температу-
рах. На измерениях электроемкости, а также ее ос-
цилляций в квантующем магнитном поле [43,44], ос-
нован один из экспериментальных методов изучения
плотности состояний. В работе [45] были исследо-
ваны квантовые осцилляции электроемкости много-
слойного графена. В случае вейлевского полуметал-
ла такое исследование является методом изучения

10 ЖЭТФ, вып. 5 (11)
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поверхностных состояний, а наш результат по кван-
товой электроемкости может быть важен при оценке
объемного вклада в плотность состояний. Кванто-
вая электроемкость определяется как

C = −e2
∞∫
0

∂f

∂ε
ρ(ε) dε, (34)

где
f(ε) = (exp ((ε− μ) /kBT ) + 1)

−1

— функция распределения Ферми –Дирака, μ — хи-
мический потенциал. Применим формулу Пуассона

1

2
f(0) +

∑
n=1

f(n) =

∞∫
0

f(x) dx+

+ 2Re

∞∑
k=1

∞∫
0

f(x)e2πikxdx (35)

к формуле (29). Тогда получим

ρ = ρ0 + ρosc, (36)

где

ρ0 =
LxLz

(2π�)2
υ̃‖
υ̃2⊥

ε3 − (ε− υ0pxmax)
3

3eE�
, (37)

ρosc =
LxLz

(2π�)2
1

υ̃‖

1

�2υ̃2⊥l
−2
H

px max∫
0

ε2dpx×

×
∞∑
k=1

1∫
0

dy√
y

cosπk
ε2l2H
�2υ̃2⊥

(1− y), (38)

где введены обозначения υ̃‖ = γυ‖, υ̃⊥ = γ3/4υ⊥.
Чтобы рассчитать интеграл по y, мы воспользуемся
результатом работы [41]. Тогда окончательно полу-
чим

ρosc =
LxLz

(2π�)2
�υ̃⊥

2πυ0lH υ̃‖
×

×
∞∑
k=1

1

k2

(
cos

(
πkl2H
�2υ̃2⊥

(ε− υ0pxmax)
2 +

π

4

)
−

− cos

(
πkl2H
�2υ̃2⊥

ε2 +
π

4

))
. (39)

Заметим, что при υ0 = υ⊥ мы получаем ρosc = 0.
Это связано с тем, что при этом условии происходит
коллапс уровней Ландау, исчезает орбитальное дви-
жение, а соответственно, и соответствующие кван-
товые осцилляции.

Воспользуемся тригонометрическим соотноше-
нием

cos
(
πkξε +

π

4

)
− cos

(
πkξε +

π

4

)
=

= 2 sin

(
πk

3
(ξε + ξε) +

π

4

)
×

× sin
(
πkυ0pxmax

(
ε− υ0pxmax

2

)
l̃2H

)
, (40)

где для удобства мы ввели обозначения

ξε = (ε− υ0pxmax)
2l2H/�

2υ̃2⊥, ξε = ε2 l̃2H .

Для слабых электрических полей, когда μ > eELy,
для выражения (40) приблизительно получаем

2 sin

(
πk

ε2l2H
�2υ̃2⊥

+
π

4

)
sin

(
πk
ευ0pxmaxl

2
H

�2υ̃2⊥

)
. (41)

Таким образом, помимо осцилляций де Гааза – ван
Альфена, имеется некоторая модуляция этих осцил-
ляций с частотой Δ(1/H) ∝ (ευ0pxmax)

−1, которая
стремится к бесконечности при отсутствии электри-
ческого поля.

Если μ� eELy, то получаем

cosπ

(
kξε +

1

4

)
− cosπ

(
kξε +

1

4

)
≈

≈ cosπ

(
k
υ20p

2
xmaxl

2
H

�2υ̃2⊥
+

1

4

)
− 1√

2
. (42)

Таким образом, в случае сильных электрических
полей характерной энергией, определяющей период
квантовых осцилляций, является величина υ0pxmax.
При отсутствии электрического поля формула (39)
дает результат работы [41].

Подставим теперь плотность состояний в фор-
мулу (34). При низких температурах подынтеграль-
ное выражение в (34) существенно отлично от нуля
лишь в непосредственной окрестности точки хими-
ческого потенциала. Поэтому мы запишем

ε2 ≈ μ2 + 2μ(ε− μ), (43)

(ε− υ0pxmax)
2 ≈ (μ− υ0pxmax)

2 +

+ 2(μ− υ0pxmax)(ε− μ). (44)

Тогда для осциллирующей части квантовой элект-
роемкости получим

Cosc = e2
LxLz

(2π)2
υ̃⊥

2π�υ0lH υ̃‖
×

×
∑
k=1

1

k2

{
χk

shχk

cos
(
πkξμ +

π

4

)
−

− χk

shχk
cos
(
πkξμ +

π

4

)}
, (45)
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где χk = πkξμkBT , χk = πkξμkBT . При получении
(45) использована формула

∞∫
−∞

eiαz

4 ch2
z

2

dz =

∞∫
−∞

ez

(ez + 1)2
eiαzdz =

πα

shπα
. (46)

Измерение квантовой электроемкости позволит
непосредственно проверить предсказанные в дан-
ной работе эффекты. Используя полученные здесь
выражения, можно исследовать термодинамические
свойства в скрещенных полях [46, 47].

4.2. Сравнение со случаем шредингеровских
фермионов

Для нерелятивистских (шредингеровских) элек-
тронов в скрещенных полях плотность состояний за-
пишется в следующем виде:

ρSch(ε) =
LxLz

(2π�)2

px max∫
0

dpx

∫
dpz ×

×
∞∑
n=0

δ(ε− υ0px − En,pz ), (47)

где

En,pz = �ωc

(
n+

1

2

)
+
υ0eE

ωc
+
mυ20
2

+
p2z
2m

=

= �ωcn+ ε0 +
p2z
2m

.

После интегрирования получаем

ρSch(ε) =
LxLz

√
2m

2(2π�)2υ0
×

×
∞∑
n=0

[√
ε−ε0−eELy−�ωcn−

√
ε−ε0−�ωcn

]
. (48)

Из этой формулы следует, что в отличие от реля-
тивистских электронов, в данном случае плотность
состояний изменяется очень незначительно. При от-
сутствии электрического поля получаем

ρSch(ε) =
LxLz

√
2m

2(2π�)2

∞∑
n=0

1√
ε− �ωc

(
n+

1

2

) . (49)

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе мы сделали следующие тео-
ретические предсказания: зоны Ландау сокращают-
ся и при некотором значении электрического поля

коллапсируют. Волновая функция объемных состо-
яний исчезает при E = υ⊥H/c и состояния оказы-
ваются чисто поверхностными. Указанные эффекты
будут влиять на такие явления, как поверхностные
состояния в виде ферми-дуг, киральная аномалия и
т. д. Электрическое поле влияет на характер кван-
товых осцилляций.

Если положить υF = 107 см/с, то в магнитном
поле 1 Тл коллапс уровней Ландау происходит при
E0 ≈ 103 В/см. Если размер образца Ly = 200 мкм
(см., например, [10]), то U0 ≈ 20 В.

В конце отметим, что влияние продольного элек-
трического поля на уровни Ландау дает уникаль-
ную возможность управлять магнетизмом вейлевс-
ких полуметаллов с помощью электрического поля.
Лифшиц и Каганов, впервые обратившие внимание
на этот эффект [48], предложили использовать его
для исследования изоэнергетических поверхностей
в полупроводниках. Действительно, из-за наличия
запрещенной щели энергетический спектр полупро-
водника отличается от параболического, благодаря
чему указанный эффект в этих материалах суще-
ствует. В работе [34] было исследовано оптическое
поглощение в полупроводниках в скрещенных маг-
нитном и электрическом полях. В этой работе по-
дробно рассмотрены случаи E < H и E > H . Благо-
даря линейному спектру носителей, влияние элект-
рического поля на уровни Ландау в вейлевских по-
луметаллах существенно сильнее, чем в обычных по-
лупроводниках и других нерелятивистских матери-
алах.

Обобщение идей и результатов настоящей рабо-
ты на случай вейлевских полуметаллов типов III,
IV, предсказанных в работе [49], на наш взгляд,
представляет большой интерес. В качестве основы
такого обобщения здесь приведен расчет энергети-
ческого спектра таких фермионов в магнитном по-
ле.

Для взаимодействующих вейлевских фермионов
можно написать следующий гамильтониан [49]:

Ĥ = υFσ · p+ ω · p+
ε

υF
ϑ · σ. (50)

Для случая ϑ = 0, если υF > |ω|, этот гамильто-
ниан описывает вейлевские полуметаллы типа I с
наклонным спектром, а если υF < |ω|, то (50) со-
ответствует вейлевским полуметаллам типа II. Для
случая ϑ �= 0 авторы работы [49] ввели следующую
классификацию: случай υF > |ω| и υF < |ϑ| соответ-
ствует ввейлевским полуметаллам типа III, а случай
υF < |ω| и υF < |ϑ| соответствует типу IV.
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В присутствии магнитного поля мы имеем

Ĥ = υFσ
(
p+

e

c
A
)
+ω
(
p+

e

c
A
)
+
ε

υF
ϑ · σ. (51)

Далее мы будем рассматривать простое приближе-
ние ωy = 0 (более общий случай ωy �= 0 рассмотрен
в Приложении D). Используя калибровку Ландау,
получим

Ĥ = υFσx

(
px +

ε

υ2F
ϑx − e

c
Hy

)
+

+ υFσy

(
py+

ε

υ2F
ϑy

)
+ υFσz

(
pz+

ε

υ2F
ϑz

)
+

+ ωxpx − ωx
e

c
Hy + ω‖pz. (52)

Волновое уравнение может быть записано как

ĤΨ = (ε− ωxpx − ω‖pz)Ψ, (53)

Ĥ = υFσx

(
px +

ε

υ2F
ϑx − e

c
Hy

)
+

+ υFσy

(
py +

ε

υ2F
ϑy

)
+

+ υFσz

(
pz +

ε

υ2F
ϑz

)
− ωx

e

c
Hy.

Чтобы решить волновое уравнение с гамильтониа-
ном Ĥ , перейдем к новым переменным, используя
преобразования Лоренца с β = th θ = −ωx/υF . Тог-
да[

−υF e−σxθ

(
ˆ̃pt − p̂t sh θ

ϑx
υF

)
+

+ υFσxe
−σxθ

(
ˆ̃px + ch θ

ϑx
υF

p̂t − e

c

H

ch θ
y

)
+

+ υFσy

(
p̃y +

ϑy
υF

p̂t

)
+

+ υFσz

(
pz +

ϑz
υF

p̂t

)]
Ψ = 0. (54)

Для стационарной задачи, используя ту же проце-
дуру, что в разд. 3, мы получим[

−
(
ξ̃−ε sh θ ϑx

υF

)
+υFσx

(
p̃x+ch θ

ε

υ2F
ϑx−e

c
H̃y

)
+

+ υFσy

(
p̃y+

ϑy
υ2F

ε

)
+υFσz

(
p̃z+

ϑz
υ2F

ε

)]
Ψ̃ = 0. (55)

Для собственных значений ξ̃ задачи (55) получаем

ξ̃n − ε
β√

1− β2

ϑx
υF

= sgn(n)υF ×

×
√
2�2l−2

H n
√
1− β2 +

(
p̃z +

ϑz
υ2F

ε

)2

. (56)

Применяя обратные преобразования Лоренца, для
собственных значений гамильтониана (52) получим

εn = sgn(n)
√
2υ̃2⊥�2l

−2
H n+ υ̃2‖p

2
z + ω̃zpz, (57)

ε0 = (υ̃‖ + ω̃z)pz , (58)

где

υ̃⊥ = υF γ
3/2
/√

ω2 − γ2ϑ2z
υ2F

,

υ̃‖ = υF γ

(
ω +

ωzϑz
υ2F

)/(
ω2 − γ2ϑ2z

υ2F

)
,

ω̃z =
(
ωωz + γ2ϑz

)/(
ω2 − γ2ϑ2z

υ2F

)
,

ω = 1 +
ωxϑx
υ2F

, γ =
√
1− β2.

При алгебраическом решении этой задачи воз-
никают дополнительные трудности, из-за которых
нельзя непосредственно использовать результат ра-
боты [28]. Поэтому в Приложении D мы привели
алгебраический подход к этой задаче, причем рас-
смотрели самый общий случай ωy �= 0.

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке грантов президента РФ (МК-МК-2130.2017.2),
РФФИ (№15-02-03311a), а также фонда «Динас-
тия».

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Алгебраический подход для расчета спектра

Здесь мы представим алгебраический подход к
решению спектральной задачи (6). Представив вол-
новую функцию в виде

ψ = exp

{
i

�
(pxx+ pzz)

}
ϕ(y), (A.1)

получим

Ĥ =

=

(
υ‖pz+eEy υ⊥(px−�l−2

H y−ip̂y)
υ⊥(px+ip̂y−�l−2

H y) −υ‖pz + eEy

)
. (A.2)

Вводя новую переменную px− �l−2
H y = −�y/lH и пе-

реходя к операторам вторичного квантования a =

= (y + ∂/∂y)/
√
2, a+ = (y − ∂/∂y), получаем
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Ĥ =

(
υ‖pz + υ0px +A(a+ a+) Ba

Ba+ −υ‖pz + υ0px +A(a+ a+)

)
, (A.3)

где A = eElH/
√
2, B =

√
2 υ⊥�/lH , υ0 = cE/H . Вол-

новое уравнение в данном случае можно записать в
виде

Ĥ|ψ〉 = ε|ψ〉, (A.4)

где

ε = ε− υ0px, (A.5)

Ĥ =

=

(
υ‖pz+A(a+a+) Ba

Ba+ −υ‖pz+A(a+a+)

)
. (A.6)

Гамильтониан (A.6) нельзя привести к диагонально-
му виду, воспользовавшись методом из работы [28].
Мы воспользуемся другим очень простым, но более
общим, чем в [28], методом, который, кстати, можно
применить и в более сложных случаях (см. Прило-
жение D). Представим волновую функцию в виде

|ψ〉 =
(

|u〉
|ν〉

)
.

Тогда мы получим следующие два уравнения
из (A.4):

Ba|ν〉 = (ε− υF pz −A(a+ a+)
) |u〉, (A.7)

Ba+|u〉 = (ε+ υF pz −A(a+ a+)
) |ν〉. (A.8)

Подействуем оператором Ba на уравнение (A.8) и
оператором Ba+ на (A.7). Принимая во внимание
коммутационные соотношения [aa+] = 1, оконча-
тельно получим

(JI+K)|ψ〉 =
(
ε2 − υ2‖p

2
z

)
|ψ〉, (A.9)

где

J = −A2(aa+a+a+)−2εA(a+a+)+(B2−2A2)a+a,

K =

(
B2 −A2 −AB
AB −A2

)
.

Диагонализация оператора в уравнении (A.9) и ре-
шение этого уравнения приведены в работе [28]. Ис-
пользуя результат этой работы, получим (15).

ПРИЛОЖЕНИЕ В

Фаза Берри и квазиклассический подход

Интересно отметить, что квазиклассический
подход приводит к правильному выражению для
энергетического спектра. В отличие от предыдущих
параграфов, здесь мы будем, следуя Лифшицу и
Каганову [48, 50] и нашим работам [29–32, 51], ис-
пользовать квазиклассический подход, основанный
на использовании обобщенных условий квантования
Лифшица –Онсагера [52, 53], которые можно запи-
сать в виде

A(ε∗) = 2π�2l−2
H (n+ γ), (B.1)

где A(ε∗) — площадь сечения поверхности ε(p) −
− υ0p = ε∗, где υ0 = c[E · H]/H2 — средняя ско-
рость дрейфа электрона перпендикулярно плоскос-
ти, в которой лежат E и H, γ = 1/2−χ/2π, где χ —
фаза Берри. Такое обобщение связано с тем, что в
скрещенных полях сохраняется не энергия, а вели-
чина ε∗(p). В нашем случае E ⊥ H, а υ0 = cEex/H ,
где ex — единичный вектор вдоль оси x. Тогда υ0p =

= υ0px. Для спектра вблизи вейлевской точки имеем

A(ε∗, pz) =
π

υ⊥
√
υ2⊥ − υ20

(
ε∗2υ2⊥
υ2⊥ − υ20

− υ2‖p
2
z

)
. (B.2)

Тогда

ε =
√
2υ2⊥(1−β2)3/2�2l−2

H (n+γ)+υ2‖(1−β2)p2z +

+ υ0px. (B.3)

Покажем, что для гамильтониана (2) фаза Бер-
ри равна π, т. е. γ = 0. Для этого мы воспользуемся
методом Фальковского из работы [54], которая бы-
ла написана, кстати, задолго до опубликования из-
вестной работы Берри [55]. В [54, 56] для χ(ε) было
получено следующее выражение:

χ(ε) = Im

∮
dkx

ϕ∗
0ϕ0υy

ϕ∗
0Vy

dϕ0

dkx
, (B.4)

где Vy = ∂H/∂ky — оператор скорости, ϕ0 — собст-
венные функции гамильтониана. Представим собст-
венные функции гамильтониана (2) в виде

ϕ0 =

(
υ⊥(px − ipy)

ε− υ‖pz

)
. (B.5)
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Тогда

ϕ∗
0ϕ0 = υ2⊥p

2
⊥ + (ε− υ‖pz)2. (B.6)

Оператор скорости Vy имеет вид Vy = υ⊥σy . Тогда
имеем

Imϕ∗
0Vy

dϕ0

dpx
= υ2⊥[ε− υ‖pz]. (B.7)

Прежде всего, заметим, что функции (B.6) и (B.7)
не зависят от px. Далее, мы имеем∮

dpx/υy = dA/dε.

На самом деле, по определению

A =

∮
dpxdpy.

С другой стороны,

dpy = dε/(∂ε/∂py) = dε/υy.

Тогда

A =

∮
dε dpx/υy.

В нашем случае

dA

dε
=

2πε

υ2F
. (B.8)

Используя формулы (B.7), (B.8), можно показать,
что χ = π. Таким образом, квазиклассический под-
ход приводит к такому же выражению для энерге-
тического спектра, что и микроскопический.

ПРИЛОЖЕНИЕ С

Классическое движение дираковских
электронов в скрещенных полях

Исследование классического движения частиц
помогает понять некоторые результаты, полученные
в настоящей работе. Из предыдущих пунктов может
возникнуть вопрос о зависимости от электрического
поля z-компоненты энергетического спектра. Пояс-
ним этот момент. Запишем выражения для компо-
нент скоростей нерелятивистской и релятивистской
частиц:

υx,y,z = px,y,z/m (C.1)

— для нерелятивистской частицы,

υx,y,z =
υF px,y,z√
p2x + p2y + p2z

(C.2)

— для релятивистской частицы.
Из этих выражений следует, что в случае дира-

ковских частиц каждая из компонент скорости за-
висит от всех компонент импульсов в противопо-
ложность нерелятивистскому случаю. Это означает,
что независимо от направления приложения элек-
трического поля оно будет влиять на все компонен-
ты энергии: ε = υxpx+υypy+υzpz. Легко понять, что
в случае нерелятивистских частиц такого влияния
не будет. Это чисто релятивистский эффект, с ко-
торым связаны некоторые интересные последствия,
которые будут рассмотрены в Приложении D.

Рассмотрим классическое движение дираков-
ских частиц в скрещенных магнитном и электриче-
ском полях. Направим электрическое поле вдоль оси
y, а магнитное — вдоль оси z. Тогда уравнения дви-
жения запишутся в виде

dpx
dt

=
e

c
Hυy,

dpy
dt

= eE−e
c
Hυx,

dpz
dt

= 0. (C.3)

Кроме того, из этих уравнений можно получить

dε

dt
= eEυy. (C.4)

Из этих уравнений мы получаем

pz = const, ε− υ0px = const. (C.5)

Чтобы решить уравнения движения (C.3), перей-
дем в движущуюся со скоростью υ0 = cE/H систему
отсчета, аналогично тому, как мы поступали в При-
ложении B. Поскольку υ0 � c, изменениями полей
будем пренебрегать. Прежде всего, из (C.5) получа-
ем

ε− υ0px = ε̃
√
1− β2 = const. (C.6)

Таким образом, в движущейся системе отсчета энер-
гия сохраняется, ε̃ = const. Это означает, что

dε̃

dt̃
= 0. (C.7)

С другой стороны,

ε̃ =
√
υ2⊥
(
p̃2x + p̃2y

)
+ υ2‖p̃

2
z,

что дает

dε̃

dt̃
= υ̃x

dp̃x

dt̃
+ υ̃y

dp̃y

dt̃
= 0, (C.8)

так как dp̃z/dt̃ = 0. Далее, используя преобразова-
ния Лоренца для координат, импульсов и скоростей
для второго уравнения (C.3) получим

dp̃y

dt̃
= −e

c
H̃υ̃x, (C.9)
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где H̃ = H
√
1− β2. Подставляя (C.9) в (C.8), полу-

чаем

dp̃x

dt̃
=
e

c
H̃υ̃y. (C.10)

Поделим обе части уравнений (C.9) и (C.10) на ε̃
и учтем, что υ̃i = υ2⊥,‖p̃i/ε̃. Тогда

dυ̃x

dt̃
=
υ2⊥eH̃
cε̃

υ̃y,
dυ̃y

dt̃
= −υ

2
⊥eH̃
cε̃

υ̃x,

dυ̃z

dt̃
= 0.

(C.11)

Таким образом, задача свелась к задаче о дви-
жении дираковского электрона в одном только маг-
нитном поле H̃. Эти уравнения легко решить:

υ̃x = υ̃y cos ω̃t̃, υ̃y = −υ̃⊥ sin ω̃t̃,

υ̃z = υ̃z0 = const,
(C.12)

где

ω̃ =
υ2⊥eH̃
cε̃

, υ̃⊥ =
√
υ̃2x + υ̃2y.

Применяя обратные преобразованияЛоренца, а так-
же учитывая, что ω̃t̃ = ωt

√
1− β2, получаем

υx =
υ⊥ cos(γωt)+υ0
1+β cos(γωt)

, υy =
υ⊥ sin(γωt)

1+β cos(γωt)
γ,

υz =
υ̃z0

1 + β cos(γωt)
γ.

(C.13)

Из этих формул следует, что при υ0 = υ⊥ имеем
υx = υ⊥ и υy = υz = 0, т. е. движение становит-
ся линейным в полном соответствии с результата-
ми предыдущих параграфов. Кроме того, интерес-
но, что периодическими функциями времени явля-
ются не только компоненты скорости x, y, но и ком-
понента z. Это чисто релятивистские эффекты, ко-

торые в данном случае возникают только в режи-
ме скрещенных полей. В случае графена необходимо
положить υz0 = 0.

ПРИЛОЖЕНИЕ D

Алгебраический подход для расчета спектра
взаимодействующих вейлевских фермионов

в магнитном поле

Введем новые переменные

Pi = p̂i +
ε

υ2F
ϑi.

Тогда

υF =

=

⎛
⎜⎜⎝ Pz+

ωy

υF
p̂y+e

Ĕ

υF
y Px−iPy−�l−2

H y

Px+iPy−�l−2
H y −Pz+

ωy

υF
p̂y+e

Ĕ

υF
y

⎞
⎟⎟⎠ψ =

= (ε− ωxpx − ωzpz)ψ, (D.1)

где Ĕ = −ωxH/c. Далее, введем следующие опера-
торы вторичного квантования:

a =

(
y + ∂/∂y + i

lH
�

ε

υ2F
ϑy

)/√
2, (D.2)

a+ =

(
y − ∂/∂y − i

lH
�

ε

υ2F
ϑy

)/√
2, (D.3)

Px − �l−2
H y = −�y/lH . (D.4)

Тогда мы получим

(
υFPz + (A+ C)a+ (A− C)a+ −Ba

−Ba+ −υFPz + (A+ C)a+ (A− C)a+

)
ψ = εψ, (D.5)

где

ε = ε

(
1 +

ωxϑx
υ2F

+
ωyϑy
υ2F

)
− υ0px − ωzpz, (D.6)

A =
eĔlH√

2
, B = −

√
2 υF�

lH
, C =

ωy√
2

�

ilH
.

Используя процедуру, описанную в Приложении А,
уравнение (D.5) можно привести к виду[

ĴI + K̂
]
ψ =

(
ε2 − υ2FP

2
z

)
ψ, (D.7)

где

Ĵ = 2ε
(
(C +A)a+ (A− C)a+

)− (C +A)2aa−
− (A− C)2a+a+ +

(
B2 − 2(A2 − C2)

)
a+a, (D.8)

K̂ =

(
B2 − (A2 − C2) −B(A− C)

B(C +A) −(A2 − C2)

)
. (D.9)

Представим волновую функцию в виде

ψ = |φ〉
(
ϕ

χ

)
,
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где |φ〉 — собственная функция оператора Ĵ , а(
ϕ

χ

)
— собственная функция оператора K̂. Преж-

де всего, имеем

K

(
ϕ

χ

)
=

(
B2−(A2−C2) −B(A−C)
B(C +A) −(A2 − C2)

)
×

×
(
ϕ

χ

)
= λ

(
ϕ

χ

)
, (D.10)

λ1,2 = −(A2 − C2)+

+
B2 ±B

√
B2 − 4(A2 − C2)

2
. (D.11)

Тогда задача сводится к решению уравнения

Ĵ |φ〉 = (ε2 − υ2FP
2
z − λ1,2

) |φ〉. (D.12)

Для диагонализации оператора Ĵ нельзя непо-
средственно воспользоваться результатом работы
[28]. Мы воспользуемся следующими канонически-
ми преобразованиями:

a = u(β − α∗) + ν(β+ − α),

a+ = u∗(γ+ − α) + ν∗(γ − α∗),
(D.13)

где

α = 2ε (A(u+ ν∗) + C(u − ν∗))
/
ω,

ω =
√
B4 − 4B2(A2 − C2),

ν

u∗
=

2(A− C)2

ω +B2 − 2(A2 − C2)
,

u

ν∗
= − 2(A− C)2

ω − (B2 − 2(A2 − C2))
.

Тогда для Ĵ можно получить следующее выраже-
ние:

Ĵ =
1

2

(
ω
(
B2 − 2(A2 − C2)

)) −
− 4ε2(A2 − C2)B2

ω2
+ ωβ+β. (D.14)

Из (D.14) мы получим выражение (15) только с за-
меной ω → ω и γ → γ̃, где

γ̃ =

√
1−β̃2, β̃2 =

ω2
x+ω

2
y

υ2F
, ω = 1+

ωxϑx
υ2F

+
ωyϑy
υ2F

.
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