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Представлены результаты аналитического и численного исследований динамики ограниченного ансам-
бля заряженных частиц, находящегося в постоянном пространственно-однородном магнитном поле. Рас-
четы выполнялись для частиц с различными массами и зарядами в широком диапазоне параметров
исследуемых систем. Показано, что для слабонеидеальных систем поперечный коэффициент диффузии
для ансамбля частиц в магнитном поле соответствует формуле Таунсенда. Предложены аналитические
оценки для анализа величины эффективного радиуса диффузии ансамбля частиц за счет их теплового
движения. Предложенные соотношения были проверены путем численного моделирования задачи.

DOI: 10.7868/S0044451017110281

1. ВВЕДЕНИЕ

Значительный рост интереса к исследованиям
динамики заряженных частиц во внешних электро-
магнитных полях, наблюдаемый в настоящее время,
по большей части связан с проблемами эффектив-
ности энергетических установок для Управляемого
Термоядерного Синтеза (УТС) [1–6], а также с раз-
витием технологий для переработки Отработанного
Ядерного Топлива (ОЯТ) [7–14].

Управляемый термоядерный синтез является од-
ним из самых перспективных способов получения
энергии. Одной из важных технологических про-
блем эффективности установок УТС является про-
блема «первой стенки» (т. е. границы пристеночной
плазмы, которая принимает на себя поток нейтро-
нов, протонов, атомов и ионов гелия и трития, а
также электромагнитное излучение) и связанное с
ней образование большого количества пыли.

Другой из актуальных задач атомной энергетики
является переработка ОЯТ, необходимая для пере-
хода к замкнутому топливному циклу с целью более
полного вовлечения ресурсов топлива реакторов для
его повторного использования. Не менее важным
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фактором развития таких технологий являются тре-
бования экологии, направленные на сокращение за-
хороняемых радиоактивных отходов, а также объе-
ма их перевозок. Перечисленным требованиям отве-
чает плазменная сепарация ОЯТ [8–14]. Данная тех-
нология предполагает преобразование радиоактив-
ного вещества в низкотемпературную плазму с по-
следующим пространственным разделением состав-
ляющих его ионов по массам.

Основные трудности касаются вопросов эффек-
тивности разделения сепарируемого вещества и свя-
заны с поиском оптимальных условий простран-
ственного разделения ионов ОЯТ по массам. Дан-
ные условия включают выбор режима работы уста-
новки (давления и типа буферного газа, величины
внешнего магнитного поля, рабочих характеристик
разряда и т. д.), а также выбор конструкции и рас-
положения источника сепарируемого вещества в ра-
бочей камере. На настоящий момент для поиска та-
ких оптимальных условий предлагаются предвари-
тельные экспериментальные исследования эффек-
тивности разделения безопасного сепарируемого ве-
щества, моделирующего уран и продукты его деле-
ния [13, 14].

Следует отметить, что наличие электромагнит-
ных полей может значительно влиять на процес-
сы массопереноса и энергетического обмена в плаз-
ме. Данное влияние необходимо учитывать как в
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процессе конструирования эффективных энергети-
ческих установок, так и при выборе оптимальных
режимов их работы. Коме того, необходимо учиты-
вать наличие тепловых движений частиц (процессы
диффузии) на их регулярное движение в электро-
магнитном поле.

Численное исследование разделения ионов ОЯТ
для одиночных заряженных частиц различной мас-
сы M1 = 240 ат. ед. и M2 = 150 ат. ед. в постоянном
магнитном поле с индукцией B ∼ 1000 Гс для ν = 0

(ν — коэффициент трения ионов из-за их столкно-
вений с нейтралами окружающего газа) во внешнем
электрическом поле со сложным пространственным
профилем было представлено в работах [11, 12]. В
данных работах тепловое движение частиц не учи-
тывалось, а угловой разброс за счет возмущения па-
раметров при «вбросе» отдельной частицы состав-
лял около 4–5 градусов.

Тепловое движение заряженных частиц в маг-
нитном поле представляет интерес и в настоящее
время [15, 16], однако несмотря на большое количе-
ство теоретических и численных работ, посвящен-
ных броуновской динамике заряженных частиц в
постоянном магнитном поле, на данный момент нет
никакой информации о моделировании их диффу-
зии как в случае протяженных систем, так и для
ограниченного облака частиц при его «рассеянии» в
пространстве.

В настоящей работе представлен анализ влияния
теплового движения заряженных частиц на их ди-
намику в пространственно-однородном магнитном
поле. Вычисления выполнялись для ионов с атом-
ной массой M1 = 240 ат. ед. (с зарядовым числом
Z = 1), M2 = 155 ат. ед. (Z = 1; 2) и M3 = 65 ат. ед.
(Z = 1; 3), моделирующих уран и продукты его де-
ления [11–14]. Величина индукции магнитного поля
B изменялась в пределах от 100 Гс до 800 Гс. Ко-
эффициент ν варьировался в пределах от 8000 с−1

до 80000 с−1, что соответствовало давлению буфер-
ного газа такого, как аргон или гелий, примерно от
1 мТорр и до 10 мТорр [17]. Данный тип газа при та-
ких давлениях может применяться в качестве рабо-
чего для установок по разделению ОЯТ в разрядах
отражательного типа [10, 11, 18].

Следует отметить что, в том случае, когда тепло-
вая скорость ионов много больше их регулярной ско-
рости (например, при «разлете» облака заряженных
частиц за счет сил межчастичного взаимодействия),
частота их столкновений с нейтралами окружающе-
го газа постоянна, а подвижность ионов массой Mi в
буферном газе с нейтралами массой Mg � Mi про-
порциональна Z{(Mi +Mg)/MiMg}1/2 ≈ Z/M

1/2
g .

2. КОЭФФИЦИЕНТ ДИФФУЗИИ
ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ В ПОСТОЯННОМ

МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Вопрос о характере диффузии заряженных час-
тиц в магнитном поле изучался в работах [19–21].
В теории парных столкновений Таунсенда коэффи-
циент поперечной диффузии (в направлении орто-
гональном действующему магнитному полю) для
частиц одного сорта имеет следующую зависимость
[19–21]:

D⊥ = D0/(1 + ω2τ2). (1)

Здесь D0 = T/Mν — коэффициент диффузии без
магнитного поля, T — температура частиц в энер-
гетических единицах, ω = QB/M — циклотронная
частота для частицы с зарядом Q и массой M в маг-
нитном поле с индукцией B, τ = 1/ν — среднее вре-
мя свободного пролета (время торможения). Зави-
симость D⊥ от ω/ν показана на рис. 1. (Коэффи-
циент продольной диффузии D‖ частиц в направле-
нии параллельном действующему магнитному полю
равен D‖ = D0.) На рис. 2 показаны реальные зна-
чения коэффициента продольной диффузии D⊥(ν)
для ионов различных зарядов и масс при B = 200 Гс
в диапазоне ν от 103 с−1 до 105 с−1, который соответ-
ствует давлению буферного газа (такого, как аргон
или гелий) около 0.1 мТорр и 10 мТорр.

В существующих теоретических работах поиск
коэффициентов продольной и поперечной диффу-
зии заряженных частиц в магнитном поле обыч-
но опирается на вычисление обобщенных тензоров
[19,21]. Рассмотрим простой вывод формул для сла-
бонеидеальных сред с параметром Γ = Q2/(lpT ) � 1

на основе определения корреляторов скоростей и
смещений частиц [22, 23]; здесь lp = n−1/3, а n —
концентрация заряженных частиц.

Уравнения движения заряженных частиц для та-
ких сред в плоскости ортогональной постоянному
магнитному полю B = By (Bz = Bx ≡ 0) под дей-
ствием случайной броуновской силы Fbx (Fbz) мож-
но записать в виде

dVx/dt = −νVx +QBVz/M + Fbx/M, (2)

dVz/dt = −νVz −QBVx/M + Fbz/M, (3)

где Vx = dx/dt, Vz = dz/dt — скорость частиц на од-
ну степень свободы. Корреляторы броуновской силы
подчиняются уравнениям

〈Fbx〉 = 〈Fbz〉 ≡ 0, 〈FbxFbz〉 = 0,
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Рис. 1. Зависимость отношения D⊥/D0 от ε = ω/ν.
Сплошные линии — формула Таунсенда (1); символы — ре-
зультаты численного моделирования для: ◦ — M3 (Z = 1),
� — M3 (Z = 2), • — M2 (Z = 1), � — M2 (Z = 3), Δ —

M1 (Z = 1)
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Рис. 2. Зависимость D⊥ от ν для B = 200 Гс и ионов со
следующими параметрами: 1 — M1 (+1), 2 — M2 (+1),

3 — M3 (Z = 1), 4 — M2 (Z = 3), 5 — M3 (Z = 2)

〈FbxVz〉 = 〈FbzVx〉 ≡ 0, 〈Fbxz〉 = 〈Fbzx〉 ≡ 0,

〈Fbxx〉 = 〈Fbzz〉 ≡ 0, 〈FbxVz〉 = 〈FbzVx〉 ≡ 0.

(Здесь и далее угловые скобки 〈. . .〉 обозначают
усреднение по времени при t → ∞.)

Вывод формулы Таунсенда в указанном случае
может строиться на методе, подробно описанном в
работах [22, 23]. Следуя алгоритму упомянутых ра-
бот, получаем

νD⊥ = QB〈xVz〉/M + T/M, (4)

ν〈xVz〉 = −QBD⊥/M. (5)

Отсюда имеем формулу Таунсенда (1):

D⊥ = D0/(1 + ω2/ν2).

При выводе использовались соотношения [22, 23]

〈xVz〉 ≡ −〈zVx〉; D⊥ = Dx ≡ Dz ≡ 〈zVz〉 ≡ 〈xVx〉.

В первом приближении влияние теплового дви-
жения частиц на их регулярное движение во внеш-
нем электромагнитном поле в плоскости, ортого-
нальной магнитному полю, можно оценить как

x(t) = x0(t)± (2D⊥t)1/2,

z(t) = z0(t)± (2D⊥t)1/2,
(6)

где x0(t) и z0(t) — регулярные смещения частиц под
действием внешних сил (например, сил внешнего
электрического поля), а x(t) и z(t) — смещения час-
тиц в ансамбле при T �= 0.

В заключение данного параграфа приведем
оценку эффективного радиуса диффузии ансамбля
частиц за счет их теплового движения:

R1 = |x(t) − x0(t)| = |z(t)− z0(t)| ≡ (2D⊥t)1/2.

Величина радиуса R1 при t = 1 мс для частиц с
различными массами, зарядами и коэффициентами
трения при B = 600 Гс представлена в таблице сов-
местно с другими параметрами системы.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Параметры численной задачи

Численное исследование диффузии заряженных
частиц выполнялось методом молекулярной дина-
мики Ланжевена. Техника моделирования подроб-
но описана в работах [24, 25]. Расчеты выполнялись
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Таблица. Параметры Z/M , D⊥, D⊥/D0, ε = ω/ν и R1 = (2D⊥t)1/2 для частиц с различными массами и зарядами
при B = 600 Гс, разных ν и t = 1 мс

M3,
Z = 2

M2,
Z = 3

M3,
Z = 1

M2,
Z = 1

M21,
Z = 1

Z/M , ат. ед. 0.03077 0.0194 0.0154 0.0065 0.0042
ν ≈ 80000 с−1

D⊥, см2· с−1 786.5 663.3 2091.3 1611.2 1161.5

D⊥/D0 0.447 0.821 0.447 0.821 0.917

ε 1.1 0.47 1.1 0.47 0.30

R1, см 1.315 1.21 2.145 1.88 1.60
ν ≈ 8000 с−1

D⊥, см2· с−1 94.359 99.698 375.17 862.2269 1257.8

D⊥/D0 0.008 0.044 0.008 0.044 0.099

ε 11.1 4.66 11.1 4.66 3.0

R1, см 0.456 0.4686 0.909 1.377 1.663

для ионов с разными массами и зарядовыми числа-
ми в широком диапазоне параметров, соответствую-
щих рабочим параметрам существующих установок
по разделению ОЯТ. Величина индукции магнитно-
го поля B изменялась в пределах от 100 Гс до 800 Гс.
Коэффициент трения ионов ν варьировался в пре-
делах от 8000 с−1 до 80000 с−1, что соответствовало
давлению буферного газа такого, как аргон или ге-
лий, примерно от 1 мТорр и до 10 мТорр [17].

Для имитации вброса ОЯТ некоторое количе-
ство частиц N ∼ 500–1000, взаимодействующих с
кулоновским потенциалом, размещались случайным
(равномерно-распределенным) образом в кубиче-
ской ячейке соответствующего объема с начальной
концентрацией n0 от 106 см−3 до 1010 см−3. Шаг ин-
тегрирования составлял от Δt ≈ (80max[ω;ωp; ν])

−1

до Δt ≈ (800max[ω;ωp; ν])
−1 в зависимости от на-

чальных условий задачи; здесь ωp = (Q2n0/M)1/2.

Для моделирования процессов массопереноса за-
ряженных частиц в постоянном и однородном маг-
нитном поле температура ионов полагалась равной
комнатной T ≈ 0.025 эВ, а также T ≈ 0.075 эВ (с
учетом возможного разогрева ионов). Для анализа
«рассеяния» облака за счет сил межчастичного вза-
имодействия частиц моделирование также проводи-
лось и для случая T = 0. Время расчетов tc варьи-
ровалось примерно от 102/ν до 103/ν.

3.2. Численное исследование диффузии
заряженных частиц в магнитном поле

В ходе численного моделирования задачи на-
блюдался разлет тестовых частиц, т. е. «рассея-
ние» облака. Нормированные парные корреляцион-
ные функции g2(l/l0), полученные в результате чис-
ленного моделирования при комнатной температуре
частиц и B = 500 Гс для начального времени t = 0

и спустя десять времен торможения (при t = 10/ν),
показаны на рис. 3 для ионов с массами M1, M2 и
зарядами Z = 1 при начальной концентрации час-
тиц n0 ≡ 1010 см−3; здесь l0 = n

−1/3
0 . Легко заме-

тить, что за время t = 10/ν концентрация частиц
существенно падала (примерно в 106 раз), а раз-
меры облака заметно росли (примерно в 100 раз).
Необходимо отметить, что концентрация n частиц в
диапазоне νt от 0 до νt ≈ 1–5 вне зависимости от их
начальной концентрации n0 = 106–1010 см−3 быст-
ро снижалась до значений n ∼ 103–104 см−3 (тем
быстрее, чем выше было отношение Z/M).

Вычисления коэффициентов диффузии проводи-
лось по формуле

D(t) = 〈(xj)
2〉/(2t), (7)

где усреднение выполнялось по всему ансамблю, со-
стоящему из N частиц; здесь xj = xj(t) — смещение
j-й частицы за время t на одну степень свободы. Для
систем, находящихся в состоянии статистического
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Рис. 3. Нормированные функции g2(l/l0), полученные в результате численного моделирования при T ≈ 0.025 эВ и
B = 500 Гс для t = 0 (а) и t = 10/ν (б) для M3 (Z = 1) (черная линия) и M2 (Z = 1) (серая линия)

равновесия, как для случая газов, так и для жидко-
стей и твердых тел, с ростом времени функция D(t)

должна стремиться к своему постоянному значению
D = lim

t→∞D(t), которое и соответствует стандартно-
му определению коэффициента диффузии частиц.

Зависимости D⊥/D0 от νt, полученные в резуль-
тате численного моделирования, при различных ε =

= ω/ν для ионов M3 с зарядовым числом Z = 1

показаны на рис. 4. Результаты расчетов попереч-
ного коэффициента диффузии D⊥ при разных па-
раметрах ε = ω/ν для частиц с различными масса-
ми и зарядовыми числами представлены на рис. 1.
Численное исследование показало, что продольный
коэффициент диффузии D‖ для всех исследуемых
случаев был равен D0 = T/Mν. При этом величина
коэффициента D⊥ полностью соответствовала соот-
ношению Таунсенда (1), см. рис. 1.

Координаты частиц z, x при T ≈ 0.025 эВ, B =

= 100 Гс и ν ≈ 80000 с−1, полученные в результате
численного моделирования разлета ансамбля из 500
ионов с массой M2 и зарядовым числом Z = 3, по-
казаны на рис. 5. Окружность с малым радиусом
R1 = |x(t)–x0(t)| = |z(t)–z0(t)| ≡ (2D⊥t)1/2 (диа-
метром D1 = 2R1) на данном рисунке иллюстриру-
ет аналитическую оценку характерного размера об-
лака с учетом теплового движения частиц. Числен-
ное моделирование показало, что в областях, огра-
ниченных такими окружностями, содержится около

D D/ 0�

1

2

3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

40 80 120 160
�t

Рис. 4. Зависимости D⊥/D0 от νt, полученные в резуль-
тате численного моделирования, для M3 (Z = 1) при раз-

личных ε = ω/ν: 1 — 0.36, 2 — 0.87, 3 — 1.73

60–70% частиц. Окружности с бо́льшим радиусом
R2 = 2R1 (диаметром D2 = 2R2) содержат около
95± 2% частиц ансамблей.

Наблюдаемые отклонения от аналитических оце-
нок R1, см. (6), могут объясняться как влияни-
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Рис. 7. Зависимости x(νt), z(νt), y(νt) для одной частицы c массой M2 и Z = 3 из ансамбля 500 частиц при T = 0,
n0 = 1010 см−3, ν ≈ 80000 с−1 и B = 200 Гс (a) и B = 600 Гс (б)

x, см

z, см

2 мc

2 мc

D2

D1

Рис. 5. Координаты z, x ионов M2 (Z = 3) (символы)
при B = 100 Гс, ν ≈ 80000 с−1, T ≈ 0.025 эВ, полу-
ченные в результате численного моделирования разлета
ансамбля из 500 частиц за νt = 17.5. Сплошными ли-
ниями показаны окружности с эффективным диаметром

D1 ≡ 2R1 = 2(2D⊥t)1/2 и D2 ≡ 2R2 = 4(2D⊥t)1/2

ем «хвостов» максвелловского распределения теп-
ловых скоростей частиц, так и возмущением пара-
метров системы в момент их «вброса». Проверка

x, см

z, см

5 cм

5 cм

а б в

Рис. 6. Координаты z, x ионов массой M2 и Z = 3 (сим-
волы) при B = 200 Гс, ν ≈ 80000 с−1, полученные в ре-
зультате численного моделирования разлета ансамбля из
500 частиц за различные времена νt: а — 85, б — 170, в —
255. Нижний ряд — T ≈ 0.025 эВ; верхний ряд — T = 0.
Сплошными линиями показаны окружности с эффектив-

ным радиусом R2 = 2(2D⊥t)1/2

последнего предположения проиллюстрирована на
рис. 6. Легко заметить, что в условиях численного
эксперимента возмущение параметров системы в мо-
мент «вброса» частиц не оказывает заметного влия-
ния на динамику «рассеяния» их ансамбля. Можно
предположить, что величина эффективного радиуса
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Рис. 8. Координаты z, x ионов массой M2 и Z = 3 (симво-
лы) при B = 600 Гс, ν ≈ 80000 с−1, полученные в резуль-
тате численного моделирования разлета ансамбля из 500

частиц за различные νt: а — 85, б — 170, в — 255. Нижний
ряд — T ≈ 0.025 эВ; верхний ряд — T = 0. Сплошными
линиями показаны окружности с эффективным радиусом

R2 = 2(2D⊥t)1/2

R2 ≈ 2R1 (содержащего около 95% частиц) опреде-
ляется наиболее вероятной кинетической энергией
частиц, пропорциональной 2T , и суммарным смеще-
нием частиц порядка {x(t)2 + z(t)2}1/2.

Зависимости координат x, z, y от νt для одной
произвольно выбранной частицы из ансамбля 500
частиц c массой M2 и Z = 3 при T = 0, n0 =

= 1010 см−3, ν ≈ 80000 с−1 и различных значениях
B показаны на рис. 7. Легко заметить, что резкое
изменение параметров облака (положений частиц)
за счет сил межчастичного взаимодействия проис-
ходит при νt ∼ 3. При νt > 5 скорость изменения
координат частиц существенно падает и становится
близка к постоянной.

Координаты z(x) и y(x) ионов с массой M2 и за-
рядовым числом Z = 3 для ансамбля из 500 частиц
при B = 600 Гс, ν ≈ 80000 с−1 и различных νt по-
казаны соответственно на рис. 8 и рис. 9. Следует
особо отметить, что штриховыми линиями на рис. 9
показаны значения эффективных диаметров D2 ≡
≡ 2R2 = 4(2D⊥t)1/2 и D3 ≡ 2R3 = 4(2D0t)

1/2 для
областей, содержащих примерно 95% частиц иссле-
дуемого ансамбля.

Координаты z(x) ионов массами M1, M2 и M3 с
Z = 1 в ансамбле из 500 частиц при B = 600 Гс, ν ≈
≈ 8000 с−1 в момент времени t = 1 мс представлены
на рис. 10. Сплошными линиями на данном рисун-
ке показаны окружности с эффективным радиусом
R2 = 2(2D⊥t)1/2, содержащие около 95% частиц. Ре-
зультаты численного моделирования полностью со-

x, см

y, см

5 cм

5 cм

а б в
D2 D2 D2

D3 D3 D3

Рис. 9. Координаты y, x ионов массой M2 и Z = 3 (сим-
волы) при B = 600 Гс, ν ≈ 80000 с−1, T ≈ 0.025 эВ,
полученные в результате численного моделирования раз-
лета ансамбля из 500 частиц за различные νt: а — 85,
б — 170, в — 255. Штриховыми линиями показаны значе-
ния эффективных диаметров D̃2 ≡ 2R2 = 4(2D⊥t)1/2 и

D3 ≡ 2R3 = 4(2D0t)
1/2

x, см

z, см

5 cм

5 cм

M1 M2 M3

Рис. 10. Координаты z, x ионов массами M1, M2 и M3 с
Z = 1 (символы) при B = 600 Гс, ν ≈ 8000 с−1, полу-
ченные в результате численного моделирования ансамбля
из 500 частиц за t = 1 мс. Сплошными линиями показаны
окружности с эффективным радиусом R2 = 2(2D⊥t)1/2,

см. таблицу

ответствуют аналитическим оценкам, представлен-
ным в таблице.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе представлены результаты
численного исследования диффузии и динамики
«рассеяния» ограниченного облака заряженных
частиц, находящегося в постоянном простран-
ственно-однородном магнитном поле. Расчеты
выполнялись для ионов, имитирующих ионы урана
и продукты его деления, с различными массами и
зарядами в широком диапазоне параметров, соот-
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ветствующих рабочим условиям в существующих
установках по разделению ОЯТ.

Показано, что продольный коэффициент диффу-
зии для всех исследуемых случаев был равен ко-
эффициенту диффузии без магнитного поля. При
этом величина поперечного коэффициента диффу-
зии соответствовала соотношению Таунсенда. Сле-
дует подчеркнуть, что на данный момент информа-
ция о работах по численному моделированию диф-
фузии в ограниченном облаке заряженных частиц
отсутствует.

Рассмотрено влияние диффузии частиц на их
движение в постоянном пространственно-однород-
ном магнитом поле. Предложены аналитические
оценки для анализа величины данного эффекта.
Предложенные соотношения были проверены чис-
ленным моделированием задачи. Было получено,
что аналитические оценки соответствуют результа-
там численного моделирования.

В заключение отметим, что полученные резуль-
таты могут использоваться при выборе оптималь-
ных рабочих параметров энергетических установок
для эффективного разделения ОЯТ. Кроме того,
представленные результаты могут быть полезны
для качественного анализа поведения слабонеиде-
альной пылевой плазмы в пристеночной области
установок УТС, а также для анализа поведения
заряженных частиц любой массы и заряда в посто-
янном магнитном поле.

Исследование выполнено при финансовой под-
держке РНФ (проект №14-50-00124).
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