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Выведено квантовое управляющее кинетическое уравнение для матрицы плотности атомной системы
в поле узконаправленного однофотонного широкополосного пакета в условиях, когда последний играет
роль термостата. Оно учитывает штарковское взаимодействие атомов с широкополосным полем окруже-
ния системы, находящимся в состоянии с нулевой плотностью фотонов, а также взаимодействие широ-
кополосных полей на атомной системе.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работах по квантовой оптике прослеживают-
ся две ярко выраженные тенденции. Одни исследо-
ватели используют «готовые» феноменологические
основные уравнения для описания той или иной фи-
зической ситуации, другие строят модели и выводят
основные уравнения более или менее строго, но под
рассматриваемую физическую ситуацию. При этом
и те, и другие говорят об использовании марковско-
го приближения, которое часто многих исследовате-
лей вводит в заблуждение. Одной из причин тако-
го заблуждения является общий вид кинетического
уравнения (master equation), описывающего систему
(о ней принято говорить как об открытой системе) в
марковском приближении. Этот общий вид уже стал
широко известным как форма Линдблада. Впервые
кинетическое уравнение в такой форме получено в
работе [1], где представлен в общем виде, без фи-
зической конкретизации задач, производящий опе-
ратор непрерывной по норме квантовой динамиче-
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ской полугруппы открытой системы. Аналогичный
результат был также получен авторами [2].

В результате при «феноменологическом» при-
менении кинетического уравнения часто возникают
случаи, когда уравнение в форме Линдблада ис-
пользуется в качестве исходного уравнения в поста-
новке и решении задач, которым данное уравнение,
мягко говоря, не отвечает и применение к которым
не справедливо. На это важное обстоятельство в за-
дачах квантовой оптики обращалось внимание в ра-
ботах [3, 4]. Например, в [3] указывалось, что кине-
тическое уравнение в форме Линдблада, справед-
ливое в описании процессов резонансного взаимо-
действия открытой системы и окружения в присут-
ствии дополнительного поля, при описании взаимо-
действия в дисперсионном режиме уже непримени-
мо. Но именно оно используется в разных работах по
дисперсионному приближению, например, авторами
[5] для описания дисперсионного режима в резона-
торе. В работе [6] использовалось феноменологиче-
ское кинетическое уравнение в форме Линдблада
для описания фазовой релаксации фотонов резона-
тора. Парадоксальный вывод, который в этой рабо-
те сделан, связан с неучтенными слагаемыми исход-
ного кинетического уравнения. Эти слагаемые име-
ют тот же порядок малости, что и учтенные, и также
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представляются в форме Линдблада. Их можно по-
лучить при корректном выводе кинетического урав-
нения, например, в технике квантовых стохастиче-
ских дифференциальных уравнений (СДУ) [4] и в
представлении эффективного гамильтониана [7].

В настоящее время отмеченный выше «фено-
менологизм» начинает проявляться и в «обоснова-
нии» кинетических уравнений в форме Линдбла-
да в технике СДУ. Дело в том, что при использо-
вании в формулировке задачи случайных дельта-
коррелированных процессов в марковском прибли-
жении уравнение Шредингера для вектора состо-
яния открытой системы и окружения становится
уравнением типа Ланжевена, математический ста-
тус которого нуждается в серьезном уточнении. Так
появляются в описании взаимодействия частиц с
квантованными и классическими широкополосны-
ми полями случайные процессы, для корректного
оперирования с которыми развит аппарат СДУ. До
недавнего времени квантовые СДУ применялись в
случае, когда подлежащие описанию процессы мог-
ли быть сформулированы в рамках квантового по-
рождающего и уничтожающего процессов. И то-
гда, начиная с работы [8], использовались квантовые
СДУ винеровского типа, которые помогали коррект-
но формулировать задачи взаимодействия широко-
полосного квантованного электромагнитного поля с
атомными и прочими системами в случае ненуле-
вой плотности фотонов (см., например, [9–17], хотя
область применения винеровских квантовых СДУ
значительно шире). В отмеченных работах исполь-
зовалась алгебра Гардинера –Коллет [8] для диф-
ференциалов Ито квантовых стохастических про-
цессов. Начиная с работ [18, 19], в квантовой опти-
ке стали применяться квантовые СДУ невинеров-
ского типа, основывающиеся на алгебре Хадсона –
Партасарати [20–22] дифференциалов Ито кванто-
вых стохастических процессов. Эта алгебра имеет
жесткое ограничение на плотность фотонов широ-
кополосного электромагнитного поля — последняя
должна равняться нулю! От алгебры Гардинера –
Коллет она отличается учетом квантового считыва-
ющего (часто называемого пуассоновским) процес-
са. Условия применимости квантовых СДУ невине-
ровского типа и учет квантового считывающего про-
цесса являются весьма нетривиальными [18, 19]. Но
в задачах квантовой оптики ограничение формализ-
ма нулевой плотностью фотонов весьма неудобно.
Поэтому появились предложения по исследованию
одновременного воздействия на квантовую части-
цу широкополосных квантованных полей с нулевой
плотностью фотонов и с ограниченным общим чис-

лом фотонов [23–26]. Авторы этих работ использу-
ют формализм квантовых СДУ невинеровского ти-
па, не определяя условий их применимости. Меж-
ду тем, при взаимодействии одного атома с указан-
ными полями невинеровское слагаемое квантового
СДУ мало для открытых систем и необходима чет-
кая формулировка условий, в которых невинеров-
ское слагаемое, управляемое квантовым считываю-
щим процессом, становится определяющим. Кроме
того, использование алгебры Хадсона –Партасарати
в стандартных условиях воздействия двух широко-
полосных полей становится некорректным. Так что
физические условия необходимости учета считыва-
ющего процесса в работах [23–26] не были представ-
лены, а использованная авторами математика про-
тиворечила условиям применимости алгебры кван-
товых шумовых процессов, использованной в вычис-
лениях.

Постановка задачи, данная в работах [23–26],
представляется важной как в общетеоретическом
плане, так и для практических задач, например, для
задач квантовой информации. Именно поэтому в
представляемой здесь статье мы проводим коррект-
ный вывод кинетического уравнения квантовой час-
тицы, одновременно взаимодействующей с широко-
полосным квантованным электромагнитным ваку-
умным полем с нулевой плотностью фотонов и узко-
направленным широкополосным однофотонным ис-
точником. При этом в рассмотрение введены допол-
нительные атомы, т. е. открытая система представ-
ляется в виде ансамбля одинаковых атомов, что-
бы учет квантового считывающего процесса являл-
ся оправданным, согласно оценкам работ [18, 19].

Резонансное взаимодействие широкополосного
однофотонного источника также характеризуется
своей иерархией приближений. В данной статье ис-
пользовано первое приближение этой иерархии, ко-
гда при выводе кинетического уравнения излучаю-
щей частицы пренебрегается корреляциями между
частицей и полем однофотонного широкополосного
пакета. Даже в этом случае получается кинетиче-
ское уравнение, отличающееся от «феноменологиче-
ского» подхода работ [23–26].

Следует отметить, что впервые кинетическое
уравнение для одиночной квантовой системы, вза-
имодействующей с однофотонным пакетом, приве-
дено в работе [27]. В этой работе задача решена на
основе input-output теории СДУ, а решение полу-
чено в виде стохастического винеровского уравне-
ния для движения среднего от операторов кванто-
вых наблюдаемых. Попытки представления уравне-
ния для модели взаимодействия квантовой частицы
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на основе считывающего процесса [23], как и описа-
ние в [24], без физического обоснования его реали-
зации, в условиях, когда алгебры Ито процессов за-
ведомо не существует, не могут быть признаны удо-
влетворительными.

Среди недавних работ, посвященных выводу ки-
нетических уравнений в интересующем нас случае,
следует отметить работы [28–31]. В этих работах
корректно обсуждается вывод кинетического урав-
нения без использования квантовых СДУ, поэтому
проблем, связанных с применением алгебры диффе-
ренциалов Ито квантовых случайных процессов, не
возникает. Но в этих работах нет также и учета сла-
гаемых, определяющих выход за рамки традицион-
ного приближения вращающейся волны и перехо-
да к эффективному гамильтониану [7, 32]. В связи
с этим нам представляется актуальным на приме-
ре предлагаемого в данной статье вывода кинетиче-
ского уравнения квантовой частицы, одновременно
взаимодействующей с широкополосным квантован-
ным электромагнитным вакуумным полем с нулевой
плотностью фотонов и узконаправленным широко-
полосным однофотонным источником, подчеркнуть
также роль представления эффективного гамильто-
ниана в подобных задачах.

Рассматриваемая нами ситуация приводит к
необходимости построения квантового СДУ нового
типа. Действительно, взаимодействие с широкопо-
лосным полем в вакуумном состоянии продуциру-
ет дифференциалы всех стохастических процессов
(порождающего, уничтожающего и считывающего),
для которых существует алгебра Хадсона –Партаса-
рати. Взаимодействие с широкополосным полем од-
нофотонного пакета (возбужденного поля) порож-
дает только дифференциалы от отрицательно- и по-
ложительно-частотных частей оператора напряжен-
ности, связанные с операторами рождения и уничто-
жения, поскольку никакой алгебры для невинеров-
ских процессов широкополосных полей в возбуж-
денном состоянии не существует. Эти обстоятель-
ства приводят к необходимости построения эффек-
тивного гамильтониана задачи, порождающего ис-
точники стохастических процессов, до слагаемых от
разных порядков по константе связи атомной сис-
темы с широкополосным однофотонным пакетом и
широкополосным полем с нулевой плотностью фо-
тонов. Невинеровская динамика атомов определяет-
ся удержанием слагаемых до второго порядка соот-
ветствующего параметра связи, а свойства взаимо-
действия с полем возбуждения описываются слага-
емыми гамильтониана только первого порядка кон-
станты его связи с атомами. Кроме названных сла-

гаемых, возникает билинейное слагаемое из-за ин-
терференции разных полей на атомной системе, ко-
торое продуцирует эффективную связь дифферен-
циалов Ито винеровских стохастических процессов
и дифференциалов операторов напряженности воз-
бужденного поля.

Статья имеет следующую структуру. В разд. 2
рассмотрена постановка задачи. В разд. 3 на осно-
ве унитарного преобразования уравнения Шредин-
гера объединенной системы из атомов и широкопо-
лосных полей выведен эффективный гамильтони-
ан задачи. Порождая источники дифференциалов
Ито случайных стохастических квантовых процес-
сов, последний служит основой нахождения реше-
ния для дифференциала Ито оператора эволюции
всей системы; это рассмотрено в разд. 4. При опреде-
лении инкремента матрицы плотности всей системы
и ее усреднении по переменным широкополосных
полей в разд. 5 выводится кинетическое управля-
ющее уравнение поведения атомной системы в рас-
сматриваемых условиях.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим ансамбль неподвижных атомов, ло-
кализованный в области пространства, геометри-
ческие размеры которой много меньше длин волн
всех электромагнитных полей в задаче. Собствен-
ные энергетические состояния i-го атома |E(i)

j 〉,
отвечающие значению энергии Ej , будем считать
невырожденными. Будем также предполагать, что
число атомов N в области их взаимодействия с
электромагнитными полями не меняется во време-
ни. Тогда свободный гамильтониан всей атомной
системы имеет вид

Ha =

N∑
i=1

H(i)
a , (1)

где свободный гамильтониан отдельного атома

H(i)
a =

∑
j

Ej |E(i)
j 〉 (2)

представлен в базисе, проекторы которого облада-
ют свойствами полноты

∑
j |E

(i)
j 〉〈E(i)

j | = 1 и орто-

гональности 〈E(i)
j |E(i)

k 〉 = δjk.
Пусть на такой атомный ансамбль действу-

ет узконаправленный однофотонный широкополос-
ный пакет, операторы рождения a†(ω) и уничтоже-
ния a(ω) квазимоды которого отвечают бозонным
коммутационным соотношениям

[
a(ω), a†(ω′)

]
=

= δ(ω − ω′). Эти же операторы определяют и опе-
раторы напряженности однофотонного пакета, ко-
торые запишем в виде
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ε−(t) =
∫

dω ε(ω)a(ω) exp(−iωt), ε+(t) = (ε−(t))†.

Здесь ε(ω) характеризуется свойствами источника
однофотонного поля, а интегрирование ведется по
его спектральной полосе. Для удобства считаем, что
в ε(ω) включен также параметр связи атома и од-
нофотонного поля. Поэтому размерность этой ве-
личины не совпадает с размерностью напряженнос-
ти электрического поля. Свободная энергия такого
квантованного пакета задана согласно соотношению

HF =

∫
dω �ωa†(ω)a(ω). (3)

Узкая направленность однофотонного пакета
позволяет естественным образом отделить его от
квантованного поля окружения атома в вакуумном
состоянии. Последнее опишем операторами рожде-
ния и уничтожения b†(ω), b(ω), которые отвечают
коммутационным соотношениям

[
b(ω), b†(ω′)

]
=

= δ(ω − ω′). Указанное условие позволяет считать
бозонные поля источника и вакуума независимыми
и коммутирующими между собой в любой момент
времени. Отметим, что аналогичная ситуация
может возникать при воздействии на атомы ши-
рокополосным полем, полученным в результате
смешения на делительной пластинке полей от
однофотонного источника и вакуума. Квантованное
поле в вакуумном состоянии отвечает свободной
энергии

HB =

∫
dω �ωb†(ω)b(ω). (4)

Будем считать, что внешние электромагнитные
поля взаимодействуют с атомами электродипольно,
что описывается следующими операторами атомно
полевых взаимодействий:

V1 = −(ε−(t) + ε+(t))
∑
i,k,j

dkj |E(i)
k 〉〈E(i)

j |, (5)

V2 = −
∫

dω(b†(ω) + b(ω))Γ(ω)×

×
∑
i,k,j

dkj |E(i)
k 〉〈E(i)

j |, (6)

где dkj — матричные элементы дипольного момен-
та d =

∑
k,j |E

(i)
k 〉〈E(i)

j |. Через Γ(ω) обозначен па-
раметр связи атома и широкополосного поля, кото-
рый в случае обычного трехмерного вакуумного по-
ля определяется соотношением Γ(ω) =

√
�ω3/πc3.

При записи этих выражений предполагается прене-
брежение эффектами вырождения, поляризацион-
ными особенностями и эффектами отдачи, кроме то-
го, считается, что уровни энергии атома обладают
определенной четностью 〈E(i)

k |d|E(i)
k 〉 = 0.

Пусть в атомной системе существует выделен-
ный резонансный переход |E(i)

1 〉 → |E(i)
2 〉 между дву-

мя рабочими уровнями, частоту которого обозначим
как

ω21 = −ω12 =
E2 − E1

�
.

Выделение некоторого перехода связано, как пра-
вило, с возбуждением каким-либо источником со-
стояния |E(i)

2 〉 или с резонансным взаимодействием
источника с переходом |E(i)

1 〉 → |E(i)
2 〉. В условиях,

когда квантовая система взаимодействует с широко-
полосным электромагнитным полем, наличие в ней
выделенного перехода приводит к разбиению широ-
кополосного поля на независимые источники. Это
обстоятельство ранее учитывалось феноменологиче-
ски, например, в теории Лакса [33], каждому резо-
нансному переходу отвечает свой источник. Но та-
ких переходов в атоме много и изначально их все
учитывать крайне неудобно. Последующий анализ
в рамках алгебраической теории возмущений (уни-
тарного преобразования гамильтониана) при приме-
нении аппарата квантовых СДУ показывает [7], что
из всех независимых шумовых источников вклад в
итоговое кинетическое уравнение открытой систе-
мы дают лишь такие источники, которые так или
иначе связаны с реальным квантовым переходом в
открытой системе между заселенными уровнями.
Разбиение широкополосного поля на независимые
шумовые источники происходит «автоматически» в
технике эффективного гамильтониана при приме-
нении алгебраической теории возмущений [31]. Ос-
новой такого разбиения служит требование отсут-
ствия быстроменяющихся во времени слагаемых в
преобразованном гамильтониане открытой системы
и окружения в представлении взаимодействия. По-
скольку многие исследователи до сих пор основыва-
ют свои «феноменологические» модели на прибли-
жении вращающейся волны, представляется целесо-
образным рассмотреть применение алгебраической
теории возмущений к поставленной задаче.

3. ЭФФЕКТИВНЫЙ ГАМИЛЬТОНИАН
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Пусть локализованный атомный ансамбль одно-
временно взаимодействует с двумя квантованными
широкополосными полями, одно из которых явля-
ется вакуумным, а другое — однофотонным волно-
вым пакетом. Известно, что для рассмотрения ди-
намических процессов и, в частности, формулиров-
ки условий марковского приближения, необходимо
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сначала перейти к представлению эффективного га-
мильтониана или совершить каноническое преобра-
зование исходного гамильтониана. В противном слу-
чае все равно придется усреднять быстроменяющи-
еся во времени слагаемые, что особенно четко видно
в представлении взаимодействия в случае резонанс-
ных процессов в квантовой оптике. Здесь для опи-
сания резонансных процессов в основном использу-
ют приближение вращающейся волны, которое, од-
нако, является лишь первым порядком по взаимо-
действию в алгебраической теории возмущений [7].
Заметим, что формулировка условий отбора сла-
гаемых эффективного гамильтониана в некоторых
разделах физики твердого тела отличается от при-
веденной в работе [7] в силу особенностей процес-
сов взаимодействия (см., например, [34–37]). Одна-
ко без перехода к эффективному гамильтониану в
теории открытых систем обычно получаются некор-
ректные результаты (примером в оптике могут слу-
жить работы [5, 6]). Эти некорректности отчетливо
видны при выводе кинетических уравнений в техни-
ке СДУ. В работе [38] теоретически изучены две мо-
дели воздействия шумового классического поля на
двухуровневую систему. В случае перехода к пред-
ставлению эффективного гамильтониана получают-
ся общеизвестные результаты, тогда как без перехо-
да к такому представлению полученные результаты
не отвечают начальной постановке задачи и могут
быть лишь интерпретированы как отвечающие весь-
ма специфическому частному случаю резонансного
шумового поля. Описание динамики открытой си-
стемы при взаимодействии с широкополосным кван-
тованным электромагнитным полем с нулевой плот-
ностью фотонов в ряде случаев [18, 19] требует уче-
та слагаемых второго порядка по параметру это-
го взаимодействия. Это обстоятельство связано со
своеобразной алгебраической структурой учитывае-
мых слагаемых в последующей формулировке мар-
ковского приближения. Именно поэтому в исследу-
емой ситуации мы будем строить эффективный га-
мильтониан задачи до величин второго порядка по
взаимодействию системы с вакуумным полем.

Для получения эффективного гамильтониана
воспользуемся унитарной симметрией квантовой
теории. Тогда аппарат алгебраической теории воз-
мущений [39] возникает естественным образом [32].
Идея метода заключается в получении эффективно-
го гамильтониана задачи определенного вида. Его
вид определяется требованием, чтобы при переходе
к картине взаимодействия по гамильтониану, отве-
чающему свободному развитию системы, искомый
не содержал быстроосциллирующих по времени

слагаемых. Запишем для волновой функции |ϕ〉
всей системы (атомной системы, однофотонно-
го пакета и вакуумного окружения) уравнение
Шредингера

i�
∂|ϕ〉
∂t

= H |ϕ〉, (7)

где

H = Ha +HF +HB + V1 + V2 (8)

— полный гамильтониан задачи, заданный выра-
жениями (1)–(6). Совершим теперь над волновой
функцией |ϕ〉 унитарное преобразование U , такое
что |ϕ̃〉 = U |ϕ〉. Это преобразование также есте-
ственно преобразует и гамильтониан (8):

H̃ = UHU † − i�U
∂

∂t
U †. (9)

В итоге эволюция преобразованной волновой функ-
ции системы |ϕ̃〉 задана уравнениемШредингера (7),
в котором |ϕ〉 → |ϕ̃〉, H → H̃ . Теперь представим
унитарный оператор U через его генератор S:

U = exp(−iS), S† = S. (10)

Используем разложение оператора A по формуле
Бейкера –Хаусдорфа,

exp(−iS)A exp(iS) =

= A+
−i

1!
[S;A] +

(−i)2

2!
[S; [S;A]] + . . . ,

и представим оператор S и гамильтониан H̃ в ви-
де разложения в ряд по константам взаимодействия
атомной системы с квантованными полями:

S = S(10) + S(01) + . . . ,

H̃ = H̃(00) + H̃(10) + H̃(01) + . . .
(11)

В этих выражениях правый индекс указывает со-
ответствующий порядок разложения по константе
связи атомной системы с квантованным полем од-
нофотонного широкополосного пакета, а левый —
на порядок разложения по константе связи с широ-
кополосным полем в вакуумном состоянии. Подста-
вим разложения (10) и (11) в (9), используем фор-
мулу Бейкера –Хаусдорфа и приравняем слагаемые
соответствующих порядков, в результате чего имеем
следующие равенства, определяющие H̃ в нулевом и
первом порядке:

H̃(00) = Ha +HF +HB , (12)

H̃(10) = V1 − i
[
S(10); H̃(00)

]
+ �

∂S(10)

∂t
, (13)
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H̃(01) = V2 − i
[
S(01); H̃(00)

]
+ �

∂S(01)

∂t
. (14)

Нетрудно также получить выражения, отвечающие
второму порядку разложения по взаимодействию с
каждым рассматриваемым полем и их билинейной
комбинации:

H̃(11) = − i

2

[
S(10);V2

]
− i

2

[
S(01);V1

]
−

− i

2

[
S(10); H̃(01)

]
− i

2

[
S(01); H̃(10)

]
−

− i
[
S(11); H̃(00)

]
+ �

∂S(11)

∂t
,

H̃(20) = − i

2

[
S(10);V1

]
− i

2

[
S(10); H̃(10)

]
−

− i
[
S(20); H̃(00)

]
+ �

∂S(20)

∂t
,

H̃(02) = − i

2

[
S(01);V2

]
− i

2

[
S(01); H̃(01)

]
−

− i
[
S(02); H̃(00)

]
+ �

∂S(02)

∂t
.

(15)

Мы рассматриваем резонансное взаимодействие
обоих широкополосных полей с выделенным атом-
ным переходом |E(i)

1 〉 → |E(i)
2 〉. Согласно процеду-

ре вывода, в получаемом выражении для эффек-
тивного гамильтониана при дальнейшем переходе в
представление взаимодействия должны отсутство-
вать быстроосциллирующие слагаемые. Это означа-
ет, что слагаемые первого порядка по взаимодей-
ствию атомов с широкополосными полями имеют
вид

H̃(10) =
∑
i

ε+(t) d12|E(i)
1 〉〈E(i)

2 |+

+
∑
i

ε−(t) d21|E(i)
2 〉〈E(i)

1 |,

H̃(01) =
∑
i

∫
dω b†(ω)Γ(ω) d12|E(i)

1 〉〈E(i)
2 |+

+
∑
i

∫
dω b(ω)Γ(ω)d21|E(i)

2 〉〈E(i)
1 |.

(16)

Уравнения (13), (14) позволяют найти выражения
для операторов S первых порядков, которые в дан-
ном случае равны

S(10) = −i
∑
i

ε−(t)
∑
k,j

dkj
�(ω + ωkj)

×

× |E(i)
k 〉〈E(i)

j |+H.c.,

S(01) = −i
∑
i

∫
dω b(ω)Γ(ω)

∑
k,j

dkj
�(ω + ωkj)

×

× |E(i)
k 〉〈E(i)

j |+H.c.

(17)

Отметим, что в выражениях (17) учтен и вклад
нерезонансных уровней, а они сами не содержат ре-
зонансных знаменателей, что является одним из ос-
новных принципов используемого метода.

Подчеркнем, что важным условием получения
выражений (17) является предположение об адиаба-
тическом включении взаимодействия. Поэтому они
неприменимы в случае предельно коротких импуль-
сов однофотонного возбужденного поля.

Также заметим, что в первых важных рабо-
тах по формулировке алгебраической теории воз-
мущений применительно к задачам нелинейной оп-
тики [40–43] в этом месте допущены принципиаль-
ные ошибки, которые также встречались и в более
поздних работах других авторов. Фактически ре-
зультаты [40–44] подгонялись под известные резуль-
таты, получаемые методами усреднения Боголюбо-
ва –Митропольского [45], а без такой подгонки полу-
ченные позднее ошибочные результаты в слагаемых
эффективного гамильтониана во многих случаях от-
личаются от правильных всего в два раза.

Выражения (16), (17) позволяют получить и яв-
ный вид последующих порядков разложения. При-
ведем выражение билинейного слагаемого, отвеча-
ющего интерференционному характеру взаимодей-
ствия широкополосных полей с атомной системой:

H̃(11) =
∑
i

∫
dω′ε+(t)Γ(ω′)b(ω′)×

×
∑
k

1

2
(Πk(ω) + Πk (ω

′)) |E(i)
k 〉〈E(i)

k |+H.c., (18)

где введены функции, типичные для теории оптиче-
ских резонансных процессов:

Πk(ω) =
∑
j

|dkj |2
�

(
1

ωkj + ω
+

1

ωkj − ω

)
.

Выражения для оператора S(11), как и для опера-
торов S(02), S(20), могут быть получены с помощью
уравнений (15) из требований адиабатичности вклю-
чения полей и отсутствия в преобразованном га-
мильтониане быстро меняющихся во времени сла-
гаемых, однако в дальнейшем их явный вид не по-
требуется и поэтому мы здесь его не приводим.

Взаимодействие атомов с вакуумным широкопо-
лосным полем представим в виде суммы трех слага-
емых:

H̃(02) = H
(02)
Stark +H

(02)
Lamb +H

(02)
D . (19)

Первое слагаемое в правой части (19) H(02)
Stark отвеча-

ет оператору штарковского взаимодействия в кван-
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тованном поле с нулевой плотностью числа фотонов
и определяется выражением

H
(02)
Stark =

∑
i

∫
dω

∫
dω′ Γ(ω)Γ(ω′)b†(ω)b(ω′)×

×
∑
k

1

2

(
Πk(ω) + Πk(ω

′)
)
|E(i)

k 〉〈E(i)
k |.

Величина среднего значения полученного слагаемо-
го зависит от значения параметра Πk(ω) и наличия
резонансного уровня для конкретной частоты излу-
чения. Само это слагаемое описывает процессы вир-
туального излучения фотона и последующего его
поглощения. Второе слагаемое

H
(02)
Lamb =

∑
i

∫
dω Γ2(ω)×

×
∑
k,j

|dkj |2
�(ωkj − ω)

|E(i)
k 〉〈E(i)

k | (20)

описывает лэмбовский сдвиг атомных уровней оди-
ночного атома. Третье слагаемое H(02)

D отвечает ди-
поль-дипольному взаимодействию между атомами,
возникающему в результате обмена возбуждениями
между атомами ансамбля. Приведем его явный вид:

H
(02)
D = −

∫
dω Γ2(ω)

∑
i�=i′,k,j

|dkj |2
�(ωkj − ω)

×

× |E(i)
k 〉〈E(i)

j ||E(i′)
j 〉〈E(i′)

k |.

В используемом методе диполь-дипольное взаимо-
действие возникает автоматически без привлечения
каких-либо дополнительных условий или приближе-
ний.

Оператор взаимодействия атомной системы с
внешним волновым пакетом во втором порядке по
этому взаимодействию имеет вид, аналогичный (19),

H̃(20) = H
(20)
Stark +H

(20)
Lamb +H

(20)
D . (21)

Приведем явный вид слагаемых, отвечающих в (21)
эффектам лэмбовского сдвига и эффективного вза-
имодействия атомов из-за наличия внешнего поля:

H
(20)
Lamb =

∑
i

∫
dω|ε(ω)|2 ×

×
∑
k,j

|dkj |2
�(ωkj − ω)

|E(i)
k 〉〈E(i)

k |, (22)

H
(20)
D = −

∫
dω|ε(ω)|2 ×

×
∑

i�=i′,k,j

|dkj |2
�(ωkj − ω)

|E(i)
k 〉〈E(i)

j ||E(i′)
j 〉〈E(i′)

k |. (23)

Первое слагаемое в правой части (21) отвечает
штарковскому взаимодействию с возбужденным по-
лем. Для нас это слагаемое будет несущественным,
так как оно не обладает алгебраическими свойства-
ми широкополосного поля с нулевой плотностью
фотонов (см. ниже формулы (44)). Этот важный
факт является следствием невозможности постро-
ения невинеровского считывающего процесса для
широкополосного поля с ненулевой плотностью фо-
тонов. В дальнейшем его не учитываем.

Из сравнения представленных формул нетрудно
заметить, что H

(20)
Stark получается из H(02)

Stark путем за-
мены∫

dω b†(ω)Γ(ω) → ε+(t),

∫
dω b(ω)Γ(ω) → ε−(t)

с распространением интегрирования по частотам в
ε±(t) на следующие за ним множители. Также заме-
ны∫

dω b†(ω)Γ(ω) → κb†c,
∫

dω b(ω)Γ(ω) → κbc,

ω → ωc

в формуле для H
(02)
Stark дают операторы штарков-

ского взаимодействия атомов с модой одномодового
резонатора, характеризуемого частотой ωc и опера-
торами рождения и уничтожения фотонов моды b†c
и bc.

Итак, с помощью метода унитарного преобра-
зования, основанием которого является унитарная
симметрия, получен эффективный гамильтониан,
представляющий в рассматриваемой задаче сумму

H̃ = H̃(00)+H̃(10)+H̃(01)+H̃(11)+H̃(02)+H̃(20),

операторы в которой заданы соотношениями (16),
(18), (19) и (21) соответственно.

В исходном уравнении нетрудно теперь перей-
ти к картине взаимодействия по оператору свобод-
ной энергии атомов и квантованных полей, после
чего сделать унитарное преобразование, учитываю-
щее лэмбовский сдвиг энергетических уровней. Опе-
ратор последнего, согласно (20), (22), имеет диаго-
нальный вид. В результате уравнение для волновой
функции атомной системы и квантованных полей
|Ψ〉 после этих преобразований приобретает вид

i�
∂|Ψ(t)〉

∂t
= Ĥ(t)|Ψ(t)〉,

где эффективный гамильтониан взаимодействия
определен выражением, которое представим в виде
следующей суммы операторов:
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Ĥ(t) = ĤTL−F (t) + ĤTL−B(t) + ĤSt(t)+

+ ĤNonres(t)+V̂ TL(t)+V̂ Nonres(t)+ĤF−B(t). (24)

Здесь первое слагаемое ĤTL−F (t) описывает резо-
нансное взаимодействие двух рабочих уровней атом-
ной системы с широкополосным внешним кванто-
ванным полем однофотонного источника:

ĤTL−F (t) =
∑
i

E+(t) d12|E(i)
1 〉〈E(i)

2 |+

+
∑
i

E−(t) d21|E(i)
2 〉〈E(i)

1 |, (25)

где

E−(t) = ε−(t)eiω0t =

∫
dω ε(ω)a(ω)e−i(ω−ω0)t,

E+(t) = ε+(t)e−iω0t =

∫
dω ε∗(ω)a†(ω)ei(ω−ω0)t,

а резонансная частота перехода ω0 учитывает и лэм-
бовские сдвиги резонансных уровней:

ω0 = ω21 +

∫
dω

(
Γ2(ω) + |ε(ω)|2

)
×

×
∑
j

|d2j |2
�2(ω2j − ω)

−
∫

dω
(
Γ2(ω) + |ε(ω)|2

)
×

×
∑
j

|d1j |2
�2(ω1j − ω)

.

Второе слагаемое в правой части (24) описыва-
ет взаимодействие резонансных уровней атомной си-
стемы с широкополосным полем с нулевой плотно-
стью числа фотонов и определено выражением

ĤTL−B(t) =
∑
i

∫
dω Γ(ω)b†(ω)ei(ω−ω0)t ×

× d12|E(i)
1 〉〈E(i)

2 |+
∑
i

∫
dω Γ(ω)b(ω)e−i(ω−ω0)t ×

× d21|E(i)
2 〉〈E(i)

1 |. (26)

Поскольку значения средних 〈E(i)
1 |ĤTL−F |E(i)

2 〉,
〈E(i)

1 |ĤTL−B|E(i)
2 〉 отличны от нуля, операторы (25)

и (26) описывают реальные переходы в атомной
системе под действием квантованных полей.

Третье слагаемое в правой части (24), имеющее
вид

ĤSt(t) =

∫
dω

∫
dω′ Γ(ω)Γ(ω′)b†(ω)b(ω′)×

× e−i(ω′−ω)t
∑

i,k=1,2

1

2

(
Πk(ω) + Πk(ω

′)
)
×

× |E(i)
k 〉〈E(i)

k |, (27)

отвечает штарковскому взаимодействию резонанс-
ных уровней с широкополосным источником с
нулевой плотностью фотонов. Среднее значение
〈E(i)

1 |ĤSt(t)|E(i)
2 〉 = 0, следовательно, этот опера-

тор описывает виртуальные переходы рождения–
уничтожения фотонов и отвечает за сдвиги атомных
уровней атома. Более того, средние этого оператора
имеют следующий порядок по взаимодействию
атома с широкополосным вакуумным полем по
сравнению со средними оператора (26). Тем не
менее, само взаимодействие может существенным
образом проявляться в коллективной системе,
состоящей из большого числа атомов, поэтому
оператором (27) пренебрегать нельзя.

Явный вид слагаемого, отвечающего оператору
ĤNonres(t), который определяет штарковское взаи-
модействие нерезонансных уровней атомной систе-
мы с широкополосным полем с нулевой плотностью
фотонов, в данной задаче нам не потребуется. Про-
екция этого оператора на резонансные уровни атом-
ной системы дает нуль [19], и нерезонансные уровни
не чувствительны к штарковскому взаимодействию
резонансных уровней с широкополосным полем в ва-
куумном состоянии.

Следующий оператор в равенстве (24) определя-
ет диполь-дипольное взаимодействие резонансных
уровней атомов и задан выражением

V̂ TL(t) = −
∫

dω
(
Γ2(ω) + |ε(ω)|2

)
×

×
∑
i�=i′

|d21|2
�(ω + ω0)

|E(i)
1 〉〈E(i)

2 ||E(i′)
2 〉〈E(i′)

1 |.

Он отвечает за сдвиги энергетических уровней в ре-
зультате обмена возбуждениями разных атомов сис-
темы. Его величина имеет тот же порядок по па-
раметру связи с полем в вакуумном состоянии, что
и (27). Остальные слагаемые оператора H(02) пред-
ставлены в (24) слагаемым V̂ Nonres(t), явный вид
которого нам в дальнейших рассуждениях не потре-
буется также вследствие их обнуления при проеци-
ровании на резонансные атомные состояния.

Наконец, последний оператор ĤF−B(t) в (24)
описывает процессы уничтожения фотона одного из
широкополосных полей и одномоментное рождение
фотона другого поля при взаимодействии с атом-
ной системой. Аналогично уже рассмотренным опе-
раторам, он может быть представлен в виде суммы
двух слагаемых, отвечающих взаимодействию с ре-
зонансными уровнями системы и взаимодействию с
остальными. Вклад от последнего взаимодействия
с нерезонансными уровнями системы при последу-
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ющем выделении только резонансных уровней пу-
тем проецирования на них также будет равен нулю,
аналогично проявлению нерезонансного взаимодей-
ствия от операторов ĤNonres(t), V̂ Nonres(t). Приве-
дем явный вид оставшейся части:

ĤF−B(t) =

∫
dω′ E+(t)Γ(ω′)b(ω′)ei(ω

′−ω0)t ×

×
∑
k=1,2

1

2

(
Πk(ω) + Πk(ω

′)
)
|E(i)

k 〉〈E(i)
k |+H.c.

Это слагаемое описывает процессы обмена возбуж-
дением между широкополосными фотонными под-
системами в результате их воздействия на атомы и
в этом смысле является интерференционным слага-
емым второго порядка по полевым операторам.

Динамика атомной системы для двух резонансно
взаимодействующих уровней при взаимодействии
с квантованными широкополосными полями, кото-
рую опишем функцией |ΨTL+F+B(t)〉, оказывается
замкнутой и определяется уравнением

i�
∂|ΨTL+F+B(t)〉

∂t
=

= (ĤTL(t) + V̂ TL(t))|ΨTL+F+B(t)〉, (28)

операторы взаимодействия в котором перепишем
через коллективные атомные операторы

R3 =
1

2

∑
i

(
|E(i)

2 〉〈E(i)
2 | − |E(i)

1 〉〈E(i)
1 |

)
,

R+ =
∑
i

|E(i)
2 〉〈E(i)

1 |, R− =
∑
i

|E(i)
1 〉〈E(i)

2 |.

Эти введенные операторы отвечают коммутацион-
ным соотношениям

[
R3;R

±] = ±R±,
[
R+;R−] = 2R3

и вместе с единичным оператором двухуровневой
системы

1̂l =
∑
i

|E(i)
2 〉〈E(i)

2 |+ |E(i)
1 〉〈E(i)

1 |

являются образующими алгебры su(2). Выражения
для

ĤTL = ĤTL−F (t)+ĤTL−B(t)+ĤSt(t)+ĤF−B(t)

и V̂ TL принимают вид

ĤTL−F (t) = E+(t) d12R
− + E−(t) d21R+, (29)

ĤTL−B(t) =

∫
dω Γ(ω)b†(ω)ei(ω−ω0)td12R

−+

+

∫
dω Γ(ω)b(ω)e−i(ω−ω0)td21R

+, (30)

ĤSt(t) =

∫
dω

∫
dω′ b†(ω)b(ω′)Γ(ω)Γ(ω′)×

× e−i(ω′−ω)t

(
Π+(ω, ω

′)
N

2
+ Π−(ω, ω′)R3

)
, (31)

ĤF−B(t) =

∫
dω′ E+(t)b(ω′)Γ(ω′)ei(ω

′−ω0)t ×

×
(
Π+(ω, ω

′)
N

2
+ Π−(ω, ω′)R3

)
+H.c., (32)

V̂ TL(t) = −
∫

dω

(
Γ2(ω) + |ε(ω)|2

)
|d21|2

�(ω + ω0)
×

×
(
R−R+ +R+R− −N

)
, (33)

где параметры штарковского взаимодействия ато-
мов с широкополосным вакуумным полем равны

Π±(ω, ω′) =
1

2

[
(Π2(ω)+Π2(ω

′))± (Π1(ω)+Π1(ω
′))

]
.

Итак, мы получили эффективный гамильтониан
(ĤTL(t)+V̂ TL(t)), определяющий динамику коллек-
тивной атомной системы в квантованном поле одно-
фотонного широкополосного пакета и широкополос-
ного окружения с нулевой плотностью фотонов.

4. ИНКРЕМЕНТ ОПЕРАТОРА ЭВОЛЮЦИИ

Чтобы построить искомое управляющее кинети-
ческое уравнение для матрицы плотности подсисте-
мы, используем метод построения квантового сто-
хастического дифференциального уравнения. Реше-
ние полученного уравнения (28) для волновой функ-
ции всей системы |ΨTL+F+B(t)〉 представим в виде
преобразования U(t) начального состояния системы
|ΨTL+F+B(0)〉,

|ΨTL+F+B〉(t) = U(t)|ΨTL+F+B(0)〉,

для которого оператор эволюции U(t) определяется
решением уравнения

i�
∂

∂t
U(t) = ĤU(t),

Ĥ(t) = ĤTL(t) + V̂ TL(t) = ĤTL−F (t)+

+ ĤTL−B(t) + ĤSt(t) + ĤF−B(t) + V̂ TL(t),

(34)
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с начальным условием U(0) = I, где I — единич-
ный оператор. Решение уравнения (28) представим
в виде упорядоченной по времени экспоненты или
ряда:

U(t) = T exp

⎛
⎝ 1

i�

t∫
0

dt′Ĥ(t′)

⎞
⎠ =

= I +
1

i�

t∫
0

dt′
(
ĤTL(t′) + V̂ TL(t′)

)
+

+
1

(i�)2

t∫
0

t′∫
0

dt′dt′′
(
ĤTL(t′) + V̂ TL(t′)

)
×

×
(
ĤTL(t′′) + V̂ TL(t′′)

)
+ . . . (35)

Будем считать начальное состояние всей систе-
мы факторизованным

|ΨTL+F+B(0)〉 = |ΨTL(0)〉 ⊗ |ΨF (0)〉 ⊗ |ΨB(0)〉,

что означает независимое, некоррелированное на-
чальное состояние атомов |ΨTL(0)〉, широкополос-
ное поле однофотонного источника |ΨF (0)〉 и ваку-
умное окружение |ΨB(0)〉. Заметим, что в данном
случае мы задаем начальное состояние подсистем
соответствующими волновыми функциями только
для простоты рассуждений. В общем случае воз-
можно задание описания начального состояния под-
систем посредством соответствующих матриц плот-
ности, что не приводит в дальнейшем к принципи-
ально новым рассуждениям, а лишь к усложнению
математического аппарата. Кинетическое уравнение
для описания атомной системы мы строим до пер-
вого неисчезающего порядка по степеням свободы
широкополосного поля в возбужденном состоянии.

Начальное состояние однофотонного широкопо-
лосного поля задано его источником, который име-
ет два способа физической реализации. Во-первых,
в качестве источника может выступать оптический
процесс генерации однофотонного состояния, при
описании которого необходимо решение своей дина-
мической задачи. Во-вторых, такой источник может
быть реализован при проекционном измерении. В
этом случае источником поля служит процесс пара-
метрической генерации бифотонного состояния. Да-
лее один из фотонов бифотонной пары направля-
ется на атомную систему, с которой и происходит
его рассматриваемое взаимодействие, а другой — в
схему детектирования. Тогда регистрация послед-
него приводит к проекционному измерению опти-
ческого поля бифотонов и контролируемой генера-

ции однофотонного состояния в системе для его по-
следующего взаимодействия. Отметим, что в обоих
случаях нетрудно получить широкополосное одно-
фотонное состояние поля [46]. Широкополосность в
данном случае понимается в том смысле, что ча-
стотная полоса источника считается существенно
больше характерной скорости релаксации взаимо-
действующей с таким полем системы. В нашей зада-
че будем считать источник однофотонного излуче-
ния заданным. Положим, что центральная частота
пакета равна частоте ω0 перехода между резонанс-
ными уровнями атомной системы, а состояния поля
разных частот независимы. Для такого источника

〈ΨF (0)|a†(ω)a(ω′)|ΨF (0)〉 = δ(ω − ω′),

〈ΨF (0)|a†(ω)a†(ω′)|ΨF (0)〉 =
= 〈ΨF (0)|a(ω)a(ω′)|ΨF (0)〉 = 0,

〈ΨF (0)|a†(ω)|ΨF (0)〉 =
= 〈ΨF (0)|a(ω)|ΨF (0)〉 = 0.

(36)

Для дальнейшего вывода кинетического уравне-
ния удобно перейти к безразмерным уравнениям.
Поэтому введем безразмерное время τ = ω0t, норми-
рованные частоты ν = ω/ω0 и определим операторы
a(ν) =

√
ω0a(ω). Будем считать, что параметр связи

с полем однофотонного пакета γ не зависит от час-
тоты и является действительной постоянной. Кроме
того, положим, что однофотонный пакет имеет гаус-
сово частотное распределение плотности вероятнос-
ти обнаружения фотона

|ε(ν)|2 =
1√
πδ

exp

(
− (ν − 1)2

δ2

)
,

в котором нормированная спектральная ширина δ =

= Δ/ω0 определена полосой генерации источникаΔ.
Эти свойства позволяют записать слагаемое в (35)
от оператора взаимодействия атомов с полем одно-
фотонного пакета (29) в виде

ĤTL−F (τ) dτ = μ∗R−dE+
ν (τ) + μR+dE−

ν (τ), (37)

где мы обозначили μ = γd21/�ω0 и ввели дифферен-
циалы dE±

ν (τ) = E±
ν (τ) dτ безразмерных амплитуд

напряженностей поля однофотонного пакета,

E+
ν (τ) =

∫
dν ε∗(ν)a†(ν) exp

(
i(ν − 1)τ

)
,

E−
ν (τ) =

∫
dν ε(ν)a(ν) exp

(
− i(ν − 1)τ

)
.

(38)

Состояния окружения системы с нулевой плот-
ностью числа фотонов, отвечающие разным часто-
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там, также являются независимыми. При усредне-
нии по этим состояниям имеем следующие средние:

〈ΨB(0)|b(ω)b†(ω′)|ΨB(0)〉 = δ(ω − ω′),

〈ΨB(0)|b†(ω)b(ω′)|ΨB(0)〉 =
= 〈ΨB(0)|b†(ω)b†(ω′)|ΨB(0)〉 =
= 〈ΨB(0)|b(ω)b(ω′)|ΨB(0)〉 = 0,

〈ΨB(0)|b†(ω)|ΨB(0)〉 =
= 〈ΨB(0)|b(ω)|ΨB(0)〉 = 0.

(39)

Свойства (39) позволяют рассматривать вакуумное
окружение системы в качестве термостата с цен-
тральной частотой Ω = ω0. Именно в этом смыс-
ле каждый резонансный переход системы выделяет
в вакуумном окружении свой независимый широко-
полосный источник в соответствии с теорией Лакса
[33]. Теперь стандартным образом введем операторы

b(t) =
1√
2π

∞∫
−∞

dω exp
(
− i(ω − ω0)t

)
b(ω),

b†(t) =
1√
2π

∞∫
−∞

dω exp
(
i(ω − ω0)t

)
b†(ω),

(40)

которые отвечают коммутационным соотношениям
[
b(t), b†(t′)

]
= δ(t− t′),

поскольку область интегрирования в (40) соответ-
ствует интервалу (−∞,∞). Именно эти операторы
и определяют инкременты стохастических источни-
ков, отвечающих порождающему и уничтожающему
винеровским процессам

B+(t) =

t∫
0

dt′b†(t′),

dB+(dt) = B+(t+ dt)−B+(t),

B−(t) =

t∫
0

dt′b(t′),

dB−(dt) = B−(t+ dt)−B−(t),

(41)

коммутатор которых равен

[
B−(t1), B+(t2)

]
=

t∫
0

t′∫
0

dt′dt′′δ(t′−t′′) = min(t1, t2).

Эти же операторы определяют и инкремент считы-
вающего процесса, порождаемый оператором числа
фотонов

Λ(t) =

t∫
0

dt′b†(t′)b(t′),

dΛ(dt) = Λ(t+ dt)− Λ(t),

(42)

который является одним из образующих невинеров-
ской алгебры вакуумного состояния поля.

Наряду с введенными соотношениями положим,
что параметры связи Γ(ω) = Γ(Ω) и параметры
штарковского взаимодействия Πk(ω) = Πk(Ω), k =

= 1, 2 не зависят от частоты ω. Пределы интегриро-
вания при определении стохастических источников
и соотношения для констант взаимодействия отве-
чают условиям марковости во взаимодействии сис-
темы с широкополосным вакуумным термостатом,
когда динамика последнего не зависит от его состоя-
ния в более ранние моменты времени, а определяет-
ся исключительно его состоянием в данный момент
времени.

Переходя к безразмерному времени, нормиро-
ванным частотам и определяя операторы b(ν) =

=
√
ω0b(ω), переопределим операторы (40):

b(τ) =
1√
2π

∞∫
−∞

dν exp
(
− i(ν − 1)τ

)
b(ν),

b†(τ) =
1√
2π

∞∫
−∞

dν exp
(
i(ν − 1)τ

)
b†(ν),

и инкременты случайных процессов (41), (42):

B+(τ) =

τ∫
0

dτ ′b†(τ ′), B−(τ) =

τ∫
0

dτ ′b(τ ′),

Λ(τ) =

τ∫
0

dτ ′b†(τ ′)b(τ ′).

(43)

Для вакуумного широкополосного состояния по-
ля, обладающего нулевой плотностью числа фо-
тонов, введенные инкременты стохастических про-
цессов подчиняются алгебре Хадсона –Партасарати
со следующими характерными соотношениями для
данного выделенного случайного источника:

dΛdΛ = dΛ, dΛdB+ = dB+,

dB−dΛ = dB−, dB−dB+ = dτ,

dΛdτ = dΛdB− = dB+dΛ = dΛ dΛ =

= dB+dB+ = dB+dτ = dB−dτ = dτ dτ = 0.

(44)

Любые разные шумовые источники являются (счи-
таются) независимыми, и произведение их инкре-
ментов равно нулю.
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Представим теперь слагаемые, входящие в реше-
ние (35), от взаимодействия атомной системы и ее
вакуумного термостата (30), (31) на основе введен-
ных соотношениями (43) операторов в следующем
безразмерном виде:

ĤTL−B(τ) dτ = χ∗R−dB+(τ) + χR+dB−(τ),

ĤSt(τ) dτ =

(
η+

N

2
+ η−R3

)
dΛ(τ).

(45)

Здесь введены следующие обозначения:

χ =

√
2πΓ(Ω) d21
�
√
ω0

, η± =
2π

�
Γ2(Ω) [Π2(Ω)±Π1(Ω)] .

С помощью введенных инкрементов случайных
процессов для вакуумного состояния поля (43) и
операторов напряженности для поля однофотонно-
го широкополосного пакета (38) запишем оставшие-
ся слагаемые в полном решении от оператора (32),
которые отвечают интерференции их амплитуд при
совместном воздействии на атомную систему:

ĤF−B(τ) = ξ

(
η+

N

2
+ η−R3

)
×

× E+
ν (τ) dB−(τ) +H.c., (46)

а также диполь-дипольному взаимодействию между
атомами ансамбля:

V̂TL(τ) dτ = −κ
(
R−R+ +R+R− −N

)
dτ, (47)

где

ξ = (2π)−3/2 γ

Γ(Ω)
√
ω0

, κ =

∫
dν

|χ|2
2π

+|μ|2|ε(ν)|2

ν + 1
.

Соотношения (44), наряду со свойствами одно-
фотонного пакета, определяемыми операторами на-
пряженности поля (38) и дифференциалами послед-
них, доопределяют вычисления в (35).

Для того чтобы интегральные выражения, пред-
ставляющие решение в виде (35), были корректны-
ми, их необходимо воспринимать как интегрирова-
ние по Ито:

τ∫
0

f(τ ′) dβ = lim
N→∞

N∑
i=1

f(τi−1)
(
β(τi)− β(τi−1)

)
,

где β = B−,B+,Λ, а предел понимается в сред-
неквадратичном смысле. Это означает, что любую
операторозначную функцию f(τ) подынтегрально-
го выражения с инкрементом случайного процесса

следует считать неупреждающей функцией времени
и, следовательно, коммутирующей с инкрементами
случайных процессов:

[
f(τ), dB−(τ)

]
=

[
f(τ), dB+(τ)

]
=

[
f(τ), dΛ(τ)

]
= 0.

Решение (35) запишем в виде

U(τ) = lim
N→∞

[
exp

(Ĥ(τN−1)

i

(
τN − τN−1

))
. . .

. . . exp
(Ĥ(τ0)

i

(
τ1 − τ0

))]

и определим инкремент оператора эволюции

dU = U(τ + dτ)− U(τ)

через инкременты случайных процессов с учетом
(37) в виде

dU(τ) =
[
exp

(
− i

(
V̂TL(τ) dτ + μ∗R−dE+

ν (τ)+

+μR+dE−
ν (τ)

)
+

(
χR++ξ

(
η+

N

2
+ η−R3

)
E+

ν (τ)

)
×

× dB−(τ) +
(
χ∗R− + ξ∗

(
η+

N

2
+ η−R3

)
E−

ν (τ)

)
×

× dB+(τ)+

(
η+

N

2
+η−R3

)
dΛ(τ)

)
−1

]
U(τ). (48)

Из этого выражения следует справедливость
правила дифференцирования Ито

d
(
U(τ)U†(τ)

)
=

(
dU(τ)

)
U†(τ) + U(τ)

(
dU†(τ)

)
+

+
(
dU(τ)

)(
dU†(τ)

)

и унитарность оператора эволюции.

С помощью разложения экспоненты (48) в ряд,
последующего применения правил алгебры Хадсо-
на –Партасарати (44) и использования свойств од-
нофотонного широкополосного источника получим
выражение для инкремента оператора эволюции в
рассматриваемой задаче:

4 ЖЭТФ, вып. 5
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dU(t) =
[
− i

(
V̂TL(τ) dτ +

+ μ∗R−dE+
ν (τ) + μR+dE−

ν (τ)
)
−

− |μ|2
2γ2

(
R+R−dE−

ν (τ) dE+
ν (τ)+

+R−R+dE+
ν (τ) dE−

ν (τ)
)
+

+
(
χR+ + ξRE+

ν (τ)
)Y + iR

R2
×

×
(
χ∗R− + ξRE−

ν (τ)
)
dτ +

+
(
χR+ + ξRE+

ν (τ)
)Y
RdB−(τ)+

+
Y
R

(
χ∗R− + ξRE−

ν (τ)
)
dB+(τ)+

+ YdΛ(τ)
]
U(τ), (49)

где введены следующие операторозначные функ-
ции:

Y = exp
(
− iR

)
− 1, R = η+

N

2
+ η−R3.

Операторные выражения, содержащие функцию Y,
здесь и в дальнейшем понимаются как их разложе-
ния в ряд по оператору R. Уравнение (49) при от-
сутствии («выключении») поля однофотонного ис-
точника переходит в известное уравнение для ин-
кремента оператора эволюции невинеровской кине-
тики атомной системы, взаимодействующей с полем
вакуумного термостата. Отметим значимость полу-
ченного выражения, поскольку оно является порож-
дающим для кинетического квантового стохастиче-
ского уравнения всей системы.

Отметим также следующее. Как и в случае штар-
ковского взаимодействия широкополосного поля с
атомным ансамблем [18, 19], в нашем случае дей-
ствия дополнительного однофотонного поля кон-
станта связи между атомами и полем с нулевой
плотностью фотонов «встраивается» в характер-
ные параметры, определяющие процессы однокван-
товых переходов в атомах (слагаемые в (49), содер-
жащие Y и R). Подчеркнем, что, в отличие от ре-
зультатов [18, 19], в формуле (49), помимо слагае-
мых, которые описывают переходы в атоме в по-
ле однофотонного источника, присутствуют и ин-
терференционные слагаемые с упомянутой «встро-
енной» константой. Этому отвечает типичная для
квантовой теории интерпретация. В рассматрива-
емой нами системе имеем три интерферирующих
между собой альтернативы. Атом может участво-
вать в процессах поглощения кванта из однофо-
тонного поля, переизлучения кванта в однофотон-

ное или вакуумное поле и в процессах переизлуче-
ния виртуальных квантов, формирующих штарков-
ское взаимодействие. Последнее иногда представ-
ляют также в терминах дополнительного локаль-
ного поля, действующего на атомы [7]. И имен-
но описание переизлучения квантов при формиро-
вании штарковского взаимодействия в марковском
приближении дается в терминах квантового считы-
вающего процесса с алгеброй (44), которая и позво-
ляет учесть аналитически все произведения в фор-
муле (48), или, иначе, просуммировать формальное
представление для оператора эволюции квантовой
системы в виде ряда, что отвечает суммированию
квантовых альтернатив.

5. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ
ПОДСИСТЕМЫ

Выражение (49) порождает стохастическое урав-
нение эволюции всей системы, которую опишем мат-
рицей плотности ρ:

∂ρ

∂τ
= U(τ)ρ(0)U†(τ),

где начальная матрица плотности ρ(0) =

= |Ψ(0)〉〈Ψ(0)| отвечает факторизованному со-
стоянию атомов и широкополосных полей

|Ψ(0)〉 = |ΨA(0)〉 ⊗ |ΨF (0)〉 ⊗ |ΨB(0)〉.

Определим инкремент матрицы плотности всей сис-
темы в рамках стохастического интегрирования,

dρ(τ) = ρ(τ + dτ)− ρ(τ) =
(
dU

)
ρ(0)U†+

+ Uρ(0)
(
dU†

)
+
(
dU

)
ρ(0)

(
dU†

)
, (50)

на основе которого можно построить управляющее
кинетическое уравнение для выделенной подсисте-
мы. Для его построения следует использовать алгеб-
ру (44), свойства источника широкополосного поля
с нулевой плотностью числа фотонов (39), а также
свойства широкополосного однофотонного источни-
ка (36), в качестве которого, не умаляя общности,
выбран гауссов пакет.

Управляющее кинетическое уравнение для мат-
рицы плотности атомной системы ρA получим,
усредняя уравнение (50) по вакуумному состоянию
окружения и состоянию однофотонного широкопо-
лосного пакета. При усреднении по вакуумной со-
ставляющей следует учесть также соотношения

SpB
(
|ΨB(0)〉〈ΨB(0)|dB

)
= 0, B = B−,B+,Λ,

а при усреднении по состоянию однофотонного па-
кета — равенство нулю средних от операторов:
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SpF
(
|ΨF (0)〉〈ΨF (0)|E±

ν (τ)
)
= 0.

В итоге управляющее кинетическое уравнение, опи-
сывающее эволюцию коллективной атомной двух-
уровневой системы, резонансным образом взаимо-
действующей с однофотонным широкополосным па-
кетом и широкополосным полем с нулевой плотно-
стью числа фотонов, имеет следующий вид:

∂ρA

∂τ
= −i

[
VTL, ρA

]
+ |χ|2

(
R+Y + iR

R2
R−ρA +

+ ρAR+Y† − iR
R2

R− +
Y
RR−ρAR+Y†

R

)
−

−K(τ)|μ|2
(
R+R−ρA + ρAR+R− − 2R−ρAR+

)
−

− 1

2
K(τ)|μ|2

(
R−R+ρA + ρAR−R+ − 2R+ρAR−

)
−

− ξ2
((

Y + iR
)
ρA + ρA

(
Y† − iR

)
+ YρAY†

)
, (51)

где временная функция K(τ) = 2
(
erf(δτ/2)

)
проду-

цирована гауссовым частотным распределением па-
кета.

Условия получения уравнения для открытой
атомной системы отвечают усреднениям по состо-
янию возбужденного и невозбужденного ширкопо-
лосных квантованных полей, в рамках которых бо-
зонные системы играют роль термостатов. Это озна-
чает, что кинетика атомов отвечает временам, когда
атомно-полевые корреляции еще не появляются, и
мы пренебрегаем влиянием динамики атомной сис-
темы на поля окружения, что отвечает поведению
атомов в заданном поле. Вместе с тем заметим, что
уравнение (49) для инкремента оператора эволю-
ции всей системы позволяет получить уравнение не
только исключительно для атомной системы, но и
для объединенной системы из атомов и однофотон-
ного пакета. Это уравнение в общем случае описы-
вает развитие объединенной системы, в том числе и
возникающие взаимные и автокорреляционные осо-
бенности систем, которые, естественно, определяют-
ся и их начальными связями. В этой статье, однако,
мы ограничиваемся только рассмотрением кинети-
ки атомной подсистемы, чтобы выделить и проана-
лизировать роль кинетических слагаемых, обуслов-
ленных взаимодействием широкополосного однофо-
тонного поля и поля с нулевой плотностью числа
фотонов на атомной системе.

Первое слагаемое уравнения (51) определяет-
ся динамическим развитием атомной системы по-
средством диполь-дипольного взаимодействия резо-
нансных атомов. В случае воздействия на систему
каких-либо дополнительных внешних (в том чис-

ле и квантованных) полей, резонансных выделен-
ному переходу, их воздействие описывается анало-
гичным слагаемым, где оператор взаимодействия
с атомной системой следует определить в пред-
ставлении взаимодействия. Второе слагаемое опре-
деляет релаксацию атомной системы в широкопо-
лосном поле с нулевой плотностью числа фотонов
с учетом штарковского взаимодействия. Отметим,
что алгебраический метод получения управляюще-
го уравнения позволил учесть это взаимодействие во
всех порядках стандартной теории возмущений. Это
оказывается возможным благодаря наличию алгеб-
раических свойств базовых компонент квантовых
стохастических процессов, определенных соотноше-
ниями алгебры Хадсона –Партасарати. Следующие
два слагаемых уравнения (51) описывают процессы
релаксации атомной системы при взаимодействии
с широкополосным полем однофотонного пакета с
гауссовым частотным распределением. Первое из
них отвечает процессам перехода атома с верхнего
состояния на нижнее, а второе определяет вынуж-
денные переходы под действием поля из нижнего
состояния в верхнее. Наличие в пакете именно одно-
го фотона и учет наряду с процессом вынужденного
перехода также и спонтанного перехода, обусловлен-
ного коммутационными соотношениями операторов
однофотонного поля, проявляется в два раза боль-
шим значением величины первого из рассматрива-
емых слагаемых. Эти слагаемые изменяют величи-
ну эффективной скорости релаксации атомной си-
стемы. Заметим, что обсуждаемые слагаемые опре-
делены величиной второго порядка по взаимодей-
ствию атом – возбужденное состояние поля. Слага-
емые первого порядка указанного взаимодействия
оказываются равными нулю ввиду свойств усредне-
ния квантованного однофотонного пакета. Наконец,
последнее слагаемое в правой части (51) обуслов-
лено как интерференцией операторов рождения и
уничтожения возбужденного и вакуумного широко-
полосных полей при взаимодействии с резонансны-
ми состояниями атомной системы, так и свойства-
ми алгебры Хадсона –Партасарати. Это слагаемое
является новым в кинетическом уравнении для от-
крытой атомной системы. Оно появляется благода-
ря возможности суммирования всего бесконечного
ряда обычной теории возмущений посредством при-
меняемой здесь процедуры вывода искомого урав-
нения.

Выведенное уравнение (51) эволюции атомной
системы в квантованных широкополосных полях
может быть переписано в форме уравнения Линд-
блада
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∂ρA

∂τ
= −i

[
Hext, ρA

]
− Γ̂ρA. (52)

Здесь первое слагаемое описывает динамику систе-
мы посредством гамильтониана Hext в представ-
лении взаимодействия с внешними электромагнит-
ными полями, не включенными нами в рассматри-
ваемую задачу, и представляет собой аддитивный
вклад в рассматриваемое уравнение. Второе сла-
гаемое является релаксационным, его происхожде-
ние обусловлено взаимодействием системы с ши-
рокополосными полями, а само оно включает сла-
гаемые двух типов. Во-первых, это динамические
слагаемые, описывающие сдвиги резонансных уров-
ней из-за диполь-дипольного взаимодействия ато-
мов, штарковского взаимодействия с внешним ши-
рокополосным полем с нулевой плотностью фото-
нов, а также сдвиг, связанный с интерференцией
широкополосных однофотонного и вакуумного по-
лей на атомной системе:

ΓHρA = −i
[
VTL, ρA

]
− i

[
HB, ρA

]
− i

[
HFB , ρA

]
.

Оператор VTL определен формулой (47), а явный
вид двух других операторов представлен соотноше-
ниями

HB = |χ|2 ×

×

⎛
⎜⎜⎜⎝R+

sin

(
η+

N

2
+ η−R3

)
−
(
η+

N

2
+ η−R3

)
(
η+

N

2
+ η−R3

)2 R−

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

HFB = ξ2
(
sin

(
η+

N

2
+ η−R3

)
−
(
η+

N

2
+ η−R3

))
.

Во-вторых, это релаксационные слагаемые, описы-
вающие необратимые процессы. Два из них,

Γ̂BρA = |χ|2

⎛
⎜⎜⎜⎝R+

cos

(
η+

N

2
+ η−R3

)
− 1

(
η+

N

2
+ η−R3

)2 R−ρA +

+ ρAR+

cos

(
η+

N

2
+ η−R3

)
− 1

(
η+

N

2
+ η−R3

)2 R− +

+

⎡
⎢⎢⎣
cos

(
η+

N

2
+ η−R3

)
− 1

η+
N

2
+ η−R3

−

− i

sin

(
η+

N

2
+ η−R3

)

η+
N

2
+ η−R3

⎤
⎥⎥⎦R−ρAR+ ×

×

⎡
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cos

(
η+

N

2
+ η−R3

)
− 1

η+
N

2
+ η−R3

+

+ i

sin

(
η+

N

2
+ η−R3

)

η+
N

2
+ η−R3

⎤
⎥⎥⎦
⎞
⎟⎟⎠ ,

Γ̂FBρA = ξ2
([

cos

(
η+

N

2
+ η−R3

)
− 1

]
ρA +

+ ρA
[
cos

(
η+

N

2
+ η−R3

)
− 1

]
+

+

[
cos

(
η+

N

2
+η−R3

)
−1−i sin

(
η+

N

2
+η−R3

)]
×

× ρA
[
cos

(
η+

N

2
+ η−R3

)
− 1 +

+ i sin

(
η+

N

2
+ η−R3

)])
,

не зависят от времени и порождаются штарков-
ским и интерференционным взаимодействиями ато-
мов с окружением. Наконец, последнее релаксацион-
ное слагаемое описывает индуцированные внешним
однофотонным полем переходы, а также спонтан-
ные переходы вследствие учета его коммутационных
соотношений и является функцией времени:

Γ̂F (τ)ρA =

= −K(τ)|μ|2
(
R+R−ρA + ρAR+R− − 2R−ρAR+

)
−

− 1

2
K(τ)|μ|2

(
R−R+ρA + ρAR−R+ − 2R+ρAR−

)
.

Вид этой зависимости определяется фурье-преоб-
разованием частотного распределения квадрата мо-
дуля амплитуды однофотонного поля. Оставляя за
скобками вопрос о марковости кинетики атомной си-
стемы в рассматриваемом случае (здесь можно гово-
рить о целой иерархии немарковских приближений,
в которой конечный этап каждого приближения все
равно оканчивается принятием марковских условий
для того или иного коррелятора), релаксационный
оператор уравнения (52) представим в виде

Γ̂ρA =
(
Γ̂H + Γ̂B + Γ̂FB + Γ̂F (τ)

)
ρA.

Уместно обсудить отличия уравнения для атом-
ной системы в рассматриваемом случае ее возбужде-
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ния квантованным источником от уравнения в слу-
чае аналогичного широкополосного однофотонного
классического источника. В последнем случае в (48)
операторы рождения a†(ν) и уничтожения a(ν) сле-
дует представить комплексными c-числовыми амп-
литудами α∗(ν), α(ν) и повторить процедуру вывода
уравнения. В итоге имеет место уравнение перво-
го порядка по взаимодействию атом – возбужденное
широкополосное поле:

∂ρA

∂τ
= −i

[
VTL, ρA

]
−

− i
[(
μ∗R−E∗(τ) + μR+E(τ)

)
, ρA

]
+

+ |χ|2
(
R+Y + iR

R2
R−ρA + ρAR+Y† − iR

R2
R− +

+
Y
RR−ρAR+Y†

R

)
−

− ξ2
((

Y + iR
)
ρA + ρA

(
Y† − iR

)
+ YρAY†

)
, (53)

где

E(τ) =
∫

dν ε(ν)〈α(ν)〉 exp
(
i(ν − 1)τ

)
,

а угловыми скобками обозначено среднее значе-
ние безразмерной амплитуды поля на данной час-
тоте. Слагаемые полученного уравнения, отвечаю-
щие описанию взаимодействия резонансных уров-
ней атомной системы с широкополосным полем в ва-
куумном состоянии, а также отвечающие интерфе-
ренционному взаимодействию широкополосных по-
лей на атомной системе, остаются прежними. Из
(53) следует система уравнений для матричных эле-
ментов атомной системы, которая в условиях адиа-
батического исключения недиагональных элемен-
тов сводится к балансным кинетическим уравнени-
ям только для ее диагональных элементов. Послед-
ние соответствуют второму порядку по взаимодей-
ствию атомная система – однофотонное широкопо-
лосное поле и описывают только вынужденные пе-
реходы между рабочими уровнями. Описание спон-
танных переходов, происходящих из-за учета ком-
мутационных свойств операторов поля возбужде-
ния, в этом случае оказывается невозможно.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В отличие от многочисленных современных ис-
следований, мы не представили в статье никаких
численных расчетов, а продемонстрировали технику
получения эффективного гамильтониана и кинети-
ческого уравнения в новом случае, когда становятся

существенными процессы второго порядка по взаи-
модействию атомных систем с широкополосным ва-
куумным электромагнитным полем с нулевой плот-
ностью фотонов. Эти процессы определяются штар-
ковским взаимодействием атомной (открытой) си-
стемы с вакуумным электромагнитным полем окру-
жения. Мы проследили, как этому конкретному сла-
гаемому эффективного гамильтониана отвечает сла-
гаемое в кинетическом уравнении, которое в услови-
ях марковского приближения имеет форму Линдб-
лада. Заметим, что в последнее время математики
активно исследуют решения уравнений Линдблада
(см., например, недавние работы [47, 48]), а физики
посредством этих уравнений начинают формулиров-
ку задач (см. [49–51]), тогда как для адекватности
основных уравнений рассматриваемой физической
задачи необходимо сначала представлять вывод или
формулировку эффективного гамильтониана зада-
чи, иначе в марковском приближении могут быть
получены парадоксальные результаты (см. [38], где
разобран конкретный пример).

Что касается роли штарковских взаимодействий
в квантовой оптике, то традиционно ими всегда пре-
небрегается. Главным основанием этого пренебре-
жения служило то обстоятельство, что среднее от
оператора штарковского взаимодействия равняет-
ся нулю и его вклад в традиционный вывод ки-
нетического уравнения (см., например, [52]) в пер-
вых приближениях также равен нулю. При этом
сам оператор штарковского взаимодействия с уче-
том всех энергетических уровней был корректно по-
лучен в случае взаимодействия классического поля
с открытой системой методом усреднения Боголю-
бова –Митропольского еще в работах 1967–1970 гг.
(см. ссылки и вывод в монографии [53]), что соб-
ственно и послужило основанием получения кор-
ректных результатов в первых работах по приме-
нению алгебраической теории возмущений [40–44].
Затем с учетом вырождения энергетических состоя-
ний и поляризационных эффектов в алгебраической
теории возмущений оператор штарковского взаи-
модействия был получен в работе [54]. В случае
вакуумного электромагнитного поля штарковское
взаимодействие было получено методами кванто-
вой электродинамики и методом усреднений [55,56].
И хотя некоторые принципы алгебраической тео-
рии возмущений были сформулированы еще в мо-
нографии [57], применение алгебраической теории
возмущений к задачам квантовой оптики в широ-
кополосных полях началось, по-видимому, с рабо-
ты [10]. Методы алгебраической теории возмущений
позволяют легко учитывать различные резонанс-
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ные, комбинационные и интерференционные про-
цессы наряду с анализом квантовой стохастичности
в условиях марковского приближения. В работах
[18,19] штарковское взаимодействие было представ-
лено квантовым считывающим процессом в случае
пространственно-локализованной атомной системы
и обоснована необходимость его учета в марковском
приближении в типичном случае малости констан-
ты штарковского взаимодействия по сравнению с
константой однофотонного резонансного взаимодей-
ствия при росте числа атомов в ансамбле.

В данной работе получен эффективный гамиль-
тониан и кинетическое уравнение открытой систе-
мы, позволяющее учитывать влияние штарковских
процессов взаимодействия наряду с резонансным
взаимодействием однофотонного поля на откры-
тую систему. Методы алгебраической теории воз-
мущений позволили просто определить интерферен-
ционное слагаемое, описывающее «взаимодействие»
между рассмотренными полями. Из уравнений (51)
видно, что, несмотря на явное взаимодействие от-
крытой системы с однофотонным источником, кото-
рый, собственно, и должен превалировать, механиз-
мы невинеровской динамики сохраняются. То есть
возможна ситуация, описанная в работах [7, 18, 19],
когда возбужденные состояния атомной системы
стабилизируются по отношению к коллективному
распаду штарковским взаимодействием и возможно
взаимодействие «только» с однофотонным источни-
ком. При этом есть и дополнительное интерферен-
ционное релаксационное слагаемое, которое обычно
не учитывают при применении феноменологических
уравнений в форме Линдблада в различных зада-
чах, как, например, в работе [6]. Подчеркнем, что в
каждой конкретной задаче интерференционное сла-
гаемое имеет свой вид, но оно наряду с штарков-
ским взаимодействием присутствует всегда и влияет
на динамику (см., например, [4,10]). Чтобы увидеть
конкретную роль интерференционного слагаемого в
динамике описанной нами системы, необходимо до-
полнительное исследование на основании получен-
ного уравнения.

Представленный вывод эффективного гамильто-
ниана в технике алгебраической теории возмущений
определенно показывает, что штарковское взаимо-
действие является величиной того же порядка или
существеннее, что и взаимодействия прямых двух-
квантовых, комбинационных и прочих многофотон-
ных переходов с излучением или переизлучением
квантов. В разд. 3 мы намеренно остановились на
описании в предложенном подходе процессов штар-
ковского взаимодействия в маломодовых полях, что

обычно имеет место в микрорезонаторах. Поэтому
вызывает удивление громадное и растущее количе-
ство работ по численному исследованию процессов и
эффектов, сопровождающих двухфотонные взаимо-
действия, в которых важными и как минимум того
же порядка слагаемыми пренебрегается (см., напри-
мер, недавние работы [58–61]).

Существенным ограничением условий примени-
мости полученного нами кинетического уравнения
является использованное приближение локализо-
ванного атомного ансамбля. Выход за рамки это-
го приближения на основе метода квантовых СДУ
делает актуальным построение моделей простран-
ственно-разделенных открытых систем с их «ло-
кальным» окружением, которое также взаимодей-
ствует с другими локальными полями окружения на
границах раздела. Такая актуальность связана с от-
носительной простотой и прозрачностью всех ана-
литических выводов в методе СДУ в представле-
нии эффективного гамильтониана, которые мы по-
старались продемонстрировать в этой работе. Мо-
дель, основанная на обобщении алгебры дифферен-
циалов Ито квантовых случайных процессов, недав-
но предложена в работе одного из авторов [62]. Но
возможны и другие подходы, свободные от ограни-
чения приближения локализованного атомного ан-
самбля. Методы на основе квантовой центральной
предельной теоремы [28] и ренормгруппового преоб-
разования оператора эволюции [30] относятся к чис-
лу таких, на наш взгляд, весьма перспективных ме-
тодов. Нам пока не ясно, возможно ли в ренормгруп-
повом подходе точное и аналитическое суммирова-
ние всех слагаемых разложения оператора эволю-
ции при учете операторов штарковского взаимодей-
ствия, как в продемонстрированном методе кванто-
вых СДУ, но представляется несомненно важным
сравнение подходов при использовании одного и то-
го же эффективного гамильтониана с учетом штар-
ковского взаимодействия открытой системы с окру-
жающими ее полями, в том числе и полученного в
нашей работе.
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