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CYLINDRICAL DAMPED SOLITARY PROPAGATION

IN SUPERTHERMAL PLASMAS

E. K. El-Shewy, A. A. El-Rahman, S. K. Zaghbeer

Исследуются волновые свойства затухающих солитонов в столкновительной размагниченной четырех-
компонентной жидкостной плазменно-пылевой системе, состоящей из распределенных высокотемпер-
турных электронов, подвижных ионов и отрицательно и положительно заряженных пылевых частиц.
Диссипативные свойства пылевых ионных акустических мод исследуются в рамках метода редуктив-
ного возмущения с использованием подходящего геометрического преобразования координат, при этом
получается трехмерное уравнение Кадомцева –Петвиашвили с затуханием (3D-КПЗ) в цилиндрических
координатах. Изучается влияние столкновительных параметров на структуру затухающего солитона. А
именно, исследуется влияние аксиальных, радиальных и полярных координат на время распространения
солитона. Результаты работы можно использовать для изучения плазмы в мезосфере Земли.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Столкновительная комплексная пылевая плазма
в космическом пространстве и магнитосфере Земли
представляет собой жидкостную плазменную систе-
му, состоящую из ионов, электронов, жидких или
твердых пылевых микрочастиц и нейтральных час-
тиц [1–4]. Заряженные микрочастицы в плазмен-
ной динамике изменяют различные характеристики

* E-mail: emadshewy@yahoo.com

плазмы, а также обусловливают возникновение вол-
новых явлений нового типа, а именно, пылевых аку-
стических и пылевых ионных акустических (ПИА)
волн [5–7]. Существование ПИА солитонов было
подтверждено экспериментальными лабораторными
исследованиями [8, 9]. В работе [10] исследовались
ПИА волны в плазме с использованием аппрокси-
мации, в которой пренебрегается электрон-ионным
рассеянием и поглощением микрочастиц. Результа-
ты экспериментов показали, что в лабораторных
условиях пылевая плазма содержит некоторое чис-
ло нейтральных частиц, при этом столкновения пы-

890

http://dx.doi.org/10.1134/S0044451018100176


ЖЭТФ, том 154, вып. 4 (10), 2018 Распространение затухающих солитонов. . .

левых частиц с нейтральными влияют на волновые
свойства плазмы [11,12]. Влияние столкновений пы-
левых частиц с нейтральными на поведение волн в
плазме также рассматривалось в работе [13]. В ра-
боте [14] было получено, что аномальная диссипа-
ция волн приводит к существованию новых типов
ударных волн, что важно для описания процессов
образования сверхновых. В работах [15–18] исследо-
вались частота рекомбинации ионов на микрочасти-
цах и частота передачи импульса при столкновениях
ион–частица (ион–нейтральная частица). Влияние
магнитного поля на скорость затухания столкнови-
тельной пылевой плазмы было исследовано в рабо-
те [15]. В работе [17] изучались переменные заря-
ды и захват электронов при распространении ПИА
волн в столкновительной пылевой плазме. Отрица-
тельно заряженная пылевая плазма в космическом
пространстве обсуждалась в работах [19, 20]. В ра-
ботах [21–23] исследовались отрицательно и поло-
жительно заряженные пылевые микрочастицы в ла-
бораторной и в космической плазме. Заметим, что
распределение Максвелла является одним из рас-
пределений, используемых в плазменной гидроди-
намике для описания состояний теплового равнове-
сия. При существовании неравновесных состояний
это распределение для описания плазмы не исполь-
зуется [24–26]. А именно, в некоторых работах вво-
дится неравновесное каппа-распределение для элек-
тронов и позитронов (ионов) в космической плаз-
ме [27–34]. Во многих из этих работ используется
геометрия неограниченных координат. Однако ни
для лабораторной, ни для космической плазмы это
неверно. Поэтому следует использовать неплоскую
цилиндрическую геометрию [35,36]. Неплоская гео-
метрия использовалась в работах [37–40] для теоре-
тических исследований существования волн в пыле-
вой плазме.

Цель настоящей работы — с использованием
неплоской (цилиндрической) геометрии исследовать
затухающие трехмерные ПИА волны в рамках мо-
дели столкновительной пылевой плазмы, состоящей
из распределенных высокотемпературных электро-
нов, подвижных ионов и отрицательно и положи-
тельно заряженных пылевых микрочастиц. Работа
построена следующим образом. В разд. 2 вводятся
уравнения модели. В разд. 3 выводится уравнение
КПЗ. Его затухающее решение получено в разд. 4.
Раздел 5 содержит обсуждения.

2. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим четырехкомпонентную пылевую
столкновительную плазму, состоящую из смеси

распределенных высокотемпературных электронов,
свободных подвижных ионов и отрицательно и
положительно заряженных пылевых частиц. Для
подвижных компонент трехмерные уравнения
непрерывности имеют вид

∂ni

∂t
+∇.(niui) = −νrenir + νiner, (1a)

∂nn

∂t
+∇.(nnun) = 0, (1b)

∂np

∂t
+∇.(npup) = 0. (1c)

Соответствующие уравнения для импульсов имеют
вид

∂

∂t
(niui) +∇(niu

2
i ) + ni∇φ = −ν̃niui, (2a)(

∂

∂t
+ un.∇

)
un − μ∇φ = 0, (2b)(

∂

∂t
+ up

∂

∂x

)
up + α∇φ = −νpnup. (2c)

Здесь слагаемые νrenir и νiner приближенно равны
νre(ni − ni0) и νi(ne − ne0) [14]. Эти уравнения свя-
заны уравнением Пуассона

∇2φ = δnnn − δini − δpnp + ne. (3)

В приведенных выше уравнениях nj (j = i, n, p,
e) — возмущенные значения плотностей, а ni0, nn0,
np0 и ne0 — соответствующие равновесные значения;
uj (j = i, n, p) — скорости ионов, отрицательно и
положительно заряженных пылевых частиц, соот-
ветственно, причем uj нормированы на ионную ско-
рость звука (KBTe/mi)

1/2; φ — потенциал, норми-
рованный на KBTe/e; время t и пространственная
координата нормированы на обратную плазменную
частоту

ω−1
pe =

(
mi

4πe2ne0

)1/2

и дебаевский радиус электрона

λd =

(
KBTe

4πe2ne0

)1/2

,

соответственно; νre — частота рекомбинации ионов
на пылевых частицах, νi — плазменная частота
ионизации, ν̃ — частота потерь импульса иона из-
за рекомбинации на пылевых частицах и столкнове-
ний между ионами и пылевыми частицами, νpn —
частота потерь импульса положительно заряжен-
ных пылевых частиц из-за столкновений между от-
рицательно и положительно заряженными пыле-
выми частицами. Частоты столкновений νre, νi, ν̃
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и νpn нормированы на ω−1
pe , μ = Znmi/mn, α =

= Zpmi/mp. Здесь KB и Te — постоянная Больцма-
на и температура электронов, e — заряд электрона,
mj (j = i, n, p) — массы ионов и отрицательно и по-
ложительно заряженных пылевых частиц. Распре-
деление высокотемпературных электронов ne имеет
вид

ne =

(
1− φ

κ− 3/2

)−κ+1l2

, (4)

где κ— спектральный параметр. Разлагая ne по φ,
получим

∇2φ = δnnn − δini − δpnp + 1 + β1φ+ β2φ
2, (5)

где

β1 =
κ− 1/2

κ− 3/2
, β2 =

β1(κ+ 1/2)

2(κ− 3/2)
. (6)

Из условия нейтральности по заряду имеем

δn + 1 = δi + δp, (7)

где

δi = ni0/ne0, δn = Znnn0/ne0, δp = Zpnp0/ne0,

а Zn и Zp — заряды отрицательно и положитель-
но заряженных пылевых частиц, соответственно. κ
определяет отклонение от равновесного распределе-
ния Максвелла (которому соответствует κ → ∞).

3. НЕЛИНЕЙНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Для изучения свойств ПИА волн используется
метод редуктивного возмущения [41]. Введем новые
независимые переменные [42, 43]

R = ε1/2(r − λt) , Θ = ε−1/2θ ,

Z = εz, T = ε3/2t,
(8)

где ε — малый параметр, а λ — скорость распростра-
нения волны. Мы предполагаем, что

νre ∼ ε3/2νre0, νi ∼ ε3/2νi0,

ν̃ ∼ ε3/2ν̃0, νpn ∼ ε3/2νpn0.

Все переменные в нашей модели можно разложить
по степеням ε:

nj = 1 + εn
(1)
j + ε2n

(2)
j + . . . ,

uj = εu
(1)
j + ε2u

(2)
j + . . . ,

vj = ε3/2v
(1)
j + ε5/2v

(2)
j + . . . ,

wj = ε3/2w
(1)
j + ε5/2w

(2)
j + . . . ,

φ = εφ(1) + ε2φ(2) + . . . ,

(9)

где uj , vj и wj — скорости ионов и отрицательно
и положительно заряженных пылевых частиц в на-
правлениях R, Θ и Z. Подставляя уравнения (8), (9)
в уравнения (1), (2) и (5), в первом порядке по ε по-
лучаем для ионов

n
(1)
i =

1

λ2
φ(1), u

(1)
i =

1

λ
φ(1), (10a)

∂v
(1)
i

∂R
=

1

Tλ2

∂φ(1)

∂Θ
,

∂w
(1)
i

∂R
=

1

λ

∂φ(1)

∂Z
, (10b)

для отрицательно заряженных пылевых частиц

n(1)
n = − μ

λ2
φ(1), u(1)

n = −μ

λ
φ(1), (11a)

∂v
(1)
n

∂R
= − μ

Tλ2

∂φ(1)

∂Θ
,

∂w
(1)
n

∂R
= −μ

λ

∂φ(1)

∂Z
, (11b)

и для положительно заряженных пылевых частиц

n(1)
p =

α

λ2
φ(1), u(1)

p =
α

λ
φ(1), (12a)

∂v
(1)
p

∂R
=

α

T λ2

∂φ(1)

∂Θ
,

∂w
(1)
p

∂R
=

α

λ

∂φ(1)

∂Z
. (12b)

Из уравнения Пуассона следует условие совмест-
ности:

λ2 =
δi + δnμ+ δpα

β1
. (13)

Во втором порядке по ε из условия несекулярнос-
ти следует уравнение 3-КПЗ в виде

∂

∂R

(
∂φ(1)

∂T
+

φ(1)

2T
+Aφ(1) ∂φ

(1)

∂R
+

+ B
∂3φ(1)

∂R3
+ Cφ(1)

)
+

1

2λT 2

∂2φ(1)

∂Θ2
+

+
λ

2

∂2φ(1)

∂Z2
= 0, (14)

где

A =
3

2β1λ3

(
δi − δnμ

2 + δpα
2 − 2β2λ

4

3

)
, (15a)

B =
λ

2β1
, (15b)

C =
1

2β1λ2

(
δi
(
νre0+ν̃0−νi0β1λ

2
)
+δpανpn0

)
. (15c)

Уравнение (14) описывает нелинейную эволю-
цию φ(1) с коэффициентами нелинейности, диспер-
сионными слагаемыми A, B и коэффициентом дис-
сипации C. Если пренебречь зависимостями от Z и
Θ, то уравнение (14) сводится к уравнению КдВ с
затуханием.

892



ЖЭТФ, том 154, вып. 4 (10), 2018 Распространение затухающих солитонов. . .

3.1. Решение уравнения 3D-КПЗ

Уравнение 3D-КПЗ (14) не имеет точного анали-
тического решения. Однако в случае слабой дисси-
пации (затухание, обусловленное столкновениями),
вводя преобразование

χ = RLr +Z
√
1− L2

r − τ

(
ϑ+

1

2
θ2λLr + U0

)
, (16)

можно получить его приближенное аналитическое
решение [44–46]:

φ(χ, τ) = φ1(τ)×

× sch2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
aφ1(τ)

b

⎛
⎝χ− 1

3
a

τ∫
0

φ1

(
τ−

)
dτ−

⎞
⎠

2
√
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (17)

a = ALr,

b = BL3
r.

Здесь амплитуда φ1(τ) и ширина L(τ) затухающего
солитона имеют вид

φ1(τ) = φ0(0) exp

(
−4Cτ

3

)
,

L(τ) =

=

2
√
3 b exp

(
4Cτ

3

)√√√√aφ0(0) exp

(
−4Cτ

3

)
b

aφ0(0)
,

(18)

где

φ0(0) =
3ϑ

a
— амплитуда отдельного локализованного солитона
в отсутствие коэффициента затухания (C = 0), а

U0 =
λ
(
1− L2

r

)
2Lr

.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

В настоящей работе в рамках предложенной в
[41] модели четырехкомпонентной столкновитель-
ной жидкостной плазменно-пылевой системы с при-
менением редуктивной теории возмущений мы по-
лучили 3D-КПЗ уравнение (14). Теперь, используя
мезосферические параметры, обсудим влияние неко-
торых параметров жидкостной плазменной системы
на природу затухающих солитонов [47, 48].
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Рис. 1. Зависимости φ от χ при различных значениях τ

для δn = 1.3, δp = 1.5, α = 0.002, μ = 0.005, νre0 = 0.5,
ν̃0 = 0.3, νi0 = 0.2, νpn0 = 0.3 и κ = 2

1 – = 2.0�

– = 2.52 �

– = 3.03 �

3

2

1

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

�

�
1

Рис. 2. Зависимости амплитуды солитона от τ при раз-
личных значениях κ для α = 0.002, μ = 0.005, Lr = 0.5,
δn = 1.3, δp = 1.5, νre0 = 0.5, ν̃0 = 0.3, νi0 = 0.2 и

νpn0 = 0.3

Временная эволюция пылевых ионных акустиче-
ских солитонов представлена на рис. 1. Приведен-
ные результаты подтверждают существование сла-
бо затухающих солитонов в четырехкомпонентной
столкновительной жидкостной плазменной системе.

Зависимости амплитуды и ширины затухающего
ПИА солитона от времени τ при различных значе-
ниях спектрального параметра κ представлены на
рис. 2 и 3. На рисунках видно, что φ1(τ) и L(τ) воз-
растают с ростом κ. При этом φ1(τ) убывает с рос-
том времени τ , а L(τ) — возрастает.

Одной из важных и насущных целей настоящей
работы является исследование влияния столкнове-
ний, а именно, параметров νi0, νre0, ν̃0 и νpn0, на
свойства плазменных волн. Зависимости амплиту-
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Рис. 3. Зависимости ширины солитона от τ при различных
значениях κ для α = 0.002, μ = 0.005, Lr = 0.5, δn = 1.3,
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δp = 1.5, νi0 = 0.2, νpn0 = 0.3 и κ = 2, τ = 1
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Рис. 6. Зависимости амплитуды солитона от νi0 при раз-
личных значениях νpn0 для α = 0.002, μ = 0.005, Lr = 0.5,

δn = 1.3, δp = 1.5, νre0 = 0.5, ν̃0 = 0.2 и κ = 2, τ = 1
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Рис. 7. Зависимости ширины солитона от νi0 при различ-
ных значениях νpn0 для α = 0.002, μ = 0.005, Lr = 0.5,

δn = 1.3, δp = 1.5, νre0 = 0.5, ν̃0 = 0.2 и κ = 2, τ = 1

ды φ1(τ) и ширины L(τ) затухающих солитонов от
этих частот представлены на рис. 4–7. Заметим, что
с ростом как ν̃0, так и νre0 амплитуда затухающе-
го солитона убывает, а его ширина возрастает (см.
рис. 4 и 5). При возрастании νi0 амплитуда φ1(τ)

возрастает, а ширина L(τ) убывает (см. рис. 6). При
возрастании νpn0 амплитуда φ1(τ), наоборот, убыва-
ет, а ширина L(τ) возрастает (см. рис. 7).

На рис. 8 и 9 приведены профили затухающего
солитона φ, полученные с помощью уравнения (17),
в зависимости от геометрических переменных Θ, R
и Z, а также от τ . На рис. 8 видно, что профиль
солитона стремится отклониться от радиальной оси
и затухает со временем. На рис. 9 видно, что резкое
отклонение и затухание профиля приводят к суще-
ственным геометрическим нарушениям формы со-
литонов.
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Рис. 8. 3D-профили φ(χ, τ ) в зависимости от R и Θ при
Z = 0.5, Lr = 0.5, α = 0.002, μ = 0.005, δn = 1.3, δp = 1.5,
νre0 = 0.5, ν̃0 = 0.3, νi0 = 0.2, νpn0 = 0.3, κ = 2 для τ = 1

(a) и переменного τ (б)

Таким образом, в работе исследованы нелиней-
ные затухающие ПИА волны в столкновительной
размагниченной четырехкомпонентной жидкостной
плазменно-пылевой системе, состоящей из распреде-
ленных высокотемпературных электронов, подвиж-
ных ионов и отрицательно и положительно заряжен-
ных пылевых частиц, в случае цилиндрической гео-
метрии. Получены угловые и радиальные зависимо-
сти различных физических величин. Влияние гео-
метрических параметров, спектрального параметра
и параметров столкновительной плазменной систе-
мы (κ, νi0, νre0, ν̃0, νpn0, Θ, R, Z и τ) на ампли-
туду φ1(τ) и ширину L(τ) затухающего солитона
исследовано численно с использованием мезосфе-
рических параметров [47, 48]. Графически показа-
но, что эти параметры играют определенную роль в
конфигурации затухающих ПИА солитонов. Кроме
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Рис. 9. 3D-профили φ(χ, τ ) в зависимости от Θ и τ при
Z = 0.5 и Lr = 0.5, α = 0.002, μ = 0.005, δn = 1.3,
δp = 1.5, νre0 = 0.5, ν̃0 = 0.3, νi0 = 0.2, νpn0 = 0.3, κ = 2

для R = 0.5 (a) и переменного R (б)

того, исследовано существование областей геомет-
рического нарушения формы солитонов. Проведен-
ное нами исследование формы затухающих солито-
нов может быть полезно для дальнейшего изучения
свойств нелинейных затухающих волн в многоком-
понентных жидкостных плазменно-пылевых систе-
мах как в лабораторных условиях, так и в космичес-
ком пространстве.
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