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Методами Монте-Карло проведены исследования анизотропной модели Изинга с конкурирующими вза-
имодействиями в области фазового перехода из модулированной фазы в парамагнитную. С помощью
гистограммного анализа данных и теории конечно-размерного скейлинга показано, что переход из мо-
дулированного состояния в парамагнитное является фазовым переходом второго рода. Рассчитаны кри-
тические параметры и температуры фазовых переходов в этой области. Показано, что фазовый переход
«модулированная фаза–парамагнетик» невозможно описать в рамках известных классов универсально-
сти критического поведения.

DOI: 10.1134/S0044451018120088

1. ВВЕДЕНИЕ

В природе помимо простых магнитных упоря-
дочений (ферромагнитного, антиферромагнитного
или ферримагнитного) существует еще и новый тип
магнитного упорядочения — модулированное. Такое
упорядочение, во-первых, может возникать в систе-
мах с конкуренцией обменного взаимодействия неза-
висимо от физической природы этого взаимодей-
ствия. Во-вторых, модулированные фазы — спирали
могут возникать также и в магнетиках, в которых
есть инварианты, линейные по градиентам намагни-
ченности [1]. Такое взаимодействие называют «взаи-
модействием Дзялошинского –Мория», и такие маг-
нетики, называемые киральными, широко обсужда-
ют в связи с проблемой магнитных солитонов, см.
работу [2] и ссылки в ней. Количество реальных ма-
териалов, в которых возможно модулированное упо-
рядочение, давно уже перевалило за сотню [3–5].
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Отметим, что в зависимости от соотношения па-
раметров конкурирующих взаимодействий и темпе-
ратуры в таких системах возможны разные типы
магнитного упорядочения (ферромагнитное, моду-
лированное, парамагнитное и т. д.). И соответствен-
но в системах возможно несколько фазовых перехо-
дов различных типов. К примеру, в системах с мо-
дулированным магнитным упорядочением возмож-
ны переходы из однородного состояния в модулиро-
ванное состояние, переходы в модулированной фазе
между различными модулированными структурами
и переход из модулированной фазы в парамагнит-
ную. Экспериментальное и теоретическое изучение
фазовых переходов и критических явлений является
довольно сложной задачей даже для таких простых
случаев, как переходы из ферромагнитной фазы в
парамагнитную. Поэтому в настоящее время наибо-
лее приемлемое и точное описание фазовых пере-
ходов и критических явлений дают только машин-
ные расчеты методами Монте-Карло и молекуляр-
ной динамики.

На практике для описания систем, в которых
возможно модулированное магнитное упорядоче-
ние, используются различные модели. Наиболее
простой и эффективной среди них является ани-
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Рис. 1. Анизотропная модель с конкурирующими взаимо-
действиями

зотропная модель Изинга с конкурирующими вза-
имодействиями со вторыми ближайшими соседями
(ANNNI-модель, рис. 1).

2. МОДЕЛЬ

ANNNI-модель появилась в статистической фи-
зике во второй половине XX века для объяснения
спирального магнитного порядка в тяжелых редко-
земельных металлах [6–9]. Его гамильтониан на пра-
вильной кубической решетке имеет вид

HANNNI = −1

2
J
∑
[i,j]

sisj − 1

2
J1

∑
{i,j}

sisj , (1)

где si = ±1, J > 0 — параметр обменного взаимо-
действия соседних пар спинов, J1 < 0 — параметр
антиферромагнитного взаимодействия соседей, сле-
дующих за ближайшими вдоль оси z. Суммирование
[i, j] и {i, j} соответствует парам ближайших соседей
и соседей, следующих за ближайшими вдоль оси z.

ANNNI-модель точно решена только в одномер-
ном случае [10]. Тем не менее некоторые ее особен-
ности хорошо установлены и для высоких размерно-
стей. Для трехмерного случая (3D) топология фа-
зовой диаграммы T –|J1/J | включает три области,
пересекающиеся в мультикритической точке Лиф-
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Рис. 2. Фазовая диаграмма анизотропной модели Изинга
с конкурирующими взаимодействиями: а) по данным [17],

б) по данным [12]

шица [11, 12]. При высоких температурах система
парамагнитна, при низких T и малых |J1/J | — фер-
ромагнитна, а при достаточно больших значениях
|J1/J | образуются модулированные фазы (рис. 2).

Для описания фазового поведения рассматрива-
емой модели были использованы приближенные тео-
ретические методы, включая высоко- и низкотемпе-
ратурные разложения [13–15], теорию среднего поля
[16] и другие теоретические аппроксимации [17–19].

Согласно литературным данным, с понижением
температуры ANNNI-модель испытывает фазовый
переход второго рода из парамагнитного в ближай-
шее упорядоченное состояние, а переход «ферромаг-
нетик–модулированная фаза» является переходом
первого рода [13].

Моделирование методом Монте-Карло [10,20–24]
проведено для значений |J1/J | = 0.1–1.0, включая
и мультикритическую область точки Лифшица [25].
Рассчитаны критические параметры фазовых пере-
ходов второго рода из ферромагнитного состояния
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в парамагнитное, описано мультикритическое пове-
дение системы в окрестности точки Лифшица.

Последние, наиболее точные критические пока-
затели в окрестности точки Лифшица, получены с
помощью анизотропного скейлинга [24] и методов
Монте-Карло [25].

Согласно данным [23–28], критическое поведение
систем с модулированными структурами при малых
значениях |J1/J | описывается изинговским классом
универсальности критического поведения. С повы-
шением |J1/J | происходит кроссовер к критическо-
му поведению, характерному для мультикритичес-
кой точки Лифшица, и от него к XY -классу крити-
ческого поведения [26–28].

В недавней работе [29] методами Монте-Карло
были проведены исследования ANNNI-модели в мо-
дулированной области с использованием в качестве
параметра порядка усредненного значения ампли-
туды модулированной структуры. Полученные ре-
зультаты показали, что фазовый переход из моду-
лированного состояния в парамагнитное является
фазовым переходом второго рода. В данной работе
мы представили результаты гистограммного анали-
за данных и получили значения критических пара-
метров анизотропной модели Изинга с конкуриру-
ющими взаимодействиями при фазовом переходе из
модулированной фазы в парамагнитную.

3. МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ И
ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Для исследования мультикритических явлений
в области фазового перехода из модулированного
состояния в парамагнитную фазу использовались
системы кубической формы с периодическими гра-
ничными условиями и размерами L × L × L; L =

= 12–64. Число спинов в моделируемых системах
при этом составляло Neff = 1728–262144. На ЭВМ
генерировались марковские цепи длиной τ = 1000τ0
(τ0 = 104 МК-шагов/спин — длина неравновесно-
го участка). Усреднением вдоль этой цепи вычисля-
лись термодинамические параметры системы. Кро-
ме того, выполнялось усреднение по тысяче различ-
ных начальных конфигураций. При этом погреш-
ность полученных результатов не превышает разме-
ры используемых на рисунках символов.

Отметим, что в современной вычислительной
физике не разработан алгоритм для более точного
исследования ANNNI-модели во всей области изме-
нения параметров |J1/J | и T . Использование высо-
коточных кластерных алгоритмов, в частности, од-

нокластерного алгоритма Вульфа [30], хотя и поз-
воляет исследовать рассматриваемую систему в об-
ласти фазового перехода второго рода, практически
не дает никаких результатов в области модулиро-
ванных фаз и ближайшей окрестности точки Лиф-
шица. Предлагаемые в литературе [29, 31] модифи-
кации известных алгоритмов, в основном, призваны
решать небольшие частные проблемы модели. Един-
ственный алгоритм метода Монте-Карло, который
не потерял своей эффективности для данной моде-
ли в любом интервале изменения параметров |J1/J |
и T , — классический алгоритм Метрополиса. Хотя
точность алгоритма невысокая, полученные резуль-
таты позволяют представить картину термодинами-
ческого и критического поведения ANNNI-модели.

Для исследования магнитных свойств модулиро-
ванной области мы использовали величину

Mz =
1

L2

L∑
x,y

Sx,y,z, (2)

представляющую собой усредненную намагничен-
ность слоя, перпендикулярного оси z.

Значения волнового числа и характер амплитуд-
ной и фазовой модуляции определялись с помощью
математического аппарата спектрального анализа,
основанного на преобразованиях Фурье [32]:

M(z) =
a0
2

+

N∑
k=1

[
ak cos

2πkz

L
+ bk sin

2πkz

L

]
, (3)

где

a0 =
1

L

L∑
z=1

Mz, (4)

ak =
2

L

L∑
z=1

Mz cos
2πkz

L
, (5)

bk =
2

L

L∑
z=1

Mz sin
2πkz

L
, (6)

q = k/L, (7)

k — номер гармоники.
Поскольку модулированные структуры являют-

ся гармоническими, волновое число q определяет-
ся значением k, при котором амплитудная функция
(a2k + b2k) имеет максимум. На рис. 3 представлена
характерная модулированная структура, возникаю-
щая в системе с |J1/J | = 0.7 при T = 3.4, и график
ее фурье-преобразования.
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Рис. 3. Характерная модулированная магнитная струк-
тура и амплитуда ее фурье-преобразования (T = 3.4 и

|J1/J | = 0.7)

Температурные зависимости теплоемкости и вос-
приимчивости мы получили, используя выраже-
ния [16]

C = (NK2)
(〈U2〉 − 〈U〉2) , (8)

χ = (NK)
(〈m2〉 − 〈m〉2) , (9)

где K = |J |/kBT , U — внутренняя энергия, m —
параметр порядка.

Отметим, что в качестве параметра порядка
использована величина, представленная нами в
предыдущей работе [29].

Для изучения свойств фазового перехода из мо-
дулированного состояния в парамагнитное исполь-
зованы гистограммный анализ данных и теория
конечно-размерного скейлинга (КРС). Использова-
ние этих методов позволяет определить тип фазово-
го перехода.

В гистограммном анализе данных [33] вероят-
ность обнаружения системы со значением энергии
U и параметром порядка m определяется выраже-
нием

p(U,m) =
1

Z(K)
W (U,m) exp(KU), (10)

где W (U,m) — число конфигураций с энергией U

и параметром порядка m, Z(K) — функция рас-
пределения энергии всей системы. На рис. 4 пока-
заны результаты гистограммного анализа данных
ANNNI-модели при фазовом переходе из модулиро-
ванного состояния в парамагнитное для значения
|J1/J | = 0.7. Как видно на этом рисунке, на веро-
ятности распределения энергии для двух значений
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U
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Рис. 4. Гистограмма распределения энергии ANNNI-
модели для |J1/J | = 0.7 при фазовом переходе из мо-

дулированного состояния в парамагнитное

линейных размеров, L = 32, L = 64, наблюдается
один хорошо выраженный максимум. Такое поведе-
ние зависимости p(U, m) свидетельствует о том, что
переход из модулированного состояния в парамаг-
нитное является фазовым переходом второго рода.

Для расчета критической температуры исполь-
зовался метод кумулянтов Биндера. Согласно [35]
кумулянты

UL = 1− 〈m4〉/3〈m2〉2 (11)

для систем с разными размерами L пересекаются
в критической точке Tc. Построив температурные
зависимости UL для систем с разными размерами
L, можно вычислить критические температуры сис-
тем. Значения критических температур, рассчитан-
ные этим методом, для разных значений |J1/J | пред-
ставлены в таблице.

Для расчета критических параметров намагни-
ченности, восприимчивости и радиуса корреляции
использовались соотношения теории КСР [35–38].
Из этих соотношений следует, что при T = Tc и до-
статочно больших L

m ∝ L−β/ν, (12)

χ ∝ Lγ/ν, (13)

Vn = L1/νgVn , (14)

где gVn — некоторая постоянная, а в качестве Vn мо-
жет выступать

Vi =
〈miE〉
〈mi〉 − 〈E〉, i = 1, 2, 3, . . . (15)
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Таблица. Значения критических параметров ANNNI-модели

|J1/J | Tc α/ν β/ν γ/ν 1/ν α β γ ν

0.271 3.736(1) 0.352 0.431 2.499 1.799 0.196(4) 0.240(4) 1.389(6) 0.556(6)

0.272 3.732 0.379 0.429 2.719 1.903 0.199 0.225 1.427 0.525

0.273 3.728 0.420 0.422 2.880 2.055 0.203 0.206 1.403 0.487

0.274 3.724 0.460 0.421 3.053 2.183 0.211 0.193 1.398 0.458

0.275 3.726 0.449 0.422 3.002 2.125 0.211 0.199 1.414 0.471

0.276 3.727 0.461 0.422 3.117 2.225 0.207 0.189 1.400 0.449

0.30 3.723(3) 0.142 0.447 2.109 1.609 0.088(4) 0.278(4) 1.312(6) 0.622(6)

0.40 3.602 0.113 0.472 1.919 1.613 0.059 0.293 1.190 0.620

0.50 3.672 0.101 0.492 1.980 1.550 0.065 0.317 1.277 0.645

0.60 3.854 0.060 0.501 1.953 1.493 0.040 0.336 1.309 0.670

0.70 3.976 0.011 0.516 1.967 1.492 0.007 0.346 1.318 0.670

0.80 4.152 0.012 0.522 1.971 1.489 0.008 0.350 1.323 0.671

0.90 4.334 0.011 0.509 1.965 1.490 0.007 0.342 1.319 0.671

1.00 4.455 0.014 0.514 1.970 1.502 0.009 0.342 1.312 0.666

XY −0.012 0.3485 1.315 0.671

Для аппроксимации теплоемкости использова-
лось выражение

Cmax(L) = Cmax(L = ∞)− aLα/ν, (16)

где a — некоторый коэффициент.
Для определения критических индексов мы в

двойном логарифмическом масштабе построили
графики зависимости термодинамических парамет-
ров от линейных размеров системы при T = Tc. На
рис. 5–8 представлены характерные зависимости
намагниченности, восприимчивости, теплоемкос-
ти и параметров Vi при i = 1, 2, 3 от линейных
размеров решетки при |J1/J | = 0.7. Как видно
на рисунках, все точки на графиках в пределах
погрешности хорошо ложатся на прямую. Угол
наклона прямой на рис. 4–7 определяет значения
β/ν, γ/ν, α/ν, 1/ν.

Полученные значения критических индексов
представлены в таблице.

Согласно данным этой таблицы, можно утверж-
дать, что на значения критических индексов для
|J1/J | ≤ 0.4 оказывает влияние близость мультикри-
тической области [25], значения критических индек-
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0.385310
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0.428760

0.453720
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Рис. 5. Двойная логарифмическая зависимость намагни-
ченности

сов намагниченности продолжают расти, а воспри-
имчивости — падать. С ростом абсолютного значе-
ния |J1/J | характер изменения критических индек-
сов намагниченности и восприимчивости приближа-
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Рис. 6. Двойная логарифмическая зависимость восприим-
чивости
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Рис. 7. Двойная логарифмическая зависимость теплоем-
кости
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Рис. 8. Двойная логарифмическая зависимость Vi

ет систему к критическому поведению, характерно-
му для XY -класса универсальности критического
поведения. Поведение критического индекса радиу-
са корреляции тоже подтверждает переход системы
от мультикритического поведения к поведению, ха-
рактерному для XY -класса универсальности. А вот
значения критического индекса теплоемкости невоз-
можно описать в рамках известных классов универ-
сальности. Эти критические индексы по знаку со-
ответствуют критическому поведению, характерно-
му для изинговского класса универсальности, а по
абсолютному значению близки к значениям, харак-
терным для XY -класса универсальности.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные результаты показывают, что кри-
тическое поведение большинства систем отличается
от предсказываемого для соответствующих классов
универсальности. Причиной такого поведения явля-
ются различного рода анизотропные и конкуриру-
ющие взаимодействия, существующие в реальных
системах. Учет всех возможных видов анизотропии
и взаимодействий создает в системе различные типы
магнитного упорядочения и, как следствие, мульти-
критические явления, что приводит к усложнению
как термодинамического, так и критического пове-
дения системы. Поэтому исследование подобных яв-
лений также является важным условием при рас-
смотрении критических явлений. Разработка новых
методов исследования и алгоритмов моделирования
для исследования мультикритических явлений мо-
жет не только способствовать изучению окрестности
точки Лифшица, но и расширить применение мето-
дов Монте-Карло для изучения более сложных сис-
тем.
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