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Исследуется устойчивость конвективного течения в неоднородно вращающемся слое плазмы в акси-
альном однородном магнитном поле. Рассмотрены стационарный и колебательный режимы магнитной
конвекции в зависимости от профиля угловой скорости вращения (числа Россби Ro) электропроводя-
щей среды. Для описания слабонелинейной стадии развития конвекции применяется метод Галеркина,
с помощью которого получена нелинейная динамическая система уравнений типа Лоренца. Численный
анализ этих уравнений показал наличие хаотического поведения конвективных течений. Найдены кри-
терии возникновения хаотических движений в зависимости от параметров конвекции (числа Рэлея Ra),
магнитного поля (числа Чандрасекара Q), вращения (числа Тейлора Ta) для рэлеевского (Ro = −1) и
кеплеровского (Ro = −3/4) профилей угловой скорости вращения среды.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Конвективные течения, вызванные тепловыми
процессами в гравитационном поле, имеют важное
значение для объяснения многих явлений, происхо-
дящих в недрах планет, звезд и других космических
объектов. Общепризнано, что конвекция является
источником генерации как крупномасштабных маг-
нитных полей, так и крупномасштабных вихревых
структур, независимо от выбора модели: ламинар-
ного [1–4] или турбулентного динамо [5–7].

Безусловно огромное влияние на конвективные
течения электропроводящих сред оказывают враще-
ние и магнитные поля. Теория таких процессов (за-
дача Рэлея –Бенара) для случая однородного вра-
щения и постоянного магнитного поля подробно
изложена в монографиях [8, 9]. Однако большин-
ство различных космических объектов, состоящих
из плотных газов или жидкости (Юпитер, Сатурн,
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Солнце, галактики и т. д.), а также электропрово-
дящая среда внутри планет, вращаются неоднород-
но. Во многих гидродинамических задачах диффе-
ренциальное вращение среды моделируется течени-
ем Куэтта, заключенным между двумя вращающи-
мися с разной угловой скоростью цилиндрами (см.
рис. 1a), что оказывается удобным для реализации
лабораторных экспериментов [10]. Устойчивость та-
кого течения для идеально проводящей среды в маг-
нитном поле была впервые рассмотрена в работах
[11,12]. Там же показано, что слабое осевое магнит-
ное поле дестабилизирует азимутальное дифферен-
циальное вращение плазмы и при выполнении усло-
вия dΩ2/dR < 0 в бездиссипативной плазме возни-
кает магнитовращательная неустойчивость (МВН)
или стандартная МВН (standard magnetorotational
instability, SMRI) (см. рис. 1a). Поскольку это усло-
вие выполняется и для кеплеровских течений, Ω ∼
∼ R−3/2, МВН является наиболее вероятным источ-
ником турбулентности в аккреционных дисках.

Открытие МВН послужило толчком к много-
численным теоретическим исследованиям [13], а
также к лабораторным исследованиям вращения
жидких металлов (натрия, галлия) и низкотемпе-
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Рис. 1. a) Геометрия задачи для стандартной МВН: два
концентрических цилиндра радиусами Rin = R1 и Rout =

= R2 вращаются со скоростями Ωin = Ω1 и Ωout = Ω2;
B0z — аксиальное магнитное поле, направленное верти-
кально вверх. б) Модель Буссе (конвективное динамо) для
слоя электропроводящей жидкости во вращающейся маг-

нитоконвекции

ратурной плазмы [14, 15]. Первые теоретические
исследования, которые касались проблемы аккре-
ционных течений, проводились в приближении
бездиссипативной плазмы с учетом как радиальной
тепловой стратификации [16], так и замагничен-
ности тепловых потоков [17]. В работах [18–23]
подробно исследовалось влияние эффектов вяз-
кости и магнитной диффузии на устойчивость
неоднородно вращающейся плазмы в магнитном
поле. В работе [24] рассматривалась устойчивость
дифференциально-вращающейся плазмы в аксиаль-
ном магнитном поле с одновременным учетом как
диссипативных эффектов (вязкость и омическая
диссипация), так и тепловой радиальной стра-
тификации плазмы. Эффект МВН в спиральном
магнитном поле, т. е. с нетривиальной топологией

B0rotB0 �= 0, изучался в работах [25, 26]. Эффект
МВН в азимутальном магнитном поле в литературе
получил название азимутальной МВН (azimuthal
magnetorotational instability, AMRI) [22, 23]. В
недавних работах [27, 28] были найдены критерии
развития МВН для разреженной плазмы при учете
эффектов Холла и диссипации.

Модель вращающихся цилиндров применялась в
теории конвективного динамо, развитой в работах
[29–32]. В этой теории [29] внешний цилиндр враща-
ется с угловой скоростью Ω2, а внутренний остается
неподвижным, Ω1 = 0 (см. рис. 1б). Конвективные
течения (ячейки Бенара) возникают в слое жидко-
сти между цилиндрами из-за разности температур
внутреннего T1 и внешнего T2 цилиндров: T2 > T1.

Разность высот внутреннего h1 и внешнего h2 ци-
линдров приводит к аналогичному эффекту — дей-
ствию силы Кориолиса на β-плоскости. Модель Бус-
се соответствует конвекции в слоях жидкости, рас-
положенных в экваториальной области вращающе-
гося объекта, где существенна роль азимутального
магнитного поля. Эта модель также активно при-
менялась для изучения поведения гидромагнитных
волн во вращающейся магнитоконвекции. В резуль-
тате действия β-эффекта во вращающейся магни-
токонвекции возникает более общий тип волн Рос-
сби, так называемые магнито-тепловые волны Рос-
сби [33].

В настоящей работе, в отличие от модели Бус-
се [29–32], мы исследуем устойчивость неоднород-
но вращающейся плазмы в аксиальном магнитном
поле и при наличии вертикального градиента тем-
пературы. Иначе говоря, здесь мы совместно рас-
сматриваем задачу об устойчивости электропрово-
дящей жидкости между двумя вращающимися ци-
линдрами (течение Куэтта) и задачу Рэлея –Бена-
ра во внешнем постоянном магнитном поле (рис. 2).
В такой постановке задачи угловая скорость враще-
ния Ω(R) вязкой электропроводящейжидкости в ци-
линдрической геометрии (R, φ, z) задачи описывает-
ся соотношением

Ω(R) =
Ω2R

2
2 − Ω1R

2
1

R2
2 −R2

1

+
(Ω1 − Ω2)R

2
1R

2
2

R2(R2
2 −R2

1)
,

где R1,2 и Ω1,2 — радиусы и угловые скорости вра-
щения внутреннего и внешнего цилиндров.

Настоящая работа построена следующим обра-
зом. В разд. 2 получены уравнения эволюции ма-
лых возмущений в приближении Буссинеска во вра-
щающейся вязкой несжимаемой электропроводящей
жидкости, находящейся в поле силы тяжести с по-
стоянным градиентом температуры. В разд. 3 ре-
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Рис. 2. а) Слой электропроводящей жидкости толщины
h астрофизического объекта, который вращается с неод-
нородной скоростью Ω(R) в аксиальном магнитном поле
B0. б) Геометрическое описание проблемы течения Куэт-
та –Тейлора с вертикальным градиентом температуры в

аксиальном магнитном поле

шается задача Рэлея –Бенара для слоя электропро-
водящей жидкости, заключенной между двумя вра-
щающимися цилиндрами и подогреваемой снизу. С
помощью дисперсионного уравнения, полученного в
разд. 3, в разд. 4 исследуются монотонный и ко-
лебательный режимы конвекции. Там же получе-
ны критические значения чисел Рэлея для стаци-
онарной и колебательной конвективных неустойчи-
востей. Проведен анализ развития этих неустойчи-
востей для различных профилей угловой скорости
вращения Ω(R). В разд. 5 для осесимметричных воз-
мущений исследуется слабонелинейная стадия вра-
щающейся магнитоконвекции, в которой возникает

хаотический режим, приводящий к случайным ва-
риациям магнитного поля. За последние несколь-
ко лет хаотическое поведение конвекции интенсивно
изучалось во вращающихся слоях жидкости [34,35],
в проводящих средах с однородным магнитным по-
лем [36–39], а также вращающихся с магнитным по-
лем проводящих средах [40]. Однако в этих рабо-
тах не рассматривалась сама динамика магнитного
поля, что соответствует безындукционному прибли-
жению. Такие задачи имеют большое значение для
технологических приложений: рост кристаллов, хи-
мические процессы затвердевания и центробежного
литья металлов и т. д.

Применяя метод Галеркина к нелинейной систе-
ме уравнений для неоднородно вращающейся магни-
токонвекции, мы получили динамическую систему
уравнений типа Лоренца, но для шестимерного фа-
зового пространства. Аналитический и численный
анализы этой системы уравнений показал хаотиче-
ское поведение магнитного поля и его инверсию.
Развитая в настоящей работе теория может приме-
няться к различным астрофизическим и геофизиче-
ским задачам, рассматривающим хаотическое пове-
дение магнитного поля в конвективных слоях ядер
Земли, Солнца, в горячих галактических кластерах,
аккреционных дисках и в других объектах.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ЭВОЛЮЦИИ
МАЛЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ

Рассмотрим неоднородно вращающийся поток
несжимаемой вязкой электропроводящей жидко-
сти, которую будем моделировать течением Куэт-
та –Тейлора между двумя вращающимися цилин-
драми с внешним радиусом Rout и внутренним ра-
диусом Rin � Rout [10].

Очевидно, что для исследования данного типа
течения удобно использовать цилиндрическую си-
стему координат (R, φ, z) (см. рис. 3), выбор которой
обусловлен возможностью практического примене-
ния развиваемой здесь теории. Пусть вращающая-
ся проводящая среда (плазма) находится в постоян-
ных гравитационном и магнитном полях при посто-
янном вертикальном градиенте температуры ∇T0 =

= const = −Ae, где A > 0 — постоянный градиент,
e — единичный вектор, направленный вертикально
вверх по оси z. Конвективные течения, вызванные
градиентом температуры, описываются уравнения-
ми движения вязкой несжимаемой электропроводя-
щей жидкости в приближении Буссинеска [9]:
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Рис. 3. a) Геометрия задачи для неоднородно вращаю-
щейся магнитоконвекции. Электропроводящая жидкость
заполняет слой между двумя цилиндрами, вращающими-
ся с угловыми скоростями Ω1 и Ω2. Нижняя поверхность
слоя имеет температуру T1, а верхняя — T2. б) Декарто-
ва аппроксимация задачи для неоднородно вращающейся
магнитоконвекции. Неоднородное вращение в локальной
декартовой системе координат состоит из вращения с по-
стоянной угловой скоростью Ω0 и сдвиговой скорости U0,

параллельной оси y

∂v

∂t
+ (v∇)v = − 1

ρ0
∇
(
P +

B2

8π

)
+

+
1

4πρ0
(B∇)B+ gβTe+ ν∇2v, (1)

∂B

∂t
+ (v∇)B − (B∇)v = η∇2B, (2)

∂T

∂t
+ (v∇)T = χ∇2T, (3)

divB = 0, divv = 0, (4)

где β — коэффициент теплового расширения, ρ0 =

= const — плотность среды, ν –коэффициент кине-
матической вязкости, η = c2/4πσ — коэффициент

магнитной вязкости, σ — коэффициент электропро-
водности, χ — коэффициент теплопроводности сре-
ды.

Полагаем, что однородное магнитное поле B0 на-
правлено вдоль оси z. Далее будем называть его ак-
сиальным. Направление магнитного поля совпадает
с осью вращения среды Ω и осью z. Плазма вра-
щается в азимутальном направлении со скоростью
vφ = RΩ(R), где Ω(R) — угловая скорость враще-
ния.

Система уравнений (1)–(4) имеет стационарные
решения вида

P = p0(R, z), BR(R) = 0, Bφ(R) = 0,

Bz(R) = B0 = const, vR(R) = 0, vφ(R) = RΩ(R),

vz(R) = 0, T0(z) = const+Az.

Для такого течения в радиальном направлении уста-
навливается центробежное равновесие:

Ω2R =
1

ρ0

dp0
dR

, (5)

а в вертикальном — гидростатическое:

1

ρ0

dp0
dz

= −gβT0. (6)

Основной нашей задачей является вопрос об устой-
чивости малых возмущений физических величин
(u,b, p, θ) на фоне стационарного состояния, описы-
ваемого уравнениями (5), (6). Представляя все ве-
личины в уравнениях (1)–(4) в виде суммы стацио-
нарной и возмущенной частей,

v = v0+u, B = B0+b, P = p0+p, T = T0+θ,

получим уравнения эволюции малых возмущений в
линейном приближении:

∂u

∂t
+ (v0∇)u+ (u∇)v0 = − 1

ρ0
∇p+

+
1

4πρ0
[(B0∇)b−∇(B0b)] + gβθe+ ν∇2u,

∂b

∂t
+ (v0∇)b− (B0∇)u− (b∇)v0 = η∇2b,

∂θ

∂t
+ (v0∇)θ + (u∇)T0 = χ∇2θ,

divb = 0, divu = 0,

(7)

где v0 = (0, RΩ(R), 0), B0 = (0, 0, B0). Система урав-
нений (7) будет использоваться нами для исследова-
ния вопроса устойчивости малых возмущений. Для
этой цели запишем уравнения (7) в цилиндрической
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системе координат, используя при этом следующие
соотношения:

∇2 → ∂2

∂z2
+

∂2

∂R2
+

1

R

∂

∂R
+

1

R2

∂2

∂φ2
,

(
∇2

(
u

b

))
R

= ∇2

(
uR

bR

)
− 2

R2

∂

∂φ

(
uφ

bφ

)
− 1

R2

(
uR

bR

)
,

(
∇2

(
u

b

))
φ

= ∇2

(
uφ

bφ

)
+

2

R2

∂

∂φ

(
uR

bR

)
− 1

R2

(
uφ

bφ

)
.

В результате получим основные уравнения для ис-
следования устойчивости малых возмущений:

∂uR
∂t

+Ω
∂uR
∂φ

− 2Ωuφ− 1

4πρ0
B0

∂bR
∂z

= − 1

ρ0

∂p̃

∂R
+

+ ν

(
∇2uR − 2

R2

∂uφ
∂φ

− uR
R2

)
, (8)

∂uφ
∂t

+Ω
∂uφ
∂φ

+
κ2

2Ω
uR− 1

4πρ0
B0

∂bφ
∂z

= − 1

ρ0R

∂p̃

∂φ
+

+ ν

(
∇2uφ +

2

R2

∂uR
∂φ

− uφ
R2

)
, (9)

∂uz
∂t

+Ω
∂uz
∂φ

− 1

4πρ0
B0

∂bz
∂z

=

= − 1

ρ0

∂p̃

∂z
+ gβθ + ν∇2uz, (10)

∂bR
∂t

+Ω
∂bR
∂φ

−B0
∂uR
∂z

=

= η

(
∇2bR − 2

R2

∂bφ
∂φ

− bR
R2

)
, (11)

∂bφ
∂t

+Ω
∂bφ
∂φ

−R
∂Ω

∂R
bR −B0

∂uφ
∂z

=

= η

(
∇2bφ +

2

R2

∂bR
∂φ

− bφ
R2

)
, (12)

∂bz
∂t

+Ω
∂bz
∂φ

−B0
∂uz
∂z

= η∇2bz, (13)

∂θ

∂t
+Ω

∂θ

∂φ
− uzA = χ∇2θ, (14)

∂uR
∂R

+
uR
R

+
1

R

∂uφ
∂φ

+
∂uz
∂z

= 0,

∂bR
∂R

+
bR
R

+
1

R

∂bφ
∂φ

+
∂bz
∂z

= 0.

(15)

Здесь

κ = 2Ω

√
1 +

1

2

d lnΩ

d lnR
— эпициклическая частота,

p̃ = p+
1

4π
(B0 · b)

— общее возмущенное давление.

3. ЗАДАЧА РЭЛЕЯ – БЕНАРА ДЛЯ
ТОНКОГО СЛОЯ НЕОДНОРОДНО

ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ЗАМАГНИЧЕННОЙ
ПЛАЗМЫ

Полученную в предыдущем разделе систему
уравнений (8)–(15) будем применять для описания
конвективных явлений в тонком слое неоднородно
вращающейся проводящей среды (плазмы) толщи-
ны h � Rout − Rin. Температуру нижней части
слоя обозначим через T1 , а верхней — T2, причем
T1 > T2 — подогрев снизу (см. рис. 3 ). Такая по-
становка задачи обобщает классическую проблему
Рэлея –Бенара для свободной конвекции.

Для данной задачи характерный масштаб неод-
нородности среды в горизонтальной плоскости боль-
ше, чем в вертикальном направлении, LR � Lh. По-
этому мы можем применить локальный метод ВКБ
для возмущений, зависящих от горизонтальных ко-
ординат (R, φ). Разложим все величины в ряд Тей-
лора в окрестности фиксированных точек (R0, φ0),
оставляя члены нулевого порядка по локальным ко-
ординатам R̃ = R − R0, φ̃ = φ − φ0. В результа-
те получим систему дифференциальных уравнений
(8)–(15) с постоянными коэффициентами. При этом
будем учитывать следующие соотношения:

Ω0 = Ω(R0), ∇2 → D̂2 +
∂2

∂R̃2
+

1

R0

∂

∂R̃
+

1

R2
0

∂

∂φ̃2
,

D̂ ≡ d

dz
,(

∇2

(
u

b

))
R

= ∇2

(
uR

bR

)
− 2

R2
0

∂

∂φ

(
uφ

bφ

)
− 1

R2
0

(
uR

bR

)
,(

∇2

(
u

b

))
φ

= ∇2

(
uφ

bφ

)
+

2

R2
0

∂

∂φ

(
uR

bR

)
− 1

R2
0

(
uφ

bφ

)
.

Все возмущения в системе уравнений (8)–(15) пред-
ставим в виде плоских волн⎛⎜⎜⎜⎜⎝

u

b

θ

p̃

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
U(z)

H(z)

Θ(z)

P̃ (z)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ exp
(
γt+ imφ̃+ ikR̃

)
, (16)
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после чего, в коротковолновом приближении k �
� 1/R0, пренебрегая членами ik/R0 − 1/R2

0, нахо-
дим

L̂νUR +
2Ω0

ν
Uφ − 2im

νR2
0

Uφ +
B0z

4πρ0ν
D̂HR −

− ik

νρ0
P̃ = 0, (17)

L̂νUφ − 2Ω0

ν
(1 + Ro)UR +

2im

νR2
0

UR +

+
B0z

4πρ0ν
D̂Hφ − im

νρ0R0
P̃ = 0, (18)

L̂νUz +
B0z

4πρ0ν
D̂Hz +

gβ

ν
Θ− D̂

νρ0
P̃ = 0, (19)

L̂ηHR +
B0z

η
D̂UR = 0, (20)

L̂ηHφ +
B0z

η
D̂Uφ +

2Ω0

η
RoHR = 0, (21)

L̂ηHz +
B0z

η
D̂Uz = 0, (22)

L̂χΘ+
A

χ
Uz = 0, D̂Uz + ikUR +

im

R0
Uφ = 0,

D̂Hz + ikHR +
im

R0
Hφ = 0.

(23)

Здесь Ro — число Россби и введены следующие обо-
значения для операторов:

L̂ν = D̂2 −
(
γ +mΩ0

ν
+ k2 +

m2

R2
0

)
,

L̂η = D̂2 −
(
γ +mΩ0

η
+ k2 +

m2

R2
0

)
,

L̂χ = D̂2 −
(
γ +mΩ0

χ
+ k2 +

m2

R2
0

)
.

Систему уравнений (17)–(23) удобно привести к
безразмерному виду, вводя безразмерные величины,
которые отметим звездочкой:

(R0
∗, z∗) = h−1(R0, z),(

U∗
R, U

∗
φ , U

∗
z

)
= χh−1(UR, Uφ, Uz),(

H∗
R, H

∗
φ, H

∗
z

)
= B−1

0 (HR, Hφ, Hz),

φ∗ = φ, Θ∗ = Θ(Ah)−1, P̃ ∗ = P̃

(
h2

ρ0νχ

)
,

t∗ = t
( ν
h2

)
,

∂

∂t∗
=
h2

ν

∂

∂t
.

Опуская значок «звездочка», получим систему без-
размерных уравнений

L̂νUR +
√
TaUφ − 2im

R2
0

Uφ + PrPm−1Ha2D̂HR −

− ikP̃ = 0, (24)

L̂νUφ−
√
Ta(1+Ro)UR+

2im

R2
0

UR+PrPm−1Ha2D̂Hφ −

− im

R0
P̃ = 0, (25)

L̂νUz + PrPm−1Ha2D̂Hz + RaΘ− D̂P̃ = 0, (26)

L̂ηHR + Pr−1PmD̂UR = 0, (27)

L̂ηHφ + Pr−1 PmD̂Uφ +
√
TaPmRoHR = 0, (28)

L̂ηHz + Pr−1PmD̂Uz = 0, (29)

L̂χΘ+ Uz = 0, D̂Uz + ikUR +
im

R0
Uφ = 0,

D̂Hz + ikHR +
im

R0
Hφ = 0,

L̂ν = D̂2 − γ − im

√
Ta
2

− k2 − m2

R2
0

,

L̂η = D̂2 − Pm

(
γ − im

√
Ta
2

)
− k2 − m2

R2
0

,

L̂χ = D̂2 − Pr

(
γ − im

√
Ta
2

)
− k2 − m2

R2
0

,

(30)

куда входят безразмерные параметры Pr = ν/χ —
число Прандтля, Pm = ν/η — магнитное число
Прандтля, числа Ta = 4Ω0

2h4/ν2 — Тейлора, Ha =

= B0h/
√
4πρ0νη — Гартмана, Ra = gβAh4/νχ —

Рэлея на масштабе h, Ro = (R/2Ω)dΩ/dR — число
Россби. Иногда в теории конвективной неустойчиво-
сти [8] вместо числа Гартмана Ha используют число
Чандрасекара Q = Ha2.

Рассмотрим эволюцию осесимметричных возму-
щений, т. е. не зависящих от азимутального угла φ
(m = 0). В этом случае система линейных уравнений
(24)–(30) заметно упростится и в результате неслож-
ных, но громоздких преобразований сведется к од-
ному дифференциальному уравнению для Uz:

[â33 (â11â22 − â21â12) + â13â21â32]Uz = 0, (31)

где

â11 = L̂ν −Ha2
D̂2

L̂η

, â12 =

√
Ta D̂2

D̂2 − k2
,

â21 = −
√
Ta(1 + Ro) +Ha2

√
TaRoPm

D̂2

L̂2
η

,
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â22 = L̂ν −Ha2
D̂2

L̂η

, â13 =
Ra ikD̂

(D̂2 − k2)L̂χ

,

â32 = − iκD̂

D̂2 − k2

√
Ta,

â33 = L̂ν −Ha2
D̂2

L̂η

+
Rak2

L̂χ(D̂2 − k2)
.

Уравнение (31) дополняется граничными условиями
только в z-направлении:

Uz =
d2Uz

dz2
= 0 при z = 0, z = 1. (32)

Таким образом, в данном разделе мы получили
уравнение (31), описывающее конвективные явле-
ния в тонком слое неоднородно вращающейся замаг-
ниченной жидкости.

4. МОНОТОННЫЙ И КОЛЕБАТЕЛЬНЫЙ
РЕЖИМЫ КОНВЕКЦИИ

Во многих задачах по линейной теории конвек-
тивной неустойчивости [9] обычно ограничиваются
одномодовым приближением. Будем искать решение
уравнения (31) с граничным условием (32) в следу-
ющем виде:

Uz =W0 sin(πz), (33)

где W0 — постоянная амплитуда. Подставляя (33)
в (31) и проводя интегрирование по толщине слоя
z = (0, 1), получим дисперсионное уравнение

Ra =
Γχ

k2ΓηΓ2
A

[
a2Γ4

A + π2Ta(1 + Ro)Γ2
η +

+ π4Ha2TaRoPm
]
, (34)

где введены обозначения

Γ2
A = (γ+a2)(γPm+a2)+π2Ha2, Γχ = γ Pr+a2,

Γη = γPm+ a2, a2 = π2 + k2.

Без учета тепловых процессов, т. е. когда нет подо-
грева (Ra = 0), уравнение (34) совпадает с диспер-
сионным уравнением для стандартной МВН с уче-
том диссипативных процессов (см., например, ра-
боту [26]). Пороговое значение гидродинамического

числа Россби Ro определяется из условия γ = 0 и
имеет вид

Rocr = −a
2(a4 + π2Ha2)2 + π2a4Ta
π2Ta(a4 + π2Ha2Pm)

.

При переходе к размерным переменным

π2Ha2

a4
→ ω2

A

ωνωη
,

π2Ha2Pm
a4

→ ω2
A

ω2
η

,

Ta
a4

→ 4Ω2

ω2
ν

,
π2

a2
→ ξ2

находим выражение для Rocr [26]:

Rocr = − (ω2
A + ωνωη)

2 + 4ξ2Ω2ω2
η

4Ω2ξ2(ω2
A + ω2

η)
,

где введены обозначения для вязкостной ων = νk2

и омической ωη = ηk2 частот; ωA — альфвеновская
частота, ω2

A = k2zc
2
A = k2zB

2
0/4πρ0.

Таким образом, в предельном случае Ra = 0

в неоднородно вращающемся слое электропроводя-
щей жидкости в постоянном магнитном поле воз-
никает магнитовращательная неустойчивость. Кри-
терием ее возникновения является условие, накла-
дываемое на профиль угловой скорости вращения
жидкости Ω(R), т. е. числа Россби Ro > Rocr.

Перейдем теперь к исследованию более общего
случая, когда есть нагрев слоя жидкости (Ra �= 0)
и его неоднородное вращение (Ro �= 0). Здесь мы
будем рассматривать конвективное течение в плос-
ком неоднородно вращающемся слое в виде валов
(ячеек). Величина скорости роста возмущений γ в
общем случае является комплексной, γ = γr + iωi.
Ясно, что система устойчива, если γr < 0, и неустой-
чива, если γr > 0. Перейдем к определению грани-
цы устойчивости для монотонных (ωi = 0) и коле-
бательных (ωi �= 0) возмущений. На границе устой-
чивости (нейтральные состояния) γr = 0, поэтому,
сделав в уравнении (34) замену γ = iωi, находим

Ra = Rar + iωiRai, (35)

где введены обозначения
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Rar =
a2

k2ξ
×

× [ζ(a4 + ω2
iPmPr)− ω2

i a
4(1 + Pm)(Pr−Pm)

]
+

+ π2Ta(1 + Ro)×

× (a4 − ω2
iPmPr)ζ + ω2

i a
4(1 + Pm)(Pm+ Pr)

k2[ζ2 + ω2
i a

4(1 + Pm)2]
+

+ π4QTaRoPm×

× (a4 + ω2
iPmPr)ζ + ω2

i a
4(1 + Pm)(Pr−Pm)

k2ξ[ζ2 + ω2
i a

4(1 + Pm)2]
,

Rai =
a4

k2ξ
×

× [(1 + Pm)(a4 + ω2
iPmPr) + (Pr−Pm)ζ

]
+

+ π2Ta(1 + Ro)×

×a
2
[
(Pr+Pm)ζ − (1 + Pm)(a4 − ω2

iPmPr)
]

k2[ζ2 + ω2
i a

4(1 + Pm)2]
+

+π4QTaRoPm×

×a
2
[
(Pr−Pm)ζ − (1 + Pm)(a4 + ω2

iPmPr)
]

k2ξ[ζ2 + ω2
i a

4(1 + Pm)2]
,

ξ = a4 + ω2
iPm

2, ζ = a4 + π2Q− ω2
iPm.

4.1. Стационарный режим конвекции

В случае, когда коэффициент γ равен нулю, из
формулы (34) найдем критическое значение числа
Рэлея Rast для стационарной конвекции:

Rast =
(π2 + k2)3

k2
+
π2(π2 + k2)Q

k2
+

+
π2(π2 + k2)2Ta

k2[(π2 + k2)2 + π2Q]
+

+
π2TaRo[(π2 + k2)2 + π2QPm]

k2[(π2 + k2)2 + π2Q]
. (36)

Минимальное значение критического числа Рэлея
находится из условия ∂Rast/∂k = 0 и соответствует
волновым числам k = kc, удовлетворяющим следу-
ющему уравнению:

2k2c − π2

kc
− π4Q
kca4c

+
2π2kcTa(1 + Ro)
a2c (a

4
c + π2Q)

−

− π2Ta(a4c + π2Q+ 2k2ca
2
c)

kc(a4c + π2Q)2
−

− π2TaRo(a4c + π2QPm)(a4c + π2Q+ 2k2ca
2
c)

kca4c(a
4
c + π2Q)2

= 0,

a2c = π2 + k2c .

Числу Ramin
st на рис. 4 соответствует точка на ней-

тральной кривой, разделяющей области устойчивых

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2 5.

1000

3000

4000

Rast

Ramin
st

�/k

1 2 3 4

Рис. 4. Зависимости стационарного числа Рэлея Rast от
π/k для различных чисел Россби Ro при постоянных па-
раметрах Q = 50, Ta = 100 и Pm = 1: кривая 1 — Ro = 2;

2 — Ro = 0; 3 — Ro = −3/4; 4 — Ro = −1

и неустойчивых возмущений. Здесь видно, что с воз-
растанием положительного профиля числа Россби
Ro минимальное значение критического числа Рэ-
лея Ramin

st также возрастает, т. е. повышается порог
развития неустойчивости. С другой стороны, для
отрицательных профилей вращения: кеплеровского
(Ro = −3/4) и рэлеевского (Ro = −1), наблюда-
ем уменьшение критического числа Рэлея, т. е. бо-
лее низкий порог развития неустойчивости по срав-
нению со случаем однородного (Ro = 0) и неодно-
родного (Ro = 2) вращения. В отсутствие вращения
(Ta = 0, Ro = 0) и магнитного поля (B0 = 0) из
выражения (36) следует известный результат [8, 9]:

Rast =
(k2 + π2)3

k2
.

Минимальное значение критического числа Рэлея
здесь достигает значения Ramin

st = 27π4/4 для вол-
новых чисел kc = π/

√
2.

В случае неэлектропроводящей (σ = 0) и одно-
родно вращающейся (Ro = 0) среды из выражения
(36) также получим известный результат [8, 9]:

Rast =
(k2 + π2)3

k2
+
π2Ta
k2

.

Здесь значения критического числа Рэлея получены
для k = kc , удовлетворяющих следующему соотно-
шению:

1 +
Ta
π4

= 2

(
kc
π

)6

+ 3

(
kc
π

)4

.

Обобщение этого результата на случай неоднород-
но вращающейся среды представляет собой замену
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числа Тейлора Ta → Ta(1+Ro). Если нет вращения
(Ta = 0) и среда находится в однородном аксиаль-
ном магнитном поле B0, то критическое значение
числа Рэлея принимает вид [8, 9]

Rast =
(k2 + π2)3

k2

(
1 +

π2Ha2

(k2 + π2)2

)
для волновых чисел k = kc, удовлетворяющих соот-
ношению

1 +
Ha2

π2
= 2

(
kc
π

)6

+ 3

(
kc
π

)4

.

При наличии однородного вращения (Ro = 0) и по-
стоянного магнитного поля B0 критическое число
Рэлея также было вычислено Чандрасекаром [8]:

Rast =
(k2 + π2)3

k2
+

+
π2(k2 + π2)

k2

(
Ha2 +

Ta(k2 + π2)

(k2 + π2)2 + π2Ha2

)
. (37)

Для исследования эффектов неоднородного вра-
щения и магнитного поля вычислим производные
dR̃/dQ̃, dR̃/dT̃ , dR̃/dRo в новых переменных

R̃ =
Rast
π4

, T̃ =
Ta
π4
, Q̃ =

Q
π2
, x =

k2

π2
.

Они имеют вид

dR̃

dQ̃
=

1+ x
x

− (1 + x)2T̃ (1 + Ro)
x[(1 + x)2 + Q̃]2

−

− T̃RoQ̃Pm
x[(1 + x)2 + Q̃]2

+
T̃RoPm

x[(1 + x)2 + Q̃]
, (38)

dR̃

dT̃
=

(1 + x)2

x[(1 + x)2 + Q̃]
+

Ro[(1 + x)2 + Q̃Pm]

x[(1 + x)2 + Q̃]
, (39)

dR̃

dRo
=
T̃ [(1 + x)2 + Q̃Pm]

x[(1 + x)2 + Q̃]
. (40)

Из формул (38) и (39) видно, что для стационар-
ной конвекции величины dR̃/dQ̃, dR̃/dT̃ могут быть
как положительными, так и отрицательными. Сле-
довательно, магнитное поле и неоднородное враще-
ние могут оказывать как стабилизирующее, так и
дестабилизирующее действие. Неоднородное враще-
ние оказывает стабилизирующий эффект в случае
положительных чисел Россби, Ro > 0. В обрат-
ном случае, Ro < 0, неоднородное вращение может
оказывать дестабилизирующий эффект. Уравнения
(38), (39) решались численно.

На рис. 5 построен график зависимости крити-
ческого числа Рэлея R̃ от чисел Чандрасекара Q̃

при параметре вращения T̃ = 100 для разных чисел
Россби Ro и волновых чисел x = 0.1, 0.2, 0.5, 1.0. В
случае однородного вращения (Ro = 0) магнитное
поле оказывает стабилизирующее действие на раз-
витие неустойчивости, которое особенно проявляет-
ся с ростом волновых чисел x. Для положительно-
го профиля вращения (Ro = 2) также наблюдается
стабилизация неустойчивости магнитным полем, но
при бо́льших значениях R̃, чем для случая однород-
ного вращения. Такая стабилизация наиболее эф-
фективна для коротковолновых возмущений. При
кеплеровском (Ro = −3/4) и рэлеевском (Ro = −1)
профилях вращения магнитное поле оказывает де-
стабилизирующий эффект, который наиболее чув-
ствителен к коротковолновым (большие x) возму-
щениям.

На рис. 6 показан график изменения R̃ по от-
ношению к T̃ при параметре Q̃ = 100 для различ-
ных чисел Россби Ro и волновых чисел x = 0.1, 0.2,
0.5, 1.0. Как известно [9], быстрое твердотельное
вращение (Ro = 0) оказывает стабилизирующее
действие независимо от величины магнитного по-
ля. Аналогичный эффет возникает и при неодно-
родном вращении для положительных чисел Россби,
Ro > 0. Однако в случае отрицательных профилей
вращения (Ro = −3/4 и Ro = −1) само вращение
может оказывать дестабилизирующее действие, уси-
ливающееся для коротковолновых возмущений. На
рис. 7 показано изменение R̃ от числа Россби Ro.
Здесь виден постоянный стабилизирующий эффект
независимо от величины магнитного поля для по-
ложительных чисел Россби Ro > 0 при параметрах
T̃ = 1000, Q̃ = 100 и x = 0.1, 0.2, 0.5, 1.0. Дестабили-
зирующий эффект, как видно на рис. 7, возникает
при отрицательных числах Россби, Ro < 0.

4.2. Колебательный (осциллирующий)
режим конвекции

Из физических соображений очевидно, что ве-
личина Ra является действительной, тогда мнимая
часть уравнения (35) должна обращаться в нуль.
При этом возможны следующие варианты: ωi = 0

и Rai = 0. В первом варианте (ωi = 0) мы получа-
ем критическое значение числа Рэлея Rac для мо-
нотонных возмущений, совпадающее с выражением
(36) для режима стационарной конвекции: Rac =

= Rast. В случае колебательного возмущения, ωi �= 0

(Rai = 0), из формулы (35) находим критическое
число Рэлея для колебательной неустойчивости,

15 ЖЭТФ, вып. 6 (12)
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Рис. 5. Зависимости числа Рэлея ˜R от числа Чандрасекара ˜Q для различных волновых чисел x = k2/π2 при постоянных
параметрах ˜T = 100 и Pm = 1 и числах Россби Ro = 0 (а), 2 (б), −3/4 (в), −1 (г)

Raosc =
a2

k2ξ
×

× [ζ(a4 + ω2
iPmPr)− ω2

i a
4(1 + Pm)(Pr−Pm)

]
+

+ π2Ta(1 + Ro)×

× (a4 − ω2
iPmPr)ζ + ω2

i a
4(1 + Pm)(Pm + Pr)

k2[ζ2 + ω2
i a

4(1 + Pm)2]
+

+ π4QTaRoPm×

× (a4 + ω2
iPmPr)ζ + ω2

i a
4(1 + Pm)(Pr−Pm)

k2ξ[ζ2 + ω2
i a

4(1 + Pm)2]
, (41)

и частоту нейтральных колебаний ω = ωi, удовлет-
воряющую уравнению

K0(ω
6) +K1(ω

4) +K2(ω
2) +K3 = 0,

где введены обозначения

K0 = Pm2(1 + Pr)Pm2,

K1 = [a4(1 + Pm) + (Pr−Pm)(a4 + π2Q)]Pm2 +

+ Pm2(1 + Pr)[a4(1 + Pm)2 − 2Pm(a4 + π2Q)] +

+
π2

a2
Ta(1 + Ro)Pm3(Pr−1),

K2 = [a4(1 + Pm) + (Pr−Pm)(a4 + π2Q)]×
× [a4(1 + Pm)2 − 2Pm(a4 + π2Q)] +

+ Pm2(1 + Pr)(a4 + π2Q)2 +
π2

a2
Ta(1 + Ro)×

× [a4Pm2(Pr−1) + (a4 + π2Q)(Pr+Pm)Pm −

− a4(1 + Pm)Pm
]− π4

a2
QTaRoPm×

× [2PmPr+Pm2(Pr−1)
]
,

K3 = [a4(1+Pm) + (Pr−Pm)(a4 + π2Q)]×

× (a4 + π2Q)2 +
π2

a2
Ta(1 + Ro)a4 ×

× [(Pr+Pm)(a4 + π2Q)− a4(1 + Pm)
]
+

+
π4

a2
QTaRoPm

[
(Pr−Pm)(a4+π2Q)−a4(1+Pm)

]
.
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Рис. 6. Зависимости числа Рэлея ˜R от числа Тейлора ˜T для различных волновых чисел x = k2/π2 при постоянных
параметрах ˜Q = 100 и Pm = 1 и числах Россби Ro = 0 (а), 2 (б), −3/4 (в), −1 (г)

Формула (41) в некоторых предельных случаях со-
держит известные результаты. Например, для слу-
чая однородного вращения (Ro = 0) и непроводящей
жидкости (σ = 0), Чандрасекаром [8] было получе-
но выражение для критического числа Рэлея коле-
бательной неустойчивости:

Raosc =
1

k2

[
a6 − ω2a2 Pr+

π2Ta(a4 + ω2 Pr)

a4 + ω2

]
.

В отсутствие вращения (Ta = 0, Ro = 0) в замаг-
ниченной проводящей жидкости (Q �= 0) критичес-
кое число Рэлея Raosc для колебательной конвекции
также было получено Чандрасекаром [8]:

Raosc =
a2

k2

[
a4 − ω2 Pr+

π2Q(a4 + ω2 PrPm)

a4 + ω2Pm2

]
.

На рис. 8 показаны зависимости критического числа
Рэлея Raosc для колебательной неустойчивости от
π/k при различных профилях неоднородного враще-
ния. Видно, что при отрицательных числах Россби
Ro < 0 пороговое число Рэлея Ramin

osc уменьшается.

R~ . 10–3
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5

0
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Рис. 7. Зависимости числа Рэлея ˜R от числа Россби Ro
для различных волновых чисел x = k2/π2 при постоянных

параметрах ˜T = 1000, ˜Q = 100 и Pm = 1

5. СЛАБОНЕЛИНЕЙНЫЙ РЕЖИМ
РАЗВИТИЯ НЕУСТОЙЧИВОСТИ

Для описания нелинейных конвективных явле-
ний в неоднородно вращающемся слое электропро-
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водящей жидкости удобно перейти во вращающую-
ся систему отсчета с локальными декартовыми ко-
ординатами (x, y, z) (см. рис. 3б). Эта система от-
счета вращается с угловой скоростью Ω = Ω(R)e, в
которой цилиндрическим координатам (R, φ, z) бу-
дут соответствовать декартовы: x— радиальное, y —
азимутальное и z — аксиальное направление, парал-
лельное оси вращения. Постоянное магнитное поле
B0 = const, как и ранее, считаем параллельным уг-
ловой скорости вращения Ω. Следовательно, неод-
нородное вращение слоя жидкости локально мож-
но представить в виде вращения с постоянной уг-
ловой скоростью Ω0 и азимутальной сдвиговой ско-
ростью (shear flow) [41], профиль которой локаль-
но линеен: U0 = −qΩ0xey, где q ≡ −d lnΩ/d lnR =

= 3/2 — безразмерный сдвиговый параметр, опре-
деляемый из профиля угловой скорости вращения
Ω(R) = Ω0(R/R0)

−q. Нетрудно заметить, что пара-
метр q связан с введенным выше числом Россби Ro
соотношением q = −2Ro.

Уравнения (1)–(4) для возмущенных величин с
учетом сказанного выше примут следующий вид:

∂u

∂t
− qΩ0x

∂u

∂y
+ (u∇)U0 + 2Ω× u+ (u∇)u =

= − 1

ρ0
∇p̃+ 1

4πρ0
((B0∇)b+ (b∇)b) +

+ gβθe+ ν∇2u,

∂b

∂t
−qΩ0x

∂b

∂y
−(B0∇)u−(b∇)U0+(u∇)b−

− (b∇)u = η∇2b,

∂θ

∂t
− qΩ0x

∂θ

∂y
+ (u∇)T0 + (u∇)θ = χ∇2θ,

div b = 0, div u = 0.

(42)

Рассмотрим динамику осесимметричных возмуще-
ний. Все возмущенные величины в уравнениях (42)
зависят только от двух переменных, x и z:

u = (u, v, w), b = (ũ, ṽ, w̃), p̃ = p̃(x, z), θ = θ(x, z)

Уравнения соленоидальности для осесимметричных
возмущений скорости и магнитного поля примут
вид

∂u

∂x
+
∂w

∂z
= 0,

∂ũ

∂x
+
∂w̃

∂z
= 0. (43)

Согласно уравнениям (43), мы можем ввести две
скалярные функции: гидродинамическую функцию
тока ψ и магнитную φ, для которых выполняются
следующие соотношения:

u = −∂ψ
∂z

, w =
∂ψ

∂x
, ũ = −∂φ

∂z
, w̃ =

∂φ

∂x
.

Raosc

Raosc
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0.5 1.0 1.5 2.00

1 2 3 4

�/k

Рис. 8. Кривые нейтральной устойчивости (π/k,Raosc) ко-
лебательной конвекции для различных чисел Россби Ro
при постоянных параметрах Q = 50, Ta = 100, Pm = 1 и
Pr = 1: кривая 1 — Ro = 2; 2 — Ro = 0; 3 — Ro = −3/4;

4 — Ro = −1

Запишем уравнения (42) через функции тока ψ и φ,
перенося при этом нелинейные члены в правой час-
ти уравнений:

∂

∂t
∇2ψ+2Ω0

∂v

∂z
− B0

4πρ0

∂

∂z
∇2φ−gβ ∂θ

∂x
−ν∇4ψ =

=
1

4πρ0
J(φ,∇2φ)− J(ψ,∇2ψ), (44)

∂v

∂t
− 2Ω0(1 + Ro)

∂ψ

∂z
− B0

4πρ0

∂ṽ

∂z
− ν∇2v =

=
1

4πρ0
J(φ, ṽ)− J(ψ, v), (45)

∂φ

∂t
−B0

∂ψ

∂z
− η∇2φ = −J(ψ, φ), (46)

∂ṽ

∂t
−B0

∂v

∂z
+ 2Ω0Ro

∂φ

∂z
− η∇2ṽ =

= J(φ, v)− J(ψ, ṽ), (47)

∂θ

∂t
−A

∂ψ

∂x
− χ∇2θ = −J(ψ, θ), (48)

где

J(a, b) =
∂a

∂x

∂b

∂z
− ∂a

∂z

∂b

∂x
— оператор якобиана или скобка Пуассона, J(a, b) ≡
≡ {a, b}. Отметим, что в отсутствие тепловых явле-
ний система уравнений (44)–(48) была получена в
работе [42], в которой исследовался механизм насы-
щения МВН. Поскольку здесь мы учитываем тепло-
вые явления, в уравнениях (44)–(48) удобно перейти
к безразмерным переменным

(x, z) = h(x∗, z∗), t =
h2

ν
t∗,
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ψ = χψ∗, φ = hB0φ
∗,

v =
χ

h
v∗, ṽ = B0ṽ

∗, θ = Ahθ∗.

Опуская значок «звездочка», перепишем уравнения
(44)–(48) в безразмерных переменных:

∂

∂t
∇2ψ +

√
Ta
∂v

∂z
− PrPm−1 Q

∂

∂z
∇2φ−

− Ra
∂θ

∂x
−∇4ψ = PrPm−1Q J(φ,∇2φ)−

− Pr−1 J(ψ,∇2ψ), (49)

∂v

∂t
−
√
Ta(1 + Ro)

∂ψ

∂z
− PrPm−1Q

∂ṽ

∂z
−∇2v =

= PrPm−1Q J(φ, ṽ)− Pr−1 J(ψ, v), (50)

∂φ

∂t
− Pr−1 ∂ψ

∂z
− Pm−1∇2φ = −Pr−1J(ψ, φ), (51)

∂ṽ

∂t
− Pr−1 ∂v

∂z
+ Ro

√
Ta
∂φ

∂z
− Pm−1∇2ṽ =

= Pr−1[J(φ, v)− J(ψ, ṽ)], (52)

Pr
∂θ

∂t
− ∂ψ

∂x
−∇2θ = −J(ψ, θ). (53)

Система уравнений (49)–(53) дополняется следую-
щими граничными условиями:

ψ = ∇2ψ = 0,
dv

dz
= 0, ṽ = 0,

dφ

dz
= 0, θ = 0 при z = 0,

ψ = ∇2ψ = 0,
dv

dz
= 0, ṽ = 0,

dφ

dz
= 0, θ = 0 при z = 1,

(54)

которую будем решать, используя метод Галеркина.

5.1. Разложение Галеркина

Нелинейную систему уравнений (49)–(53) будем
решать, используя галеркинское разложение в x- и
z-направлениях для функций тока ψ, φ, а также
y-компонент возмущений скорости v, магнитного по-
ля ṽ и температуры θ:

ψ(x, z, t) = A1(t) sin(kx) sin(πz),

v = V1(t) sin(kx) cos(πz),

φ(x, z, t) = B1(t) sin(kx) cos(πz),

ṽ =W1(t) sin(kx) sin(πz),

θ(x, y, t) = C1(t) cos(kx) sin(πz)+

+ C2(t) sin(2πz),

(55)

где k = 2πh/L — безразмерное волновое число, L —
характерная длина слоя в горизонтальном направ-
лении, A1, V1, B1, W1, C1, C2 — амплитуды возму-
щений. В результате подстановки разложений (55)
в уравнения (49)–(53) и проведения интегрирования
по всей области [0, 1]× [0, L/h] с учетом свойства ор-
тогональности функций,

1∫
0

sin(mπx) sin(nπx) dx =

{
0, если m �= n,
1/2, если m = n,

получим уравнения эволюции для амплитуд возму-
щений:

∂A1

∂t̃
= −A1−π

√
Ta
a4

V1−πQPr
a2Pm

B1 +
kRa
a4

C1, (56)

∂V1

∂t̃
= −V1 + π

√
Ta
a2

(1 + Ro)A1 +
πQPr
a2Pm

W1, (57)

Pm
∂B1

∂t̃
= −B1 +

πPm
a2Pr

A1, (58)

Pm
∂W1

∂t̃
= −W1 − πPm

a2Pr
V1 +

πPmRo
√
Ta

a2
B1, (59)

Pr
∂C1

∂t̃
= −C1 +

k

a2
A1 +

πk

a2
A1C2, (60)

Pr
∂C2

∂t̃
= −4π2

a2
C2 − πk

2a2
A1C1. (61)

Здесь a =
√
k2 + π2 — общее волновое число и t̃ =

= a2t — редуцированное время. Полученная нами
система обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (56)–(61) является спектральной моделью низ-
кого порядка, но вполне может качественно вос-
производить конвективные процессы в полной (са-
мосогласованной) нелинейной системе уравнений
(49)–(53). Таким образом, динамическая система
уравнений (56)–(61) пригодна для описания слабо-
нелинейной стадии развития конвекции. Ввведем
для удобства обозначения

R =
k2Ra
a6

, T =
π2

√
Ta

a6
, H =

π2

a4
QPr
Pm

, γ =
4π2

a2

и проведем перемасштабирование амплитуд A1, V1,
B1, W1, C1, C2 в виде

X(t̃ ) =
kπ

a2
√
2
A1(t̃ ), V (t̃ ) =

kV1(t̃ )√
2

,

U(t̃ ) =
kB1(t̃ )√

2
, W (t̃ ) =

a2k

π
√
2
W1(t̃ ),

Y (t̃ ) =
πC1(t̃ )√

2
, Z(t̃ ) = −πC2(t̃ ).
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Тогда уравнения (56)–(61) принимают вид нелиней-
ной динамической системы уравнений:

Ẋ = −X + RY − TV − HU,

V̇ = −V +HW +
√
Ta(1 + Ro)X,

U̇ = −Pm−1U + Pr−1X,

Ẇ = −Pm−1W − Pr−1V + Ro
√
TaU,

Ẏ = Pr−1(−Y +X −XZ),

Ż = Pr−1(−γZ +XY ),

(62)

где точка сверху обозначает дифференцирование по
времени t̃. Последние два нелинейных уравнения в
системе (62) имеют сходство с аналогичными урав-
нениями в системе Лоренца [43, 44]. Поэтому полу-
ченную нами нелинейную систему уравнений (62)
отнесем к уравнениям типа Лоренца для шестимер-
ного фазового пространства.

5.2. Анализ устойчивости

В этом разделе мы исследуем устойчивость кон-
вективных течений в неоднородно вращающихся
слоях электропроводящей жидкости под влиянием
однородного магнитного поля. Качественный и чис-
ленный анализы динамической системы уравнений
(62) позволяет определить тип неподвижных то-
чек и условия возникновения хаотического режима.
Нетрудно заметить, что система уравнений (62) дис-
сипативная, поскольку дивергенция векторного по-
ля отрицательна:

divΦ =
∂Ẋ

∂X
+
∂V̇

∂V
+
∂U̇

∂U
+
∂Ẇ

∂W
+
∂Ẏ

∂Y
+

˙∂Z

∂Z
=

= −2(1 + Pm−1)− Pr−1(1 + γ) < 0.

Шестимерный фазовый объем экспоненциально
уменьшается во времени при движении вдоль
траекторий фазового пространства

Φ(t̃ ) = Φ(0) exp
{[−2(1 + Pm−1)−Pr−1(1 + γ)

]
t̃
}
.

Таким образом, вследствие диссипации имеет место
сжатие фазового объема. Это означает, что в фазо-
вом пространстве диссипативных систем появляют-
ся притягивающие множества — аттракторы. Кроме
того, система уравнений (62) инвариантна относи-
тельно замены

(X,V, U,W, Y, Z) → (−X,−V,−U,−W,−Y, Z).

Приравнивая левые части уравнений (62) нулю, по-
лучим три состояния равновесия:

O1(X1, V1, U1,W1, Y1, Z1),

O2(X2, V2, U2,W2, Y2, Z2),

O3(X3, V3, U3,W3, Y3, Z3),

(63)

где координаты неподвижных точек X1,2,3, V1,2,3,
U1,2,3, W1,2,3, Y1,2,3, Z1,2,3 соответственно равны

(X1, V1, U1,W1, Y1, Z1) = (0, 0, 0, 0),

(X2, X3) = ±1

r

√
γr(R − r),

(V2, V3) = ±
√
Ta
(
HRoPm2+Pr(1+Ro)

)
r(HPm + Pr)

√
γr(R−r),

(U2, U3) = ±Pm
rPr

√
γr(R− r),

(W2,W3) = ±
√
TaPm (RoPm− Ro− 1)

r(HPm + Pr)

√
γr(R− r),

(Y2, Y3) = ± 1

R

√
γr(R − r), (Z2, Z3) = 1− r

R
,

здесь

r = 1 +
Pm
Pr

H+ T
√
Ta

1 + Ro
(
1 +

Pm2

Pr
H
)

1 +
Pm
Pr

H
.

Для выяснения типа неподвижных точек лине-
аризуем стандартным методом систему уравнений
(62) в малой окрестности неподвижных точек. В ре-
зультате линеаризованные уравнения запишем в ви-
де матрицы Якоби ‖Jij‖ с элементами

J11 = −1, J12 = −T, J13 = −H, J14 = 0,

J15 = R, J16 = 0, J21 =
√
Ta(1 + Ro),

J22 = −1, J23 = 0, J24 = H, J25 = 0,

J26 = 0, J31 = Pr−1, J32 = 0,

J33 = −Pm−1, J34 = 0, J35 = 0, J36 = 0,

J41 = 0, J42 = −Pr−1, J43 = Ro
√
Ta,

J44 = −Pm−1, J45 = 0, J46 = 0,

J51 = Pr−1(1 − Z0), J52 = 0, J53 = 0,

J54 = 0, J55 = −Pr−1, J56 = −Pr−1X0,

J61 = Pr−1Y0, J62 = 0, J63 = 0, J64 = 0,

J65 = Pr−1X0, J66 = −γPr−1.

(64)
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Собственные значения матрицы Якоби λi (i = 1, 2, 3,
4, 5, 6) определяются из решений характеристичес-
ких уравнений вида

M0

[
(λ+ 1)M1 +HPr−1M2 +

+ RPr−1(λ+ Pm−1)M3

]
+ T

√
Ta×

× [(1 + Ro)(λ + Pm−1)2 +HRoPr−1
]
M2 = 0,

M0 = (λ+ 1)(λ+ Pm−1) +HPr−1,

M1 = (λ+ Pm−1)(λ+ Pr−1)(λ + γPr−1)+

+X2
0Pr

−2,

M2 = (λ+ Pr−1)(λ + γPr−1) +X2
0Pr

−2,

M3 = X0Y0Pr−1 − (λ+ γPr−1)(1− Z0),

(65)

где X0 = (X1, X2, X3), Y0 = (Y1, Y2, Y3), Z0 =

= (Z1, Z2, Z3) — координаты неподвижных точек.
Подставляя в уравнения (65) значения трех со-
стояний равновесия (63), получим характеристиче-
ские уравнения для собственных значений λi (по-
казателей Ляпунова) в каждом из этих состоя-
ний, причем для точек O2(X2, V2, U2,W2, Y2, Z2) и
O3(X3, V3, U3,W3, Y3, Z3) характеристические урав-
нения совпадают. Все характеристические уравне-
ния можно записать в виде полинома шестого по-
рядка

P (λ) ≡ a0λ
6+a1λ

5+a2λ
4+a3λ

3+a4λ
2+a5λ+a6 = 0,

где a0 = 1 > 0. Явный вид вещественных коэффи-
циентов a1, a2, a3, a4, a5, a6 мы не приводим в силу
очень громоздкого вида. Однако из теории асимп-
тотической устойчивости [45] известен критерий Ра-
усса – Гурвица, согласно которому, для того чтобы
многочлен P (λ) имел все корни с отрицательными
вещественными частями, необходимо и достаточно
выполнения следующих условий:

1) все коэффициенты многочлена P (λ) были по-
ложительны: an > 0, n = 1–6;

2) для определителей Гурвица имели место нера-
венства Δn−1 > 0, Δn−3 > 0, . . ., где Δm обозначает
определитель Гурвица m-порядка:

Δm =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 a5 . . .

a0 a2 a4 . . .

0 a1 a3 . . .

0 a0 a2 . . .

· · · am

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Очевидно, что при выполнении критерия Раус-
са – Гурвица неподвижные точки устойчивы и поло-
жение их равновесия классифицируется как устой-
чивый узел.

Проведем численный анализ уравнения (65) для
неподвижной точки O1 в случае рэлеевского про-
филя вращения (Ro = −1). Выбирая значения па-
раметров Pm = 1, Pr = 9, H = 5, T = 1, Ta = 2 и
γ = 1, вычислим собственные значения λi в зависи-
мости от параметра Рэлея R. Эти результаты приве-
дены в табл. 1, а для случая кеплеровского профи-
ля вращения (Ro = −3/4) — в табл. 2. Видно, что
для отрицательных значений Reλ < 0 траектории
входят в точку O1, т. е. соответствуют устойчивым
собственным направлениям, а при положительных
Reλ > 0 траектории выходят из точки O1 и, сле-
довательно, соответствуют неустойчивым собствен-
ным направлениям. Стационарному состоянию кон-
векции (λ = 0) соответствует критическое значение
параметра

R1cr = 1+
Pm
Pr

H+T
√
Ta

1+Ro
(
1+

Pm2

Pr
H
)

1+
Pm
Pr

H
, (66)

или критическое значение числа Рэлея

Racr =
a6

k2
+a2Q+

π2Ta
k2

a4 + Ro(a4 + π2QPm)

a4 + π2Q
,

совпадающее с формулой (35) и выражением для r.
Для указанных выше численных значений парамет-
ров критическое число R1cr ≈ 1.05. В случае кепле-
ровского профиля вращения (Ro = −3/4) критичес-
кое число Рэлея несколько выше, R1cr ≈ 1.4. Если
параметр Рэлея

R = R1cr = 1+
Pm
Pr

H+T
√
Ta

1+Ro
(
1+

Pm2

Pr
H
)

1+
Pm
Pr

H
,

то в системе существует одна неподвижная точка
O1(X1, U1, Y1, Z1). Проводя аналогичные рассужде-
ния, вычислим собственные значения λi в зависи-
мости от параметра Рэлея R для второго (третьего)
состояния равновесия O2,3. Результаты этих вычис-
лений для рэлеевского профиля вращения Ro = −1

показаны в табл. 3, а для случая кеплеровского про-
филя вращения (Ro = −3/4) — в табл. 4. Здесь от-
рицательным собственным значениям Reλ < 0 соот-
ветствуют устойчивые собственные направления, а
положительным Reλ > 0 — неустойчивые. Стацио-
нарному состоянию конвекции (λ = 0) соответствует
критическое значение параметра R2cr, которое ока-
зывается равным первому критическому значению:
R2cr = R1cr.
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Таблица 1. Собственные значения λ1,2,3,4,5,6 (показатели Ляпунова) для неподвижной точки O1, вычисленные для
разных значений параметра R при Pm = 1, Pr = 9, H = 5, T = 1, Ta = 2, γ = 1 и для рэлеевского профиля

вращения Ro = −1

R λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6

1 −0.1111 −1.0106 + i1.1861 −0.0045 −0.4906 −1.5944 −1.0106− i1.1861

5 −0.1111 0.2771 −1.0463 + i1.1316 −0.6180 −1.6775 −1.0463− i1.1316

10.3 0.5483 −1.0776 + i1.0686 −0.1111 −0.7024 −1.8017 −1.0776− i1.0686

10.5 0.5574 −1.0784 + i1.0664 −0.1111 −0.7048 −1.8067 −1.0784− i1.0664

22.878 1.0323 −1.1012 + i0.9576 −0.1111 −0.8023 −2.1385 −1.1012− i0.9576

22.998 1.0362 −1.1012 + i0.9568 −0.1111 −0.8030 −2.1418 −1.1012− i0.9568

45 −0.1111 1.6572 −1.0848 + i0.8625 −0.8766 −2.7220 −1.0848− i0.8625

Таблица 2. Собственные значения λ1,2,3,4,5,6 (показатели Ляпунова) для неподвижной точки O1, вычисленные для
разных значений параметра R при Pm = 1, Pr = 9, H = 5, T = 1, Ta = 2, γ = 1 и для кеплеровского профиля

вращения Ro = −3/4

R λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6

5 −0.1111 0.2246 −1.0531+ i1.1978 −0.7212 −1.5082 −1.0531− i1.1978

14.6 0.6708 −1.1108 + i1.0685 −0.1111 −0.8242 −1.7360 −1.1108− i1.0685

14.7 0.6748 −1.1111 + i1.0674 −0.1111 −0.8249 −1.7386 −1.1111− i1.0674

28.2369 1.1449 −1.1201 + i0.9441 −0.1111 −0.8863 −2.1294 −1.1201− i0.9441

30.8455 1.2234 −1.1173 + i0.9279 −0.1111 −0.8936 −2.2061 −1.1173− i0.9279

30.8457 1.2234 −1.1173 + i0.9279 −0.1111 −0.8936 −2.2061 −1.1173− i0.9279

105 −0.1111 2.7923 −1.0498+ i0.7943 −0.9634 −3.8404 −1.0498− i0.7943

Таблица 3. Собственные значения λ1,2,3,4,5,6 (показатели Ляпунова) для неподвижных точек O2,3, вычисленные
для разных значений параметра R при Pm = 1, Pr = 9, H = 5, T = 1, Ta = 2, γ = 1 и для рэлеевского профиля

вращения Ro = −1

R λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6

1 0.0084 −1.0111+ i1.1855 −0.1206 −0.4923 −1.5952 −1.0111− i1.1855

5 0.2966 −1.0482+ i1.1287 −0.1173 −0.6223 −1.6826 −1.0482− i1.1287

10.3 0.5760 −1.0799+ i1.0634 −0.1169 −0.7076 −1.8137 −1.0799− i1.0634

10.5 0.5854 −1.0808+ i1.0612 −0.1168 −0.7100 −1.8190 −1.0808− i1.0612

22.878 1.0740 −1.1016+ i0.9504 −0.1166 −0.8075 −2.1687 −1.1016− i0.9504

22.998 1.0780 −1.1016+ i0.9496 −0.1166 −0.8081 −2.1722 −1.1016− i0.9496

45 1.7156 −1.0830+ i0.8571 −0.1165 −0.8807 −2.7744 −1.0830− i0.8571
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Таблица 4. Собственные значения λ1,2,3,4,5,6 (показатели Ляпунова) для неподвижных точек O2,3, вычисленные
для разных значений параметра R при условии: Pm = 1, Pr = 9, H = 5, T = 1, Ta = 2, γ = 1 и для кеплеровского

профиля вращения Ro = −3/4

R λ1 λ2 λ3

5 −0.0366 + i0.2328 −1.0182+ i1.2451 −0.6631

14.6 0.557 + i0.2743 −1.0437+ i1.1942 −0.7346

14.7 0.0565 + i0.2745 −1.0439+ i1.1937 −0.7352

28.2369 0.1626 + i0.2849 −1.07167+ i1.1298 −0.7941

30.8455 0.1811 + i0.2829 −1.0758+ i1.1184 −0.8026

30.8457 0.1811 + i0.2829 −1.0758+ i1.1184 −0.8026

105 0.2571 0.9028 −1.0952 + i0.9125

R λ4 λ5 λ6

5 −1.4493 −1.0182− i1.2451 −0.0366− i0.2328

14.6 −1.5114 −1.0437− i1.1942 0.0557− i0.2743

14.7 −1.5121 −1.0439− i1.1937 0.0565− i0.2745

28.2369 −1.6100 −1.0716− i1.1298 0.1626− i0.2849

30.8455 −1.6301 −1.0758− i1.1184 0.1811− i0.2829

30.8457 −1.6301 −1.0758− i1.1184 0.1811− i0.2829

105 −0.9106 −2.2810 −1.0952− i0.9125

6. ОБСУЖДЕНИЕ ЧИСЛЕННЫХ
РЕЗУЛЬТАТОВ

В этом разделе мы представим результаты чис-
ленных исследований нелинейной системы уравне-
ний (62) с начальными условиями X(0) = V (0) =

= U(0) = W (0) = Y (0) = Z(0) = 1 во временной
области 0 ≤ t̃ ≤ 1000 для рэлеевского (Ro = −1)

и кеплеровского (Ro = −3/4) профилей вращения.
При числах R > R1cr происходит потеря устойчиво-
сти и в системе возникают конвективные движения.
Как видно на рис. 9а, при R = 1 конвекция не возни-
кает, а начальное возмущенное магнитное поле зату-
хает (рис. 9б). При параметре R = 5 в фазовой плос-
кости UY вокруг неподвижной точки O2 наблюда-
ем возникновение спиральных траекторий (рис. 9в–
г, рис. 10а,б), которые будут накручиваться по мере
увеличения параметра R. Это заметно уже при зна-
чении R = 10.3 (рис. 9д) для числа Россби Ro = −1 и
при R = 14.6 (рис. 10в) для числа Россби Ro = −3/4.
При этом величина возмущенного магнитного по-
ля совершает затухающие по амплитуде колебания

(рис. 9е, рис. 10г). В этом случае собственные зна-
чения λi — комплексные величины с отрицатель-
ной действительной частью (см. табл. 3 и табл. 4),
и следовательно, неподвижную точку классифици-
руем как устойчивый фокус. Незначительное уве-
личение параметра Рэлея с R = 10.3 до R = 10.5

(рис. 11а) и аналогично с R = 14.6 до R = 14.7

(рис. 10в,г и рис. 10д,е) приводит к смене знака (на-
правления) осциллирующего возмущенного магнит-
ного поля, которое также затухает (рис. 10е, 11б).
Здесь фазовые траектории накручиваются по спи-
рали вокруг неподвижной точки O3, расположенной
в отрицательном секторе плоскости UY , и ее также
классифицируем как устойчивый фокус.

На рис. 11в,г при параметрах R = 22.878 и Ro =

= −1 показано возникновение гомоклинической тра-
ектории в фазовом пространстве, которая содер-
жит петлю состояния равновесия типа седло–фокус
(см. табл. 1 и 3). Аналогичную картину наблюда-
ем при параметрах R = 28.2369455 и Ro = −3/4

(рис. 12а,б). При R = 22.998 (Ro = −1) наблюдается
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Рис. 9. а,в,д) Проекции фазовых траекторий в плоскости UY при изменении параметра R для γ = 1, Pm = 1, Pr = 9,
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Рис. 10. То же, что на рис. 9, но для Ro = −3/4
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Рис. 11. То же, что на рис. 9, но для Ro = −1

1300



ЖЭТФ, том 154, вып. 6 (12), 2018 Магнитная конвекция. . .

0.5

0.5

0.5

0

0

0

0

0

0

200

200

200

400

400

400

600

600

600

1000

1000

800

800

800

–0.5

–0.5

–0.5

1.0

1.0

1.0

–1.0

–1.0

–1.0

U

U

U

–1.0

–1.0

–1.0

–1.5

–1.5

–1.5

–1.0

–1.0

–1.0

1.0

1.0

1.0

1.5

1.5

1.5

1.0

1.0

1.0

–0.5

–0.5

–0.5

–0.5

–0.5

–0.5

0

0

0

0

0

0

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

а

в

д

б

г

е

R = 28.2369455R = 28.2369455

R = 30.8455

R = 30.8457

R = 30.8457

R = 30.8455

Y

Y

Y

U

U

U

t~

t~

t~
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Рис. 13. Трехмерные проекции траекторий хаотических движений при увеличении параметра R, соответствующие рэле-
евскому (а,б; Ro = −1) и кеплеровскому (в,г; Ro = −3/4) профилям вращения

переход от гомоклинической траектории к хаотиче-
скому движению (см. рис. 11д, 13а). На рис. 12в,г по-
казан метастабильный хаос, в котором хаотическая
фаза длится примерно до t̃ ≈ 300, а затем происхо-
дит переход к затухающим колебаниям. Для кепле-
ровского профиля вращения (Ro = −3/4) переход
к хаотическому движению наблюдается при пара-
метрах Рэлея R = 30.8457 (см. рис. 12д, 13в). На
рис. 11е и 12е показаны нерегулярные колебания с
апериодическим изменением амплитуды и направ-
ления (инверсией) возмущенного магнитного поля.

Дальнейшее увеличение параметра R спо-
собствует развитию хаотического поведения

конвекции, в которой образуются хаотические
фрактальные структуры — странные аттракторы
(см. рис. 13). Заметим, что рассмотренные выше
режимы конвекции возникают и при бо́льших
значениях H и T, но и, соответственно, параметр R
также должен вырасти.

На рис. 14 показаны бифуркационные диаграм-
мы, из которых видно возникновение хаотического
режима через ряд бифуркаций удвоения периода.
Результаты приведены для Z-амплитуд в зависимо-
сти от величины γ. Из сравнения бифуркационных
диаграмм видно, что хаотический режим в системе
наступает при меньших значениях параметра Рэлея
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Рис. 14. Бифуркационные диаграммы для Z-амплитуд при
изменениях γ. Вычисления проводились при параметрах
Pm = 1, Pr = 9, H = 5, T = 1, Ta = 2 для различных

профилей вращения

(R = 45) для случая рэлеевского профиля враще-
ния (Ro = −1). Обе бифуркационные диаграммы
показывают, что с ростом параметра γ возникает
большое количество сложных циклов, приводящих
в итоге к хаотическому (турбулентному) состоянию
в системе.

С помощью спектрального анализа системы
уравнений (62) численным методом, мы получили
сложное апериодическое поведение возмущений
магнитного поля с шумоподобным спектром частот.
На рис. 15а,б показаны зависимости фурье-компо-
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Рис. 15. Фурье-спектры возмущений магнитного поля
U(˜t ) и фурье-спектры энергии EUU возмущенного магнит-
ного поля в логарифмическом масштабе при параметрах
γ = 1, Pm = 1, Pr = 9, H = 5, T = 1, Ta = 2 для рэлеев-

ского (а,в) и кеплеровского (б,г) профилей вращения
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от времени τ для R = 45 при параметрах γ = 1, Pm = 1,
Pr = 9, H = 5, T = 1, Ta = 2, Ro = −1 (а), −3/4 (б)

нент возмущений магнитного поля F [U ] от частоты
f для чисел Рэлея R = 45, 105 и чисел Россби
Ro = −1,−3/4. Видно, что спектр не убывает с
увеличением частоты, а, наоборот, возникает после
некоторой зоны провала.

Следовательно, полученное решение при ука-
занных выше параметрах действительно хаотично.
Бо́льшие всплески фурье-спектра энергии возму-
щенного магнитного поля Euu наблюдаются при
кеплеровском профиле вращения (Ro = −3/4) и па-
раметре Рэлея R = 105 по сравнению с рэлеевским
профилем (Ro = −1) при R = 45 (см. рис. 15в,г).

Хаотическое поведение конвекции при разных
профилях вращения с числами Россби Ro = −1

и Ro = −3/4 подтверждается результатами чис-
ленного вычисления автокорреляционных функций
KUU (τ) для возмущений магнитного поля, пока-
занных на рис. 16. Хаотическому движению со-
ответствуют участки траекторий с экспоненциаль-
ным спадом функции KUU (τ). Очевидно, что уча-
сток экспоненциального спада в логарифмическом

lnKUU

lnKUU

650 700
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750 800 850 900 950
�
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Рис. 17. Прямолинейные зависимости автокорреляцион-
ной функции KUU в логарифмических масштабах от ин-
тервала времени τ для сильнохаотического движения:

R = 45, Ro = −1 (а), −3/4 (б)

масштабе автокорреляционной функции KUU (τ) ап-
проксимируется прямыми линиями (рис. 17).

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследовалась устойчивость неоднород-
но вращающейся электропроводящей жидкости в
аксиальном магнитном поле при наличии посто-
янного градиента температуры. В линейном при-
ближении мы получили дисперсионное уравнение,
из которого в отсутствие градиента температуры
(Ra = 0) следует известный критерий возникнове-
ния МВН [25]. С учетом градиента температуры,
т. е. конвективных течений, мы рассмотрели стаци-
онарный и колебательный режимы конвекции. Про-
веденный анализ этих режимов конвекции в зави-
симости от профиля неоднородного вращения (чис-
ла Россби Ro) показал, что отрицательные значе-
ния Ro < 0 оказывают дестабилизирующий эффект.
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В этом случае критическое число Рэлея Ramin ста-
новится меньше, чем в случае однородного враще-
ния Ro = 0 или вращения с положительными чис-
лами Ro > 0 (см. рис. 4). Кроме того, мы исследова-
ли хаотическое поведение трехмерной магнитокон-
векции в неоднородно вращающихся слоях электро-
проводящей жидкости на основе уравнений нели-
нейной динамики шестимерного фазового простран-
ства. Эти уравнения мы получили с помощью га-
леркинской аппроксимации минимального порядка.
Аналитическим и численным способами проведен
качественный анализ нелинейной системы динами-
ческих уравнений, в результате которого показано
существование сложной хаотической структуры —
странного аттрактора. Таким образом, был найден
режим конвекции, при котором возникают хаотиче-
ские изменения направления (инверсии) и амплиту-
ды возмущенного магнитного поля с учетом неодно-
родного вращения среды. Развитая в настоящей ра-
боте теория может применяться в качестве сценария
возникновения турбулентности в горячих аккреци-
онных дисках.
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