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Â ðàìêàõ ôîêóñèðóþùåãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íàéäåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû ñîëèòîííûå

ñîñòîÿíèÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ôåððîìàãíèòíîé ïëåíêè ïðè ÷àñòè÷íîì çàêðåïëåíèè ñïèíîâ íà å¼ ãðàíèöå.

Ïîêàçàíî, ÷òî ñîëèòîíû äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà. Ïåðâûé èç íèõ ïðåäñòàâëÿþò ëîêàëèçîâàííûå âáëèçè êðàÿ

ïëåíêè êîëåáàíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè ñ äèñêðåòíûìè ÷àñòîòàìè. Âòîðîé ñîäåðæèò äâèæóùèåñÿ ÷àñòèöå-

ïîäîáíûå îáúåêòû, ÿäðà êîòîðûõ ñèëüíî äåôîðìèðóþòñÿ ó ãðàíèöû ïëåíêè, à çàòåì óïðóãî îòðàæàþòñÿ

îò íåå, âîññòàíàâëèâàÿ ôîðìó ñîëèòîíîâ, òèïè÷íûõ äëÿ ïðîòÿæåííîãî îáðàçöà. Ïîëó÷åíà ñåðèÿ çàêîíîâ

ñîõðàíåíèÿ äëÿ âîëíîâîãî ïîëÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ëîêàëèçàöèþ ñîëèòîííûõ êîëåáàíèé îêîëî ãðàíèöû

îáðàçöà è óïðóãîå îòðàæåíèå îò íåå äâèæóùèõñÿ ñîëèòîíîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî èçìåíåíèå ôàçû âíóòðåííåé

ïðåöåññèè ñîëèòîíà ïðè îòðàæåíèè çàâèñèò îò õàðàêòåðà çàêðåïëåíèÿ êðàåâûõ ñïèíîâ.

DOI: 10.31857/S0044451022110104
EDN: KZITUW

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïëåíêè æåëåçî-èòòðèåâûõ ãðàíàòîâ ñ òîëùèíîé
îò íåñêîëüêèõ ìèêðîí äî äåñÿòêîâ ìèêðîí è äëèíîé
îò íåñêîëüêèõ äî äåñÿòêîâ ñàíòèìåòðîâ îáëàäàþò
ñâîéñòâàìè ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû â èíòåðâàëå îò
1 ÃÃö äî 20 Ããö. Ýòîò ÷àñòîòíûé èíòåðâàë èíòåí-
ñèâíî èññëåäóåòñÿ áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè âîçáóæ-
äåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü ïëåíêè îáìåííî-
äèïîëüíûõ ñïèíîâûõ âîëí. Îäíèì èç ãëàâíûõ ðå-
çóëüòàòîâ òàêîãî èçó÷åíèÿ ÿâèëîñü îáíàðóæåíèå ñî-
ëèòîíîâ îãèáàþùåé ñïèíîâûõ âîëí â ôåððîìàãíèò-
íûõ ïëåíêàõ [1�3]. Åñëè â òåîðèè ëèíåéíûõ âîëí îá
ýôôåêòàõ îáìåííîãî è äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìî-
äåéñòâèé ïðèíÿòî ãîâîðèòü, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
ýíåðãèè ñðàâíèìû ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû, òî óñëîâèÿ
îáðàçîâàíèÿ è ñòðóêòóðà äàæå ñëàáîíåëèíåéíûõ ñî-
ëèòîíîâ âî ìíîãîì îïðåäåëÿþòñÿ íå ñîîòíîøåíèåì
ýíåðãèé, à êîíêóðåíöèåé äâóõ òèïîâ ïðîñòðàíñòâåí-
íîé äèñïåðñèè � îáìåííîé è ìàãíèòîñòàòè÷åñêîé [4].
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Êðîìå òîãî, ó÷åò ìàãíèòîñòàòèêè äåëàåò çàäà÷ó íå
òîëüêî íåîäíîìåðíîé, íî è íåëîêàëüíîé, è òðåáóåò
êîððåêòíîãî ó÷åòà êðàåâûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè
îáðàçöà.

Äëÿ àíàëèçà ìàëîàìïëèòóäíûõ âîçáóæäåíèé â
ìàãíèòíûõ ïëåíêàõ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíîå
íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (ÍÓØ):

i∂τψ −
∂2
kω(k)

2
∂2
Xψ + g|ψ|2ψ = 0. (1)

Êîìïëåêñíîå ïîëå ψ(X, τ) îïèñûâàåò ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííóþ ìîäóëÿöèþ áåãóùåé àêòèâàöè-
îííîé âîëíû

ψ(X, τ)ei kx+i ω(k) t ≡ ψ ei θ,

ãäå k è ω(k) � âîëíîâîå ÷èñëî è ÷àñòîòà îñíîâíîé
ãàðìîíèêè, x è t � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà
è âðåìÿ, X, τ � ñîîòâåòñòâóþùèå ìåäëåííûå ïåðå-
ìåííûå. Îòêëîíåíèÿ íîðìèðîâàííîé íàìàãíè÷åííî-
ñòè mi(x, t) (i = 1, 2, 3) îò ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ
(0, 0, 1) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ψ(X, τ):

m1 + im2 = ψ ei θ, m3 ≈ −|ψ|2/2. (2)

Óïðîùåííûé âûâîä ÍÓØ ïðåäïîëàãàåò äèôôåðåí-
öèðóåìîñòü çàêîíà äèñïåðñèè ëèíåéíûõ ñïèíîâûõ
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âîëí ω(k) ïî âîëíîâîìó ÷èñëó k. Ïîñòîÿííàÿ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ âîëí g òðàäèöèîííî âû÷èñëÿåòñÿ â ïðå-
äåëå k → 0 èç ðàçëîæåíèÿ ïî àìïëèòóäå êîëåáà-
íèé ÷àñòîòû îäíîðîäíîãî ôåððîìàãíèòíîãî ðåçî-
íàíñà [5]. Îäíàêî â îáëàñòè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñåë
(|kd| � 1, d � òîëùèíà ïëåíêè) ÷àñòîòà îáìåííî-
äèïîëüíûõ ñïèíîâûõ âîëí ω(k) ÿâëÿåòñÿ íåäèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé îò k [6]. Â ðàáîòàõ [4, 7] ïî-
êàçàíî, ÷òî ïðè âîëíîâûõ ÷èñëàõ k è ÷àñòîòàõ ω(k),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

L�λ�k−1> d�a, λ� c/ω, ∂2
kω(k) 6= 0, (3)

äîïóñòèìà ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ðåäóêöèÿ óðàâíåíèé
íåëèíåéíîé è íåëîêàëüíîé äèíàìèêè ôåððîìàãíèò-
íîé ïëàñòèíû ïðè îòñóòñòâèè çàêðåïëåíèÿ ñïèíîâ
íà å¼ ïîâåðõíîñòè è êîððåêòíîì ó÷åòå îáìåííûõ
è ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé ê óïðîùåí-
íîé ëîêàëüíîé ìîäåëè (1). Çäåñü L � ðàçìåð îá-
ðàçöà, λ � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ìàãíèòíûõ íåîäíî-
ðîäíîñòåé, a � ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè, c � ñêîðîñòü
ñâåòà. Îêðåñòíîñòè òî÷åê íóëåâîé äèñïåðñèè, ãäå
∂2
kω(k) ≈ 0 (èç-çà êîíêóðåíöèè îáìåííîé è ìàã-
íèòîñòàòè÷åñêîé äèñïåðñèé), à òàêæå äëèííîâîëíî-
âûå âîçáóæäåíèÿ ñ |kd| < 1, òðåáóþò îòäåëüíî-
ãî ðàññìîòðåíèÿ [4]. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âûâî-
äå ÍÓØ êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ó÷èòûâà-
åò íåîäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè
âäîëü íîðìàëè ê ïëàñòèíå è íåòðèâèàëüíî çàâèñèò
îò âîëíîâîãî âåêòîðà îñíîâíîé ãàðìîíèêè è òîë-
ùèíû ïëàñòèíû. Â ðåçóëüòàòå óäàåòñÿ îïèñàòü îñî-
áåííîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ íåîäíîðîäíûõ ïî òîëùèíå
ïëàñòèíû è ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü ïëàñòèíû
ñïèíîâûõ âîëí ñ áëèçêèìè çíà÷åíèÿìè íå ðàâíûõ
íóëþ âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ðå-
çóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò áîëåå òùàòåëüíî ïåðåéòè îò ìî-
äåëè (1) ê íàáëþäàåìûì âåëè÷èíàì.

Â äîñòàòî÷íî òîíêèõ ïëåíêàõ ïðè ñâîáîäíûõ
ïîâåðõíîñòíûõ ñïèíàõ ïåðåìåííûì ìàãíèòíûì ïî-
ëåì âîçáóæäàåòñÿ òîëüêî íèæíÿÿ âåòâü ñïåêòðà
îáìåííî-äèïîëüíûõ âîëí ñ ïî÷òè îäíîðîäíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè âäîëü íîðìàëè ê ïëà-
ñòèíå [8]. Äëÿ íåå ñóùåñòâóþò ïðîòÿæåííûå îáëàñòè
âîëíîâûõ ÷èñåë (3), â êîòîðûõ g > 0, ∂2

kω(k) < 0. À
çíà÷èò ñïðàâåäëèâ êðèòåðèé Ëàéòõèëëà [9]

g ∂2
kω < 0, (4)

äîïóñêàþùèé ôîðìèðîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíûõ
¾ñâåòëûõ¿ ñîëèòîíîâ èç ëîêàëèçîâàííûõ èìïóëüñîâ
âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü (1)
ìàñøòàáíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê
ñòàíäàðòíîìó âèäó ôîêóñèðóþùåãî ÍÓØ:

i∂tψ + ∂2
xψ + 2|ψ|2ψ = 0. (5)

Â ñëó÷àå áåçãðàíè÷íîé ïëàñòèíû (−∞ < x <∞)
óðàâíåíèå (5) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ êîììóòàòèâ-
íîñòè äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, çàâè-
ñÿùèõ îò êîìïëåêñíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà
[10, 11]. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå (U�V -ïàðà) ïîçâîëÿ-
åò íàéòè îòîáðàæåíèå ðåøåíèé ìîäåëè (5) â äàí-
íûå ðàññåÿíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà-
÷è. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ψ(x, t) ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ïðè x → ±∞, ýâîëþöèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè è âû÷èñëÿ-
åòñÿ ÿâíî ïî çàäàííîìó â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè ðàñïðåäåëåíèþ íàìàãíè÷åííîñòè ψ(x, t = 0). Îá-
ðàòíîå ñïåêòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò ïî
äàííûì ðàññåÿíèÿ íàéòè ïîëíîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÍÓØ (5). Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòè
ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû ëèøü äëÿ ïðîòÿæåííûõ îá-
ðàçöîâ. Ïîýòîìó îñíîâíûå ïðèëîæåíèÿ ÍÓØ (5) è
åãî îáîáùåíèÿ íàøëè â íåëèíåéíîé îïòèêå è ãèä-
ðîäèíàìèêå: ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ëèíèé îïòîâîëî-
êîííîé ñâÿçè è ìîäåëèðîâàíèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ
â âîäíûõ áàññåéíàõ (ñì. [12�15] è öèòèðîâàííóþ òàì
ëèòåðàòóðó).

Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ èçìåíåíèÿ
x íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòîå îòîáðàæåíèå
íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ äëÿ
èñõîäíûõ ïîëåé, â äàííûå ðàññåÿíèÿ. Òåì íå ìåíåå,
òðàäèöèîííûé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ
íà âñåé îñè −∞ < x < ∞ ïîçâîëÿåò ðåøèòü ðÿä
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ íà
ïîëóèíòåðâàëå 0 ≤ x < ∞ [16�19]. Â ñëó÷àå ÍÓØ
(5) äëÿ ïîëÿ ψ(x, t) = χ(x, t) íà ïîëóîñè 0 ≤ x < ∞
èíòåãðèðóåìûìè îêàçûâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíûå
êðàåâûå óñëîâèÿ:

[∂xχ− βχ]|x=+0 = 0; (6)

χ→ 0, ∂xχ→ 0 ïðè x→ +∞. (7)

Ïîëîæèòåëüíàÿ èëè îòðèöàòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ïî-
âåðõíîñòíîé àíèçîòðîïèè β îïðåäåëÿåò õàðàêòåð çà-
êðåïëåíèÿ ñïèíîâ íà êðàþ ïëåíêè. Ñ ôèçè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ïàðàìåòð β ó÷èòûâàåò îäíîèîííóþ
àíèçîòðîïèþ è/èëè âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå íà ãðà-
íè x = 0 îáðàçöà. Ýôôåêòèâíîå ìàãíèòíîå ïîëå è
îñü àíèçîòðîïèè íàïðàâëåíû ïî íîðìàëè ê ðàçâèòîé
ïîâåðõíîñòè ïëåíêè.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå β → 0 ïåðâîå ñîîòíîøåíèå
(6) ïåðåõîäèò â óñëîâèå Íåéìàíà ∂xχ|x=+0 = 0 (ñâî-
áîäíûå ñïèíû íà êðàþ ïëàñòèíû); â ôîðìàëüíîì
ïðåäåëå |β| → ∞ îíî ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ Äèðèõ-
ëå: χ|x=+0 = 0 (ïîëíîå çàêðåïëåíèå ñïèíîâ â òî÷êå
x = 0).

Â ðàáîòàõ [16�19] ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìå-
òîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ÍÓØ
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Ðèñ. 1. Ñîëèòîí, ëîêàëèçîâàííûé âáëèçè êðàÿ îáðàçöà, ïðè α = 0 (a), α < 0, 2 ν x0 = ln[(ν + |α|)/(ν − |α|)] (á) è α > 0

(â)

Ðèñ. 2. Äâóõñîëèòîííîå âîçáóæäåíèå (60) ïðè α = ε|α|,
ε = 1 (ñïëîøíûå ëèíèè) è ε = −1 (øòðèõîâûå ëèíèè)

â ïðåäåëüíûõ ïîëîæåíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì

|χ|(x = 0) = |χ|min è |χ|(x = 0) = |χ|max

íà ïîëóîñè ïðè çàäàííîì íà÷àëüíûì âîçìóùåíèè
χ(x, t = 0) è êðàåâûõ óñëîâèÿõ (6), (7). Ñõåìà èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ìåòîäà ¾èçîáðàæå-
íèé¿, èñïîëüçóåìîãî ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ êðàå-
âûõ çàäà÷ ýëåêòðîñòàòèêè ñ îïðåäåëåííîé ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ñèììåòðèåé. Îäíàêî â ïåðå÷èñëåííûõ ðà-
áîòàõ àíàëèç ìóëüòèñîëèòîíîâ îòñóòñòâóåò. Òàê, â
[19] ñ ñàìîãî íà÷àëà îáñóæäàþòñÿ ëèøü äèñïåðãèðó-
þùèå âîëíû áåç ñîëèòîíîâ. Â äàííîé ðàáîòå ìû èñ-
ñëåäóåì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó â ïîëóáåñêîíå÷-
íîé ôåððîìàãíèòíîé ïëåíêå ïðè íàëè÷èè ñïèíîâûõ
âîëí è ñîëèòîíîâ. Ïîêàæåì, ÷òî ñîëèòîíû âáëè-
çè ãðàíèöû ïëåíêè îáëàäàþò êà÷åñòâåííî íîâûìè
ñâîéñòâàìè, êîòîðûå îòñóòñòâóþò â áåçãðàíè÷íîé
ñðåäå. Èññëåäóåì èçìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ
è ñòðîåíèå ñîëèòîíîâ ïðè ðàçíîé ñòåïåíè çàêðåï-
ëåíèÿ ñïèíîâ íà ãðàíèöå x = 0 îáðàçöà. Ïîëó÷èì
íîâûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ êîëëåê-
òèâíûõ âîçáóæäåíèé â ïîëóáåñêîíå÷íîé ïëåíêå.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
ðàçä. 2 ïðèâåäåíû ôîðìóëû ðàáîò [16, 17], êîòî-

ðûå íåîáõîäèìû äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ íåëè-
íåéíîé äèíàìèêè ïîëóáåñêîíå÷íîé ôåððîìàãíèòíîé
ïëåíêè. Â ðàçä. 3 äàíî ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ ÍÓØ íà ïîëóîñè. Ïðåèìóùåñòâî ìåòî-
äà ñîñòîèò íå òîëüêî â ïðÿìîé ñâÿçè ñ òðàäèöè-
îííîé ñõåìîé èíòåãðèðîâàíèÿ ÍÓØ íà èíòåðâàëå
−∞ < x < ∞ [11], íî è â òîì, ÷òî â îòëè÷èå îò
äðóãèõ ïîäõîäîâ [18, 19], îí äîïóñêàåò îáîáùåíèå è
îòêðûâàåò ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü ïîäðîáíî-
ãî àíàëèçà êâàçèîäíîìåðíûõ ñîëèòîíîâ è äèñïåðãè-
ðóþùèõ âîëí â ïîëóáåñêîíå÷íûõ îáðàçöàõ ñ èíòå-
ãðèðóåìûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè [20] â ðàìêàõ áà-
çîâûõ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ëèôøèöà äëÿ ãåéçåíáåðãîâ-
ñêîãî ôåððîìàãíåòèêà è ôåððîìàãíåòèêîâ ñ êâàäðà-
òè÷íîé ïî íàìàãíè÷åííîñòè àíèçîòðîïèåé [4].

Â ðàçä. 4 ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ñîëè-
òîííûõ âîçáóæäåíèé â ïîëóáåñêîíå÷íîé ïëàñòèíå.
Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà êëàññà ñîëèòîíîâ.
Ìóëüòèñîëèòîíû ïåðâîãî èç íèõ ëîêàëèçîâàíû
âáëèçè êðàÿ x = 0 ïëåíêè è ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ïðèãðàíè÷íûå êîëåáàíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè
ñî ñïåöèôè÷åñêèìè ÷àñòîòíûìè è àìïëèòóäíûìè
ñâîéñòâàìè. Âòîðîé êëàññ îáðàçóþò äâèæóùèåñÿ
÷àñòèöåïîäîáíûå îáúåêòû, êîòîðûå óïðóãî îòðàæà-
þòñÿ îò êðàÿ ïëåíêè. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò
êðàÿ ïëåíêè îíè òðàíñôîðìèðóþòñÿ â òèïè÷íûå
äëÿ áåçãðàíè÷íîé ñðåäû ïðåöåñcèðóþùèå ìàã-
íèòíûå ñîëèòîíû, óïðóãî ñòàëêèâàþùèåñÿ äðóã ñ
äðóãîì.

Â ðàçä. 5 äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ôåððîìàãíèò-
íîé ïëåíêè íàéäåíà ñåðèÿ ëîêàëüíûõ èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò àääè-
òèâíóþ ñóììó âêëàäîâ îò ñîëèòîíîâ è êâàçè÷àñòèö
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñïèíîâûõ âîëí. Óñòàíîâëåíû
äîïîëíèòåëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, êîòîðûå îáåñ-
ïå÷èâàþò ëîêàëèçàöèþ ñîëèòîíîâ âáëèçè ãðàíèöû
îáðàçöà èëè èõ îòðàæåíèå îò íåå.
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Ðèñ. 3. Ñîëèòîí (66) â ìîìåíòû âðåìåíè t = ±t0, t0 � 1 (ñïëîøíûå ëèíèè), t = 0 ïðè α =∞ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è t = 0

ïðè α = 0 (øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ ÍÓØ íà âñåé îñè −∞ < x < ∞ ïîëå
ψ(x, t) ïðåäïîëàãàåòñÿ íóæíîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåí-
öèðóåìûì ïî ïåðåìåííûì x, t. Òîãäà óðàâíåíèå (5)
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ êîììóòàòèâíîñòè äâóõ îïå-
ðàòîðîâ [11]:

[∂x − U(λ), ∂t − V (λ)] = 0, (8)

ãäå

U(λ) = − iλ
2
σ3 + i (ψ∗σ+ + ψσ−),

V (λ) = i σ3

(
λ2

2
− |ψ|2

)
− [(∂xψ − iλψ)σ− − (∂xψ

∗ + iλψ∗)σ+],

σi (i = 1, 2, 3) � ìàòðèöû Ïàóëè, σ± = (σ1 ± iσ2)/2,
λ � êîìïëåêñíûé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Ïðåä-
ñòàâëåíèå (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ïðîèíòåãðèðîâàí-
íîì âèäå, èñïîëüçóÿ ìàòðèöó T0(x, y, λ) òðàíñëÿöèè
âäîëü îñè x èç òî÷êè y â òî÷êó x. Çäåñü è äàëåå,
ãäå ýòî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé, íå óêàçûâàåì
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè t. Ìàòðèöà T0(x, y, λ) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì [11]

∂xT0(x, y, λ) = U(x, λ)T0(x, y, λ),

∂yT0(x, y, λ) = −T0(x, y, λ)U(y, λ),

∂tT0(x, y, λ) = V (x, λ)T0(x, y, λ)− T0(x, y, λ)V (y, λ)

(9)

ñ óñëîâèÿìè T0(x, x, λ) = I, detT0(x, y, λ) = 1 è îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì ñóïåðïîçèöèè

T0(x, z, λ)T0(z, y, λ) = T0(x, y, λ).

Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
T0(x, y, λ) = T−1

0 (y, x, λ). Ìàòðè÷íûå ôóíêöèè
U(λ) è V (λ) èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä:

U∗(λ∗) = σ2U(λ)σ2, V ∗(λ∗) = σ2V (λ)σ2, (10)

Ïîýòîìó èç (9) ñëåäóåò ñâîéñòâî èíâîëþöèè

T ∗0 (x, y, λ∗) = σ2 T0(x, y, λ)σ2. (11)

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ÍÓØ (5) äëÿ ïîëÿ
ψ(x, t) = χ(x, t) íà ïîëóîñè 0 ≤ x < ∞ ïðè êðàå-
âûõ óñëîâèÿõ (6), (7). Äëÿ âêëþ÷åíèÿ òàêîé çàäà÷è
â êëàññè÷åñêóþ ñõåìó ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ïðî-
äîëæèì ïîëå χ(x, t) íà âñþ îñü ÷åòíûì îáðàçîì. Äëÿ
ýòîãî çàäàäèì ψ(x, t) â âèäå íåïðåðûâíîé êóñî÷íî-
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

ψ(x, t) =

{
χ(x, t), x ≥ 0,

χ(−x, t), x < 0.
(12)

Â òî÷êå x = 0 ïðîäîëæåíèå ψ(x, t) áóäåò íåïðå-
ðûâíûì:

ψ(x = +0, t) = ψ(x = −0, t) = χ(x = 0, t),

íî åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðåòåðïåâàåò ñêà÷îê [16,
17]:

∂xψ|x=+0 − ∂xψ|x=−0 = 2∂xχ(x = +0, t).

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò òðàêòîâàòü ïðåæ-
íåå êðàåâîå óñëîâèå (6) êàê äîïîëíèòåëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà ïîëå ψ(x, t) â òî÷êå x = 0:

∆ψ|x=0 = 0, [∆∂xψ − 2ψ]|x=0 = 0, (13)

êîòîðûå àíàëîãè÷íû òàêîâûì â ïðîöåäóðå èí-
òåãðèðîâàíèÿ ìåòîäîì ¾èçîáðàæåíèé¿ ëèíåàðè-
çîâàííîãî ÍÓØ íà ïîëóîñè 0 ≤ x < ∞. Çäåñü
∆f |x=0 = f(x = +0)− f(x = −0).
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Ïðîñòîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îãðà-
íè÷åíèå (13) ýêâèâàëåíòíî ñâÿçè [20]

V+(λ)K(λ)−K(λ)V−(λ) = 0, (14)

ãäå V±(λ) ≡ V (λ)|x=±0, K(λ) = λI + i βσ3, I � åäè-
íè÷íàÿ ìàòðèöà. Äëÿ ó÷åòà ñâÿçè (14) ìîäèôèöèðó-
åì T0(x, y, λ) è ââåäåì íîâóþ ìàòðèöó òðàíñëÿöèè
T (x, y, λ) [16]:

T (x, y, λ) =

=


T0(x, y, λ), xy > 0,

T0(x,+0, λ)K(λ)T0(−0, y, λ), x > 0 > y,

T0(x,−0, λ)K−1(λ)T0(+0, y, λ), x < 0 < y,

(15)

âêëþ÷àþùóþ ìíîæèòåëè K(λ) è K−1(λ). Èç ïðåä-
ñòàâëåíèÿ (15) çàêëþ÷àåì, ÷òî íîâàÿ ìàòðèöà ïåðå-
íîñà íå ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé:

detT (x, y, λ) = [λ2 + β2](sign x−sign y)/2. (16)

Äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

T (x, x, λ) = I ïðè x 6= 0,

T (x, y, λ) = T−1(y, x, λ) ïðè x 6= y
(17)

è

T (+0,−0, λ) = T−1(−0,+0, λ) = K(λ). (18)

Ïðè x 6= 0, y 6= 0 ñ ó÷åòîì (14), (15) ïîëó÷àåì äëÿ
T (x, y, λ) äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

∂xT (x, y, λ) = U(x, λ)T (x, y, λ),

∂yT (x, y, λ) = −T (x, y, λ)U(y, λ),

∂tT (x, y, λ) = V (x, λ)T (x, y, λ)− T (x, y, λ)V (y, λ)

(19)

� òå æå, ÷òî è äëÿ áåçãðàíè÷íîé ïëàñòèíû (9). Ýòî
ïîçâîëÿåò âêëþ÷èòü êðàåâóþ çàäà÷ó (6), (7) äëÿ
ÍÓØ (1) íà ïîëóîñè 0 ≤ x < ∞ â ñõåìó îáðàòíîé
çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà âñåé îñè −∞ < x < ∞. Â òî
æå âðåìÿ, ñïåöèôèêà ïðîäîëæåíèÿ ïîëÿ ψ(x, t) (12)
ïðèâîäèò ê ìîäèôèêàöèè ðàñ÷åòîâ. Îñòàíîâèìñÿ íà
ýòîì ïîäðîáíåå.

3. ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÓØ ÍÀ ÏÎËÓÎÑÈ
ÌÅÒÎÄÎÌ ¾ÈÇÎÁÐÀÆÅÍÈÉ¿

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ

Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé ñõåìå ìåòîäà îáðàòíîé çàäà-
÷è ðàññåÿíèÿ íà âñåé îñè −∞ < x < ∞ [11], ââåäåì
ìàòðè÷íûå ôóíêöèè

T±(x, t, λ) = lim
y→±∞

[
T (x, y, λ) exp

(
− iλ y

2
σ3

)]
(20)

� áàçèñíûå ðåøåíèÿ Éîñòà âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåé-
íîé ñèñòåìû [11,16]

∂xT± = U T±. (21)

Èõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

T±(x, t, λ)→ exp

(
− iλ x σ3

2

)
ïðè x→ ±∞

ñîãëàñîâàíî ñ óñëîâèåì (7).
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè x ≥ 0 ìàòðèöà

p(x, t) â ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ Éîñòà T+(x, t, λ) ïî îá-
ðàòíûì ñòåïåíÿì λ (ïðè λ→∞)

T+(x, λ) =

(
I +

p(x, t)

λ
+ . . .

)
exp

(
− iλ x σ3

2

)
,

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

[σ3, p] = 2(χ∗σ+ + χσ−).

Îòñþäà ñðàçó íàõîäèì ÿâíîå ðåøåíèå ÍÓØ (5)
ïðè x ≥ 0 â òåðìèíàõ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà
[T+(x, t, λ)]21:

χ(x, t) = − lim
λ→∞

[
[T+(x, t, λ)]21 exp

(
iλ x

2

)
λ

]
. (22)

Ñâîéñòâî ÷åòíîñòè ïðîäîëæåíèÿ
ψ(x, t) = ψ(−x, t) (12) âåäåò ê äîïîëíèòåëüíîé
ñèììåòðèè ìàòðèö U è V :

U(x, λ) = −σ3U(−x,−λ)σ3,

V (x, λ) = σ3V (−x,−λ)σ3,

ñ ó÷åòîì êîòîðîé èç ñèñòåìû (19) ñëåäóåò ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòü ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé T (x, y, λ) è
σ3T (−x,−y,−λ)σ3. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè ôèêñèðóåòñÿ ðàâåíñòâîì (18)

T (x, y, λ) = sign(xy)σ3T (−x,−y,−λ)×

× σ3[λ2 + β2](sign x−sign y)/2, λ ∈ R. (23)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì

K−1(λ) = −K(−λ)

λ2 + β2
.

Ïîñêîëüêó K∗(λ∗) = σ2K(λ)σ2, ôîðìóëû (11),
(15) ñîõðàíÿþò ïðåæíþþ ðåäóêöèþ äëÿ íîâîé ìàò-
ðèöû òðàíñëÿöèè:

T ∗(x, y, λ∗) = σ2T (x, y, λ)σ2. (24)
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Èç (16), (23), (24) íàõîäèì êëþ÷åâûå ñâîéñòâà
ôóíêöèé Éîñòà ïðè λ ∈ R:

detT±(x, λ) = [λ2 + β2](signx∓1)/2,

T±(x, λ) = ±signxσ3T∓(−x,−λ)σ3 ×

× [λ2 + β2](signx∓1)/2,

T ∗(x, λ) = σ2T (x, λ)σ2.

(25)

Íà âåùåñòâåííîé λ-îñè ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ
îïðåäåëåíû îäíîâðåìåííî, ïîýòîìó îíè ñâÿçàíû
ìàòðèöåé ïåðåõîäà T (λ):

T−(x, λ) = T+(x, λ)T (λ), (26)

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ðå-
äóêöèÿìè (25):

T (λ) =

(
a(λ) −b̄(λ)

b(λ) ā(λ)

)
,

a(λ)ā(λ) + b(λ)b̄(λ) = λ2 + β2, (27)

ā(λ) = a∗(λ), b̄(λ) = b∗(λ),

a∗(−λ) = −a(λ), b(−λ) = −b(λ), λ ∈ R.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå T
(i)
± äëÿ i-îãî ñòîëáöà

ìàòðèöû T± = (T
(1)
± , T

(2)
± ). Ñòîëáöû T

(1)
− (x, λ) è

T
(2)
+ (x, λ) ðåøåíèé Éîñòà àíàëèòè÷åñêè ïðîäîë-
æàþòñÿ ñ âåùåñòâåííîé îñè â îáëàñòü Imλ > 0,
à ñòîëáöû T

(2)
− (x, λ) è T

(1)
+ (x, λ) áóäóò àíàëèòè-

÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè
Imλ < 0, êðîìå, ìîæåò áûòü, ïðîñòûõ ïîëþñîâ
ìàòðèöû T+(x, λ) ïðè x < 0 â òî÷êàõ λ = ±iβ,
óíàñëåäîâàííûõ îò ìàòðèöû K−1(λ).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (26) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ a(λ) â ôîðìå

a(λ) =
det[T

(1)
− (x, λ), T

(2)
+ (x, λ)]

detT+(x, λ)
=

= [λ2 + β2](1−signx)/2 det[T
(1)
− (x, λ), T

(2)
+ (x, λ)]. (28)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ a(λ) äîïóñêàåò àíà-
ëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü
Imλ > 0, ãäå â îáùåì ñëó÷àå èìååò íóëè, êîòîðûå
áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïðîñòûìè. Êðîìå òîãî, îíà ìî-
æåò èìåòü íóëü â òî÷êå λ = i|β| (ñì. (15), (20), (28)).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò ā(λ) ìàòðèöû ïåðå-
õîäà ïðîäîëæàåòñÿ ñ âåùåñòâåííîé îñè â îáëàñòü
Imλ < 0, ãäå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a(λ∗): ā(λ) = a∗(λ∗).

Ðåäóêöèÿ a∗(−λ) = −a(λ) (27) ïåðåíîñèòñÿ ñ âå-
ùåñòâåííîé îñè â îáëàñòü Imλ > 0, ãäå ïðèíèìàåò
âèä

a∗(−λ∗) = −a(λ). (29)

Ñîãëàñíî (29), íóëè ôóíêöèè a(λ) ëèáî âõîäÿò ïà-
ðàìè:

λj = {λk,−λ∗k}, Imλk > 0,

k = 1, 2, . . . N, j = 1, 2 . . . 2N ; (30)

ëèáî ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè:

λj = {i νs}. νs > 0, s = 1, 2, . . .M. (31)

Åñëè a(λi) = 0 , òî èç (28) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñòîëá-
öû T

(1)
− (x, λj) è T

(2)
+ (x, λj) ïðîïîðöèîíàëüíû:

T
(1)
− (x, λj) = γ(λj)T

(2)
+ (x, λj). (32)

Ïðîäîëæåíèå êîìáèíàöèè äâóõ ïîñëåäíèõ ðà-
âåíñòâ (25) â êîìïëåêñíóþ λ-ïëîñêîñòü äàåò ñîîò-
íîøåíèå

T±(x, λ) = ±signxσ1T
∗
∓(−x,−λ∗)σ1 ×

× [λ2 + β2](signx∓1)/2, (33)

ãäå çíà÷åíèÿ λ âûáèðàþòñÿ â îáëàñòÿõ àíàëèòè÷íî-
ñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ. Â ÷àñòíîñòè, èç (33)
íàõîäèì

T
(1)
− (x, λ) = −signxσ1T

(2)∗
+ (−x,−λ∗)×

× [λ2 + β2](sign x+1)/2,

T
(2)
+ (x, λ) = signxσ1T

(1)∗
− (−x,−λ∗)×

× [λ2 + β2](sign x−1)/2,

(34)

ãäå Imλ > 0.
Ñ ïîìîùüþ (32), (34) âûâîäèì ñâÿçü íîðìèðî-

âî÷íûõ ïîñòîÿííûõ:

γ(λk)γ∗(−λ∗k) = −(λ2
k + β2), k = 1, 2, . . . N ; (35)

|γ(iνs)|2 = ν2
s − β2 > 0, s = 1, 2, . . .M. (36)

Îãðàíè÷åíèå (36) ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè νs > |β|.
Â ïðåäåëå áîëüøèõ λ ôóíêöèè Éîñòà èìåþò

àñèìïòîòèêè [16]:

T+(x, λ) = exp

(
− i λ x

2
σ3

)
[I + o(1)], x > 0;

T+(x, λ) = λ−1 exp

(
− i λ x

2
σ3

)
[I + o(1)], x < 0;

T−(x, λ) = λ exp

(
− i λ x

2
σ3

)
[I + o(1)], x > 0;

T−(x, λ) = exp

(
− i λ x

2
σ3

)
[I + o(1)], x < 0.

(37)

Ýëåìåíò a(λ) ìàòðèöû ïåðåõîäà âîññòàíàâëèâà-
åòñÿ ïî ñâîèì íóëÿì, ïîëþñàì, àñèìïòîòè÷åñêîìó
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ïîâåäåíèþ ïðè áîëüøèõ λ è êîýôôèöèåíòó îòðàæå-
íèÿ b(λ) [11, 16]:

a(λ) =

= (λ+ i α)

M∏
s=1

(
λ− i νs
λ+ i νs

) N∏
k=1

(λ− λk)(λ+ λ∗k)

(λ+ λk)(λ− λ∗k)
×

× exp

(
1

2πi

+∞∫
−∞

dµ
ln[1− |b(µ)|2(µ2 + β2)−1]

µ− λ

)
,

Imλ > 0, α2 = β2. (38)

Â ôîðìóëå (38) N è M îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåííî
÷èñëî êîìïëåêñíûõ (30) è ÷èñòî ìíèìûõ (31) íóëåé
êîýôôèöèåíòà a(λ).

Äëÿ êîíêðåòèçàöèè â ñîîòíîøåíèè (38) ñâÿçè
ìåæäó ïàðàìåòðîì α è ïîñòîÿííîé àíèçîòðîïèè β

ïîñòðîèì ïîäõîäÿùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû ïåðåõîäà. Òàêîâîå ñëåäóåò èç (26) ñ ó÷åòîì
(15) â ïðåäåëå x→ +0:

T (λ) = T−1
+ (+0, λ)K(λ)T−(−0, λ). (39)

Èñïîëüçóÿ (33), ïðè x → +0 âûðàæàåì T−(−0, λ)

÷åðåç T+(+0, λ):

T−(−0, λ) = σ1T
∗
+(+0,−λ∗)σ1,

è ïåðåïèñûâàåì (39) â âèäå

T (λ) = T−1
+ (+0, λ)(λ+ i βσ3)σ1T

∗
+(+0,−λ∗)σ1. (40)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî detT+(+0, λ) = 1, èç
(40) ïîëó÷àåì ïîëåçíûå äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà
ôîðìóëû äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïåðåõîäà:

a(λ) = (λ+ iβ)[T+(+0, λ)]22[T+(+0,−λ∗)]∗22−
− (λ− iβ)[T+(+0, λ)]12[T+(+0,−λ∗)]∗12,

Imλ > 0; (41)

b(λ) = −(λ+ iβ)[T+(+0, λ)]21[T+(+0,−λ∗)]∗22+

+ (λ− iβ)[T+(+0, λ)]11[T+(+0,−λ∗)]∗12,

λ ∈ R. (42)

Íàïîìíèì, ÷òî a(λ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïàðàìåòðà λ. Â (41)
îíà âûðàæåíà ÷åðåç ýëåìåíòû ñòîëáöà T (2)

+ (λ), êî-
òîðûå àíàëèòè÷íû â òîé æå îáëàñòè. Ôóíêöèÿ b(λ),
íàïðîòèâ, íå îáëàäàåò êàêèìè-ëèáî îïðåäåëåííûìè
ñâîéñòâàìè àíàëèòè÷íîñòè è îïðåäåëåíà ëèøü ïðè
λ ∈ R. Ïîýòîìó â ïðàâîé ÷àñòè (42) ñëåäóåò áðàòü
ïðåäåëû êîìïîíåíò âåêòîðîâ T (2)

+ (λ) è T (1)
+ (λ) èç îá-

ëàñòåé èõ îïðåäåëåíèÿ Imλ > 0 è Imλ < 0 íà êîíòóð
−∞ < λ <∞.

Ïðåäñòàâëåíèå (41) â ïðåäåëå λ → +i0 ñ ó÷åòîì
ïîñëåäíåé èç ôîðìóë (25) äàåò çíà÷åíèå

a(λ = 0) = iβ detT+(+0, λ) = iβ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ
(38) ââèäó ÷åòíîñòè ôóíêöèè |b(µ)|2 íàõîäèì

a(λ = 0) = i α (−1)M .

Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçü ïàðàìåòðîâ α è β îïðåäåëåíà
ðàâåíñòâîì

β = α (−1)M , (43)

çàâèñÿùèì îò ÷èñëà ìíèìûõ íóëåé êîýôôèöèåíòà
a(λ).

Ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîãî ëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ (21) ìû ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå ðåøåíèé èñõîä-
íîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÍÓØ íà ïîëó-
îñè â ïîëíûé íàáîð äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Îí ñîäåðæèò
ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè b(λ), ãäå

−∞ < λ < +∞,

äèñêðåòíûå íóëè λj êîýôôèöèåíòà a(λ)

(Imλj > 0) è íîðìèðîâî÷íûå ïîñòîÿííûå γ(λj)

(j = 1, 2, . . . , N + M). Â íîâûõ ïåðåìåííûõ çà-
äà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ ÍÓØ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ëèíåéíûõ çàäà÷. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (19) âû-
òåêàåò ïðèâû÷íàÿ çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ
îò âðåìåíè:

a(t, λ) = a(0, λ), b(t, λ) = b(0, λ) e−iλ
2t,

γ(λj , t) = γ(0, λj) e
−iλ2

j t. (44)

Çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ b(0, λ), λj ,
γ(0, λj) íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ (21) ïî çàäàííî-
ìó íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íàìàãíè÷åííîñòè
χ(x, t = 0).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ

Ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ b(λ, t) ïàðàìåòðèçóåò
ñïèí-âîëíîâûå öóãè, êîòîðûå ðàñïëûâàþòñÿ ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè èç-çà ïðåîáëàäàíèÿ ýôôåêòîâ
äèñïåðñèè íàä ýôôåêòàìè ñæàòèÿ ïàêåòîâ èç-çà
âçàèìîäåéñòâèÿ ãàðìîíèê. Íóëè λj êîýôôèöèåíòà
a(λ) ïàðàìåòðèçóþò ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûå ÷àñòè-
öåïîäîáíûå îáúåêòû � ñîëèòîíû. Äîëãîæèâóùèì
ìàãíèòíûì ñîëèòîíàì â îòñóòñòâèå äèñïåðãèðóþ-
ùèõ âîëí ñîîòâåòñòâóåò êîýôôèöèåíò a(λ) ñ íóëÿìè
ïðè óñëîâèè b(λ) = b̄(λ) ≡ 0.

Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ýâîëþöèè íà÷àëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè â ïîëóáåñêî-
íå÷íîé ïëàñòèíå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (6), (7) ñëå-
äóåò ïåðåéòè îò äàííûõ ðàññåÿíèÿ ê íàáëþäàåìîé
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âåëè÷èíå χ(x, t). Ñïåöèôèêà ðàáîò [16,17] ñîñòîèò â
òîì, ÷òî îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ íà èíòåðâàëàõ

0 < x <∞ è −∞ < x < 0

îêàçûâàþòñÿ ðàçíûìè è ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ
íåçàâèñèìî. Õîòÿ ïîñòðîåííûå â êîíå÷íîì ñ÷åòå ðå-
øåíèÿ ÍÓØ � ðåàëüíîå ïðè x > 0 è ¾ôèêòèâíîå¿
ïðè x < 0 � ñâÿçàíû ñèììåòðèåé (12), ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì ôóíêöèè Éîñòà òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëà-
äàþò.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìûõ ðåøåíèé
ψ(x, t) = χ(x, t) çàäà÷è Êîøè äëÿ ÍÓØ (5) ñ êðà-
åâûìè óñëîâèÿìè (6), (7) íà èíòåðâàëå 0 < x < ∞
èñõîäèì èç ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðè÷íîé ñâÿçè (26)
ôóíêöèé Éîñòà íà âåùåñòâåííîé λ-îñè. Ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ðàâåíñòâî çàïèøåì â âèäå, óäîáíîì äëÿ
äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé:

T
(1)
− (x, λ)

a(λ)
exp

(
iλ x

2

)
−

(
1

0

)
=

= T
(1)
+ (x, λ) exp

(
iλ x

2

)
−

(
1

0

)
+

+ T
(2)
+ (x, λ) r(λ) exp

(
iλ x

2

)
, λ ∈ R, (45)

ãäå r(λ) = b(λ)/a(λ). Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè t ïîêà
îïóñêàåì.

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ
T

(1)
− (x, λ) a−1(λ) exp (iλ x/2) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêîé â îáëàñòè Imλ > 0 âñþäó, êðîìå ïîëþñîâ,
êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè êîýôôèöèåíòà a(λ)

(38). Â îáùåì ñëó÷àå èõ ïîëîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè (30), (31). Ïðè α < 0 ó ýëåìåíòà a(λ) â
îáëàñòè Imλ > 0 ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé îñî-
áûé íóëü λ = i |α|. Ôóíêöèÿ T

(1)
+ (x, λ) exp (iλ x/2)

áóäåò àíàëèòè÷åñêîé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ïàðà-
ìåòðà λ. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòèõ ôóíêöèé
ïðè x > 0 è λ→∞ äàþò ôîðìóëû (ñì. (37), (38)):

T
(1)
− (x, λ)

a(λ)
exp

(
iλ x

2

)
−

(
1

0

)
= O

(
1

λ

)
,

T
(1)
+ (x, λ) exp

(
iλ x

2

)
−

(
1

0

)
= O

(
1

λ

)
.

(46)

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ÍÓØ íà
ïîëóîñè (ïðè 0 < x < ∞) îòëè÷àåòñÿ îò òàêîâîé
íà âñåé îñè [10] ëèøü íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíûõ ðå-
äóêöèé è ïîÿâëåíèåì ó ôóíêöèè a(λ) îñîáîãî íóëÿ
λ = i |α| ïðè α < 0. Îáñóäèì, ê ÷åìó ýòî ïðèâîäèò.

Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ïàðàìåòðà λ:

F (x, λ) =


T

(1)
− (x, λ)

a(λ)
exp

(
iλ x

2

)
, Imλ > 0,

T
(1)
+ (x, λ) exp

(
iλ x

2

)
, Imλ < 0.

(47)

Â ñèëó îöåíîê (46) åå çíà÷åíèÿ â ëþáîé òî÷êå λ-
ïëîñêîñòè ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êîøè âûðàæàþòñÿ
[10] ÷åðåç èíòåãðàë âäîëü âåùåñòâåííîé îñè îò ñêà÷-
êà ôóíêöèè F (x, λ) ïðè ïåðåõîäå ýòîé îñè, à òàêæå
÷åðåç âû÷åòû ôóíêöèè T (1)

− (x, λ) a−1(λ) exp (iλ x/2)

â íóëÿõ çíàìåíàòåëÿ a(λ). Ïðè α > 0 îñòàþòñÿ òîëü-
êî âû÷åòû â òî÷êàõ λ = λj (30), (31), â êîòîðûõ,
ñîãëàñíî (32), èìååì

Resλ=λj

[
T

(1)
− (x, λ) a−1(λ) exp

(
iλ x

2

)]
=

= γ(λj)T
(2)
+ (x, λj) [a′(λj)]

−1 exp

(
iλj x

2

)
.

Â îòëè÷èå îò [10] ïðîèçâîäíûå a′(λj) è íîðìèðîâî÷-
íûå ïîñòîÿííûå γ(λj) òåïåðü ñâÿçàíû ðåäóêöèÿìè
(29), (35), (36). Ïðè α < 0 ýëåìåíò a(λ) â îáëàñòè
ñâîåé àíàëèòè÷íîñòè èìååò îñîáûé íóëü λ = i|α|,
ïîýòîìó ó ôóíêöèè F (x, λ) â ýòîé òî÷êå ìîæåò ïî-
ÿâèòüñÿ ïîëþñ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè òàêîâîé îòñóò-
ñòâóåò, òàê êàê ñîãëàñíî ðåäóêöèè (36) γ(i|α|) = 0, à
çíà÷èò T (1)

− (x, i|α|) = 0 ïðè α < 0, x > 0.
Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êóñî÷íî-

àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F (x, λ) èìååò âèä

F (x, λ) =

(
1

0

)
+
∑
n

cny(x, λn)

λ− λn
+

+
1

2πi

+∞∫
−∞

dµ
T

(2)
+ (x, µ)

µ− λ
r(µ) exp

(
iµ x

2

)
, (48)

ãäå

y(x, λn) = T
(2)
+ (x, λn) exp(i λnx/2),

cn = γ(λn)/a′(λn), γ(λn)γ∗(−λ∗n) = −(α2 + λ2
n).

Â ýòîé è ïîñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ âåëè÷èíû cn è r(µ)

çàâèñÿò îò âðåìåíè:

cn(t) = cn(t = 0) e−i λ
2
nt, r(µ, t) = r(µ, t = 0) e−i µ

2t.

Ïîñëåäíåå èç ñâîéñòâ (25) ïåðåíîñèòñÿ ñ âåùå-
ñòâåííîé λ-îñè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü è äëÿ
ñòîëáöîâ T (1)

+ (x, λ) è T (2)
+ (x, λ) ïðèíèìàåò âèä

T
(1)
+ (x, λ) = i σ2 [T

(2)
+ (x, λ∗)]∗, Imλ ≤ 0. (49)
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Ñ ó÷åòîì (49) ïðåäñòàâëåíèå (48) äàåò çàìêíó-
òóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
ðàñ÷åòà ôóíêöèé T (2)

+ (x, λ) ïðè −∞ < λ <∞ è äèñ-
êðåòíûõ çíà÷åíèé y(x, λn) (Imλn > 0):

iσ2[T
(2)
+ (x, λ)]∗ exp

(
iλx

2

)
=

(
1

0

)
+
∑
n

cny(x, λn)

λ− λn
+

+
1

2πi

+∞∫
−∞

dµ
T

(2)
+ (x, µ)

µ− λ+ i0
r(µ) exp

(
iµx

2

)
, λ ∈ R;

iσ2y
∗(x, λn) =

(
1

0

)
e−ixλ

∗
n +

∑
m

cmy(x, λm)e−ixλ
∗
n

λ∗n − λm
+

+
1

2πi

+∞∫
−∞

dµ
T

(2)
+ (x, µ)

µ− λ∗n
r(µ) exp

(
iµx

2
− ixλ∗n

)
.

(50)

Ïîñëå òîãî, êàê ðåøåíèå óðàâíåíèé (50) íàéäåíî,
ôîðìóëà (48) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F (x, λ)

âî âñåõ òî÷êàõ âåðõíåé è íèæíåé λ-ïîëóïëîñêîñòè.
Äëÿ ñîëèòîííûõ ñîñòîÿíèé êîýôôèöèåíò îòðà-

æåíèÿ r(µ) ≡ 0 è çíà÷èò ôóíêöèÿ F (x, λ) íå èìå-
åò ñêà÷êà íà âåùåñòâåííîé îñè λ. Ïîýòîìó îñòà-
þòñÿ òîëüêî àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ðàñ÷å-
òà ôóíêöèé y∗(x, λn) è y(x, λn). Ïîñëå ïðîñòûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ìîæíî èñêëþ÷èòü y∗(x, λn) è ïîëó÷èòü
çàìêíóòóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ y(x, λn):

y(x, λn) =

(
0

1

)
ei xλn +

(
1

0

)∑
m

c∗me
i x(λn−λ∗m)

λ∗m − λn
+

+
∑
p,m

c∗mcp e
i x(λn−λ∗m)y(x, λp)

(λ∗m − λn)(λ∗m − λp)
. (51)

Ôîðìóëû äëÿ ìóëüòèñîëèòîíîâ óïðîùàþòñÿ, åñëè
âìåñòî ôóíêöèé γ(λ, t) è a(λ) ââåñòè

γ̃(λ, t) =
γ(λ, t)

λ+ i α
,

ã(λ) =
a(λ)

λ+ i α
=

=

M∏
s=1

(
λ− i νs
λ+ i νs

) N∏
k=1

(λ− λk)(λ+ λ∗k)

(λ+ λk)(λ− λ∗k)
. (52)

Òîãäà

cn(t) = γ̃(λ, t)/ã′(λn),

γ̃(λn, t) γ̃
∗(−λ∗n, t) = f(−λn),

γ̃(λn, t) = γ̃(λn, t = 0) e−i λ
2
nt,

(53)

ãäå f(λ) = (λ+ i α)/(λ− i α).
Èç ñèñòåìû (51) ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèè âåêòîðîâ

y(x, t, λn) íåçàâèñèìû. Ñîãëàñíî (47), (48), (22), ñî-
ëèòîííûå ðåøåíèÿ ÍÓØ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âòîðûå
èç íèõ:

χ(x, t) = −
∑
n

cn(t) y2(x, t, λn), 0 ≤ x <∞, (54)

è ïî ïîñòðîåíèþ óäîâëåòâîðÿþò êðàåâîìó óñëîâèþ
(6) ñ ñîîòíîøåíèåì (43):

[∂xχ− βχ]|x=0 = 0, β = (−1)Mα, (55)

ãäå M � ÷èñëî íóëåé êîýôôèöèåíòà ã(λ) âèäà
λ = i νs (νs > |α|).

4. ÀÍÀËÈÇ ÑÎËÈÒÎÍÎÂ Â
ÏÎËÓÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÔÅÐÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÉ

ÏËÀÑÒÈÍÅ

Ïðåöåññèðóþùèå ñîëèòîíû, ëîêàëèçîâàííûå

îêîëî êðàÿ ïëàñòèíû

Îáñóäèì âíà÷àëå êîëëåêòèâíûå âîçáóæäåíèÿ,
êîòîðûå ïàðàìåòðèçóþòñÿ ìíèìûìè íóëÿìè ôóíê-
öèè ã(λ) (52). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå îíè îòâå÷àþò
íåïîäâèæíûì ñîëèòîíàì, ÿäðà êîòîðûõ èìåþò êî-
ëåáàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû è ëîêàëèçîâàíû îêîëî
êðàÿ x = 0 ïëàñòèíû.

Ïóñòü M = 1, ã(λ) = (λ − iν)/(λ + iν)

è ν > |α|. Èç ñîîòíîøåíèé (53) íàéäåì
|γ̃(i ν)| =

√
(ν − α)/(ν + α) è çàïèøåì âûðàæå-

íèå äëÿ c1(t) ≡ c(t) â âèäå

c(t) = 2ν

(
ν − α
ν + α

)1/2

ei ϕ(t), ϕ(t) = ν2t+ δ0, (56)

ãäå δ0 � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Òîãäà ñèñòåìà (51) äàåò êîìïîíåíòû âåêòîðà y(i ν):

y1(i ν) =
i c∗(t) e−νx

2 ν∆(x)
, y2(i ν) =

1

∆(x)
, (57)

ãäå ∆(x) = eνx + |c(t)/(2ν)|2e−νx, à ôîðìóëû (54),
(55) äàþò ñîëèòîííîå ðåøåíèå ÍÓØ:

χ(x, t) = − c(t)

∆(x)
= − ν

√
ν2 − α2

ν ch(νx) + α sh(νx)
eiν

2t+iδ0 ,

ν2 > α2, 0 < x <∞, (58)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì ∂x lnχ|x=0 = −α (55). Ñîëèòîí
(58) ïðèìûêàåò ê êðàþ x = 0 ïëàñòèíû. Ñîãëàñíî
ôîðìóëàì (2), êîìïîíåíòû íàìàãíè÷åííîñòè â ÿäðå
ñîëèòîíà (58) ñîâåðøàþò îäíîðîäíóþ ïðåöåññèþ ñ
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÷àñòîòîé ω = ν2 âîêðóã íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ïëåí-
êè.

Ïðè α = 0 âûðàæåíèå (58) óïðîùàåòñÿ:

χ(x, t) = − ν

ch(νx)
eiν

2t+iδ0 , (59)

è îïèñûâàåò ñîëèòîí â îòñóòñòâèå çàêðåïëåíèÿ ñïè-
íîâ íà ãðàíèöå x = 0 îáðàçöà. Â ýòîì ñëó÷àå øèðè-
íà ñîëèòîíà l v ν−1, ÷àñòîòà åãî ïðåöåññèè ω = ν2

è ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà A = ν óäîâëåòâîðÿþò
àëãåáðàè÷åñêèì ñâÿçÿì, êîòîðûå äîïóñêàþò ýêñïå-
ðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó:

l−1 v
√
ω v A.

Äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû ïðè îòñóò-
ñòâèè çàêðåïëåíèÿ ñïèíîâ íà åå ãðàíèöå, êîãäà
∂xχ|x=0 = 0, ýíåðãèÿ ìîäåëè (5) çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

H =

∞∫
0

(
|∂xχ(x, t)|2 − |χ(x, t)|4

)
dx.

Ñëàãàåìûå â ñêîáêàõ ó÷èòûâàþò âêëàä îáìåííî-
äèïîëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé, âçàèìîäåéñòâèå ñ ïî-
ñòîÿííûì âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì è îáúåìíóþ
ýíåðãèþ îäíîîñíîé ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèè [5, 7].
Ñîëèòîí (59) ëîêàëèçîâàí îêîëî ãðàíèöû x = 0

ïëåíêè, ïîòîìó ÷òî ïðèòÿãèâàåòñÿ ê ñâîåìó ìíèìî-
ìó èçîáðàæåíèþ χ(−x, t) â íåôèçè÷åñêîé îáëàñòè
−∞ < x < 0.

×àñòè÷íîå çàêðåïëåíèå ñïèíîâ íà ãðàíèöå ïëåí-
êè è êðàåâîå óñëîâèå [∂xχ − βχ]|x=0 = 0 ñâÿçàíû ñ
ïîÿâëåíèåì ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíîé ìàãíèòíîé àíè-
çîòðîïèè â ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ñèñòåìû:

H =

∞∫
0

(
|∂xχ(x, t)|2 − |χ(x, t)|4

)
dx+ β|χ(x = 0, t)|2.

Êîãäà ïîñòîÿííàÿ β ïîâåðõíîñòíîé àíèçîòðîïèè ïî-
ëîæèòåëüíà, ñîëèòîíó ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíåå îòî-
äâèíóòüñÿ îò ãðàíèöû îáðàçöà. Â ñëó÷àå β < 0, íà-
îáîðîò, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñíèæàåòñÿ, êîãäà
ñîëèòîí ïëîòíåå ïðèæèìàåòñÿ ê ãðàíèöå x = 0 ïëåí-
êè. Ñòåïåíü ñæàòèÿ ÿäðà ñîëèòîíà ðàñòåò ñ óâåëè-
÷åíèåì |β|. Â îáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòð α ìóëüòèñî-
ëèòîíîâ ñîîòíîøåíèåì (43) ñâÿçàí ñ ïîñòîÿííîé ïî-
âåðõíîñòíîé ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèè β. Äëÿ ñîëèòî-
íà (58) M = 1, à çíà÷èò, β = −α. Ñòðóêòóðà òàêîãî
ñîëèòîíà âáëèçè ãðàíèöû x = 0 ïëåíêè êîëè÷åñòâåí-
íî è êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè âåëè÷èíû
è çíàêà ïàðàìåòðà α (ñì. ðèñ. 1).

Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè ÷àñòè÷íîì çàêðåïëåíèè ñïè-
íîâ íà êðàþ ïëåíêè (ïðè |α| <∞) ÷àñòîòà ïðåöåññèè
ñîëèòîíà (58) âñåãäà áîëüøå îïðåäåëåííîãî ïîðîãî-
âîãî çíà÷åíèÿ

ω = ν2 > α2 = β2.

Äëÿ äâóõñîëèòîííîãî âîçáóæäåíèÿ ñ äâóìÿ ìíè-
ìûìè íóëÿìè λ = i ν1,2 (52) ôóíêöèè c1,2(t) (53)
èìåþò âèä

c1,2(t) = ±2 ν1,2

[
ν1 + ν2

ν1 − ν2

](
ν1,2 − α
ν1,2 + α

)1/2

eiϕ1,2(t),

ν1,2 > |α|; ϕ1,2(t) = ν2
1,2t+ δ1,2,

ãäå δ1,2 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå.
Âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåæíèì, äàþò ðåøåíèå
ÍÓØ:

χ(x, t) = − 1

D0
[c1(eν2x + e−ν2xf(−iν2))+

+ c2(eν1x + e−ν1xf(−iν1))], (60)

D0 = e(ν1+ν2) x + e−(ν1+ν2) xf(−iν1)f(−iν2)+

+

(
ν1 + ν2

ν1 − ν2

)2

[e−(ν1−ν2) xf(−iν1)+e(ν1−ν2) xf(−iν2)]+

+ (c∗1c2 + c1c
∗
2)(ν1 + ν2)−2,

ãäå f(−iν) = (ν − α)/(ν + α).
Â äàííîì ñëó÷àå M = 2, ïîýòîìó ïîëå (60) óäî-

âëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ ∂x lnχ|x=0 = α (55).
Îíî îïèñûâàåò íåëèíåéíóþ ñóïåðïîçèöèþ äâóõ ñî-
ëèòîíîâ (58). Òàêîâûå ëîêàëèçîâàíû îêîëî ãðàíèöû
x = 0 îáðàçöà â ñëîÿõ òîëùèíîé ïîðÿäêà ν−1

1 è ν−1
2 .

Íàìàãíè÷åííîñòü â ÿäðàõ ñîëèòîíîâ ïðåöåññèðóåò ñ
÷àñòîòàìè ν2

1 è ν2
2 âîêðóã íîðìàëè ê ðàçâèòîé ïî-

âåðõíîñòè ïëåíêè.
Èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëèòîíîâ àìïëèòóäà

êàæäîãî èç íèõ îñöèëëèðóåò ñ ÷àñòîòîé |ν2
1 − ν2

2 |.
Åñëè äëÿ îäíîñîëèòîííîãî ñîñòîÿíèÿ (58) êîìïî-
íåíòà m3 íàìàãíè÷åííîñòè íà ãðàíèöå ïëåíêè áûëà
ïîñòîÿííîé, òî äëÿ äâóõñîëèòîííîãî âîçáóæäåíèÿ
îíà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé |ν2

1 −ν2
2 | ìåæäó

äâóìÿ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè (ñì. ðèñ. 2):

|χ(x = 0, t)|2 = (ν2
1 − ν2

2)2[ν2
1 + ν2

2 − 2α2−

− 2
√

(ν2
1 − α2)(ν2

2 − α2)×

× cos(ϕ1(t)− ϕ2(t))]−1, (61)

|χ|2min = (ν2
1 − ν2

2)2[(ν2
1 − α2)1/2 + (ν2

2 − α2)1/2]−2,

|χ|2max = (ν2
1 − ν2

2)2[(ν2
1 − α2)1/2 − (ν2

2 − α2)1/2]−2.
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Êîãäà íåò çàêðåïëåíèÿ ñïèíîâ (ïðè α = 0), èç (61)
ïîëó÷àåì

|ν2 − ν1| ≤ |χ(x = 0, t)| ≤ |ν1 + ν2|.

Â îáùåì ñëó÷àå ìóëüòèñîëèòîíû, ïàðàìåòðèçó-
þùèåñÿ ðàçíûìè íàáîðàìè ìíèìûõ íóëåé (31) êî-
ýôôèöèåíòà ã(λ), îïèñûâàþò ñåðèþ äîëãîæèâóùèõ
ïðèãðàíè÷íûõ êîëåáàíèé íàìàãíè÷åííîñòè ñ äèñ-
êðåòíûìè ÷àñòîòàìè àìïëèòóäíîé è ôàçîâîé ìîäó-
ëÿöèè ïîëÿ χ(x, t).

Îòðàæåíèå äâèæóùèõñÿ ñîëèòîíîâ îò êðàÿ

ïëàñòèíû

Êàæäàÿ ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ íóëåé
ôóíêöèè ã(λ) (30) ïàðàìåòðèçóåò îäèí äâèæóùèé-
ñÿ ÷àñòèöåïîäîáíûé îáúåêò. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíè-
ÿõ îò êðàÿ ïëàñòèíû îí ïðèíèìàåò ôîðìó ñîëèòî-
íà òèïè÷íîãî äëÿ áåçãðàíè÷íîé ñðåäû. Ïàðíûå âçà-
èìîäåéñòâèÿ ñîëèòîíîâ ÿâëÿþòñÿ óïðóãèìè: ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ ó êàæäîãî èç íèõ èçìåíÿþòñÿ òîëüêî
íà÷àëüíàÿ ôàçà âíóòðåííèõ êîëåáàíèé è êîîðäèíà-
òà öåíòðà. Ìåæäó òåì, îêîëî ãðàíèöû ïëåíêè èç-çà
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ íåé ÿäðî äâèæóùåãîñÿ ñîëèòîíà
ñèëüíî äåôîðìèðóåòñÿ. Âçàèìîäåéñòâèå ñ ãðàíèöåé
ìîæíî ôîðìàëüíî òðàêòîâàòü êàê âçàèìîäåéñòâèå
ðåàëüíîãî ñîëèòîíà ñ ôèêòèâíûì ñîëèòîíîì èçîá-
ðàæåíèÿ. Ïîýòîìó ñòîëêíîâåíèå êàæäîãî ñîëèòîíà
ñ êðàåì ïëåíêè òàêæå îêàçûâàåòñÿ óïðóãèì. Ïîÿñ-
íèì óòâåðæäåíèå íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåãî ñîëèòî-
íà, êîòîðûé ïàðàìåòðèçóþò äâà íóëÿ λ = λ0,−λ∗0
(Imλ0 > 0) êîýôôèöèåíòà ã(λ) (52):

ã(λ) =
(λ− λ0)(λ+ λ∗0)

(λ+ λ0)(λ− λ∗0)
.

Èç (53) íàõîäèì ôóíêöèè c1,2(t):

c1(t) =
2λ0(λ0 − λ∗0)

(λ0 + λ∗0)
γ0 e

−iλ2
0 t,

c2(t) =
2λ∗0(λ0 − λ∗0)

(λ0 + λ∗0) γ∗0
f∗(−λ0) e−iλ

∗2
0 t,

ãäå γ0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
f(λ) = (λ + i α)/(λ − i α). Ôîðìóëû (51), (54) îïðå-
äåëÿþò ñîëèòîííîå ðåøåíèå ìîäåëè (5):

χ(x, t) = − 2

D

(
λ0 − λ∗0
λ0 + λ∗0

)
×

×

[
λ0γ0e

−iλ2
0t(eiλ

∗
0x + f∗(−λ0)e−iλ

∗
0x)+

+
λ∗0f

∗(−λ0)

γ∗0
e−iλ

∗2
0 t(e−iλ0x + f(−λ0)eiλ0x)

]
, (62)

D = e−ix(λ0−λ∗0) + |f(−λ0)|2eix(λ0−λ∗0)+

+

(
2|λ0|
λ0 + λ∗0

)2

×

×

(
|γ0|2e−i(λ

2
0−λ

∗2
0 )t +

∣∣∣∣∣f(−λ0)

γ0

∣∣∣∣∣
2

ei(λ
2
0−λ

∗2
0 )t

)
+

+

(
λ0 − λ∗0
λ0 + λ∗0

)2

×

×

(
f(−λ0)ei(λ0+λ∗0)x + f∗(−λ0)e−i(λ0+λ∗0)x

)
,

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ (55) ñ
M = 2:

∂x lnχ|x=0 = α = β. (63)

Â ñïðàâåäëèâîñòè (63) ëåãêî óáåäèòüñÿ ïðîñòîé ïðî-
âåðêîé ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ

∂xD|x=0 = 0, 1− f(−λ0) =
2iα

λ0 + iα
,

1 + f(−λ0) =
2λ0

λ0 + iα
.

Ôîðìóëà (62) îïèñûâàåò ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ÷àñòèöåïîäîáíîãî âîçáóæäåíèÿ èç âíóòðåííåé
÷àñòè ïëàñòèíû, ãäå 0 < x < ∞, ê ãðàíèöå x = 0,
åãî îòðàæåíèå îò ãðàíèöû è ïîñëåäóþùåå óäàëåíèå
ñíîâà âãëóáü îáðàçöà. Ïîêàæåì, ÷òî íà áîëüøèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ îò êðàÿ ïëàñòèíû âîçáóæäåíèå (62) òðàíñ-
ôîðìèðóåòñÿ â äâèæóùèéñÿ ïðåöåññèîííûé ñîëèòîí
áåçãðàíè÷íîãî îáðàçöà. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî õà-
ðàêòåð ðåøåíèÿ (62) ïðè çíà÷åíèÿõ x � 1 îïðåäå-
ëÿåòñÿ êîíêóðåíöèåé ñëàãàåìûõ â ÷èñëèòåëå ñ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè exp[±u(x + νt)/2],
exp[±u(x− νt)/2] è âåäóùèõ ÷ëåíîâ â çíàìåíàòåëå ñ
êîýôôèöèåíòàìè e±ux, e±uνt, ãäå ν + i u = 2λ0. Ïî-
ñêîëüêó Imλ0 > 0, ïàðàìåòð u âñåãäà ïîëîæèòåëåí.
Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ïàðàìåòð ν òàêæå
ïîëîæèòåëåí. Çíà÷åíèÿ u è ν çàäàþò ñîîòâåòñòâåííî
ðàçìåð l0 v u−1 ñîëèòîíà è åãî ñêîðîñòü. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè x� 1 â ïðåäåëå t→ ±∞ â ñèñòåìàõ îò-
ñ÷åòà, ñâÿçàííûõ ñ ñîëèòîíîì, êîãäà x∓ νt = const,
åãî ñòðóêòóðà îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèÿìè

χ(x, t→ ±∞) ≈

≈ Imλ0 exp

[
i

(
(u2 − ν2) t

4
± νx

2
− π

2
+ ϕ±

)]
×

× ch−1
[u

2
(x∓ νt− x±)

]
, (64)

ϕ+ = arg(γ0λ0), ϕ− = − arg

(
λ0f(−λ0)

γ0

)
,

x+ =
2

u
ln

∣∣∣∣∣ 2λ0γ0

λ0 + λ∗0

∣∣∣∣∣, x− =
2

u
ln

∣∣∣∣∣ 2λ0f(−λ0)

(λ0 + λ∗0)γ0

∣∣∣∣∣.
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Ôîðìóëû (64) îïðåäåëÿþò ïðîñòåéøèé ñîëèòîí áåç-
ãðàíè÷íîãî îáðàçöà [10, 11], äâèæóùèéñÿ âäîëü îñè
x ñî ñêîðîñòüþ ±ν. Èç (64) ñëåäóåò, ÷òî íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ îò êðàÿ x = 0 ïëåíêè åäèíñòâåííûì ðå-
çóëüòàòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëèòîíà ñ ãðàíèöåé îêà-
çûâàåòñÿ èçìåíåíèå ôàçû âíóòðåííåé ïðåöåññèè è
ñäâèã öåíòðà ñîëèòîíà. Â ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, ñâÿçàí-
íûõ ñ ñîëèòîíîì, íàìàãíè÷åííîñòü ñîâåðøàåò ïðå-
öåññèþ ñ ÷àñòîòîé Ω = (u2 +ν2)/4 âîêðóã íîðìàëè ê
ïëîñêîñòè ïëåíêè. Èçìåíåíèå íà÷àëüíîé ôàçû ïðå-
öåññèè ñîëèòîíà ïîñëå åãî îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû
èìååò âèä

ϕ+ − ϕ− = arg

[
λ0

(
λ0 − iα
λ0 + iα

)]
.

Ñäâèã ôàçû çàâèñèò îò ïàðàìåòðà çàêðåïëåíèÿ ïî-
âåðõíîñòíûõ ñïèíîâ α (α2 = β2), à òàêæå îò êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà λ0 = (ν + i u)/2, âìåñòî êîòîðîãî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîäõîäÿùèå íàáëþäàåìûå âå-
ëè÷èíû, íàïðèìåð, øèðèíó u−1 è ñêîðîñòü ν ñîëè-
òîíà èëè ñêîðîñòü ν ñîëèòîíà è ÷àñòîòó åãî ïðåöåñ-
ñèè Ω. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èçìåðåíèå ñäâèãà ôàçû
ñîëèòîíà ïîñëå åãî îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû îáðàçöà
äàåò èíôîðìàöèþ î ïàðàìåòðå α. Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äèàãíîñòèêè ñîñòîÿ-
íèÿ ñïèíîâ íà êðàþ ïëåíêè. Â ðàáîòå [21] òåîðåòè-
÷åñêè ïðåäñêàçàíî è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäå-
íî îòðàæåíèå ñîëèòîíà ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè îò
òîðöà íåëèíåéíî-óïðóãîãî ñòåðæíÿ. Ïîäîáíûå ïðî-
öåññû õàðàêòåðíû è äëÿ ñîëèòîíîâ â ôåððîìàãíèò-
íûõ ïëåíêàõ.

Ïîëíîìó çàêðåïëåíèþ ñïèíîâ íà êðàþ ïëåíêè
ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèå Äèðèõëå

χ(x = 0, t) = 0, (65)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç îáùåãî óñëîâèÿ (55) â ïðåäå-
ëå |β| = |α| → ∞. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ã(λ) (52)
íå èìååò ÷èñòî ìíèìûõ íóëåé, òàê êàê èõ ñóùåñòâî-
âàíèå ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åíèþ (36). Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî ïðè ïîëíîì çàêðåïëåíèè ñïèíîâ îòñóòñòâó-
þò äîëãîæèâóùèå ëîêàëèçîâàííûå êîëåáàíèÿ îêîëî
ãðàíè x = 0 ïëàñòèíû. Â òî æå âðåìÿ, â ïëàñòèíå
äîïóñòèìî ôîðìèðîâàíèå äâèæóùèõñÿ ìóëüòèñîëè-
òîíîâ. Â ïðåäåëå α → ∞ ôóíêöèÿ f(−λ0) → −1,
ïîýòîìó èç (62) ñðàçó íàõîäèì àíàëèòè÷åñêîå âûðà-

æåíèå äëÿ ïðîñòåéøåãî èç òàêèõ ñîëèòîíîâ:

χ(x, t) = −2i

D

(u
ν

)
exp

(
− i (u2 − ν2) t

2

)
×

×

(
λ0γ0

[
exp

(
i νx

2
+
u

2
(x+ ν t)

)
+

+ θ exp

(
− i νx

2
− u

2
(x− ν t)

)]
+

+
λ∗0
γ∗0

[
exp

(
i νx

2
− u

2
(x+ ν t)

)
+

+ θ exp

(
− i νx

2
+
u

2
(x− ν t)

)])
, (66)

D = 2

[
ch(ux) +

(
2|λ0|
ν

)2

ch(u ν t+ ln |γ0|2)−

− θ
(u
ν

)2

cos(νx)

]
,

ãäå ν + i u = 2λ0, θ ≡ −1. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
(66) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ (65).

Îáðàòíûé ñëó÷àé ñâîáîäíûõ ñïèíîâ (α = 0)
îïèñûâàåòñÿ òåì æå âûðàæåíèåì (66) ïðè θ ≡ 1.
Â ýòîì ñëó÷àå f(−λ0) = 1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ,
α = 0 è α → ∞, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû
ñîëèòîí èìååò îäèíàêîâûé ñäâèã öåíòðà òÿæåñòè
∆x = x+ − x− = 4u−1 ln γ0 (ðèñ. 3).

5. ÈÍÒÅÃÐÀËÛ ÄÂÈÆÅÍÈß ÄËß
ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÉ Â
ÏÎËÓÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÏËÅÍÊÅ

Ðàññìîòðåííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî èíòåðïðåòèðî-
âàòü êàê íåëèíåéíûé àíàëîã ðåøåíèÿ ìåòîäîì Ôó-
ðüå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ìàëîàìïëèòóä-
íîì ïðåäåëå ïðè îòñóòñòâèè ñîëèòîíîâ, êîãäà ñïðà-
âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

α = β, a(λ) = λ+ iβ, [T
(2)
+ (x, λ)]2 ≈ exp

(
iλ x

2

)
,

âîëíîâîå ïîëå χ(x, t), íàéäåííîå ïî ôîðìóëàì (48),
(22), èìååò âèä

χ(x, t) ≈ 1

2πi

+∞∫
−∞

dµ r(µ, t)eixµ =

=
1

2πi

+∞∫
0

dµ b(µ, t = 0)e−iµ
2t

[
eixµ

µ+ iβ
+

e−ixµ

µ− iβ

]
,

x ≥ 0, (67)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçàíî ñ êîýôôèöèåíòîì îòðà-
æåíèÿ r(µ) çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñòàíäàðòíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ïðè ïåðåõîäå ê ïðàâîé ÷àñòè
ôîðìóëû (67) ìû ó÷ëè íå÷åòíîñòü ôóíêöèè b(λ)

(27). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòñÿ,
÷òî ôîðìóëà (67) äàåò ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî
óðàâíåíèÿ (5) íà èíòåðâàëå 0 < x < ∞ ñ êðàåâûìè
óñëîâèÿìè (6), (7).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äàëåêèå ôóðüå-
êîìïîíåíòû ôóíêöèé, íå èìåþùèõ îñîáåííîñòåé íà
âåùåñòâåííîé îñè, ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû [22]. Â
äàííîé çàäà÷å èç-çà ïðîäîëæåíèÿ ïîëÿ χ(x) íà âñþ
âåùåñòâåííóþ îñü åãî ïðîèçâîäíûå ïðèîáðåòàþò
ñêà÷êè â òî÷êå x = 0. Êîãäà âîëíîâîå ïîëå ψ(x) èëè
åãî ïðîèçâîäíûå èìåþò ñêà÷êè íà âåùåñòâåííîé îñè,
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìàëîñòü åãî ôóðüå-êîìïîíåíò
r(µ) ïðè µ → ∞ ïðåâðàùàåòñÿ â ñòåïåííóþ [22].
Óêàçàííóþ çàêîíîìåðíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå
íàñëåäóþò ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè b(µ) îáðàòíîé
çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì
ñòåïåííîå ðàçëîæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà b(µ)

ïðè µ → ∞. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñòî ñîëèòîííûõ
âîçáóæäåíèé â ïîëóáåñêîíå÷íîé ïëàñòèíå îòëè÷èå
ôóíêöèé b(µ) îò òåõ, ÷òî áûëè â áåçãðàíè÷íîé
ïëàñòèíå, íå ñóùåñòâåííî, òàê êàê äëÿ ñîëèòîíîâ ïî
îïðåäåëåíèþ b(µ) ≡ 0. Â òî æå âðåìÿ, ìû ïîêàæåì,
÷òî óñëîâèå b(µ) ≡ 0 ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì
çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ äëÿ âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå
îáðàçöà, îáåñïå÷èâàþùèì ëîêàëèçàöèþ ñîëèòîííûõ
êîëåáàíèé âáëèçè êðàÿ ïëåíêè è óïðóãîå îòðàæåíèÿ
äâèæóùèõñÿ ñîëèòîíîâ îò ãðàíèöû îáðàçöà.

Ïîëó÷èì ñåðèþ ëîêàëüíûõ èíòåãðàëîâ äâèæå-
íèÿ äëÿ ñîëèòîíîâ è äèñïåðãèðóþùèõ âîëí â ïëà-
ñòèíå èç ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì λ−1 íå çàâèñÿùåãî
îò âðåìåíè ôóíêöèîíàëà a(λ). Âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-
ìóëîé (41) äëÿ a(λ), â êîòîðóþ ââåäåì ïðåäñòàâëå-
íèå ôóíêöèè Éîñòà T+(+0, λ) â âèäå

T+(+0, λ) = (I +W (+0, λ)) eZ(+0,λ). (68)

Ðàçëîæåíèå ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì λ àíòèäèàãî-
íàëüíîé ìàòðèöûW (x, λ) ïðè x ≥ 0 ïîëó÷åíî â [11]:

W (x, λ) =

∞∑
n=1

1

λn
[ω∗n(x)σ+−ωn(x)σ−], x ≥ 0. (69)

Çäåñü ω1 = χ(x), ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû îïðåäå-
ëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî:

ωn+1(x) = −i ∂xωn(x)− χ∗(x)

n−1∑
k=1

ωk(x)ωn−k(x),

n = 1, 2, . . . .

Ïðè n = 1 âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà îòñóòñòâóåò. Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Z(+0, λ)

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ωn(x):

Z(+0, λ) =
i

2

∞∑
n=1

1

λn

∞∫
0

[χ∗(z)ωn(z)(I + σ3)−

− χ(z)ω∗n(z)(I − σ3)]dz. (70)

Ïîñëå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé íàõîäèì ïåðâûå íàè-
áîëåå âàæíûå èç èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ [16]:

ln
a(λ)√
λ2 + β2

= −2iN

λ
− 2 i

λ3
H + . . . , (71)

ãäå

N =

∞∫
0

|∂xχ(x, t)|2dx− β

2

� ÷èñëî ñïèíîâûõ îòêëîíåíèé [23,24], à

H =

∞∫
0

(
|∂xχ(x, t)|2 − |χ(x, t)|4

)
dx+

+ β|χ(x = 0, t)|2 +
β3

6

� ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (ýíåðãèÿ) ìàãíèòíûõ êîëå-
áàíèé â ïëåíêå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðÿä ïî ñòåïåíÿì λ−1 äëÿ
ôóíêöèè a(λ) ñðàçó ñëåäóåò èç (38). Íàïîìíèì,
÷òî β = (−1)Mα. Ñðàâíåíèå äâóõ ðàçëîæåíèé äëÿ
a(λ)/

√
λ2 + β2 äàåò ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ N è H ïðè

íàëè÷èè ñîëèòîíîâ è äèñïåðãèðóþùèõ âîëí â ïîëó-
áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíå:

N =

∞∫
0

n(µ)dµ+ 2

N∑
k=1

Imλk +

M∑
k=1

νs −
α

2
;

H =

∞∫
0

µ2n(µ)dµ+
2

3

N∑
k=1

Imλ3
k −

1

3

M∑
s=1

ν3
s +

α3

6
. (72)

Âåëè÷èíà

n(µ) = − 1

2π
ln

(
1− |b(µ)|

µ2 + α2

)
> 0

èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè ñïèí-âîëíîâûõ ìîä ñ âîëíî-
âûì ÷èñëîì µ. Äèñêðåòíûå ñëàãàåìûå â (72) ñîîò-
âåòñòâóþò àääèòèâíûì âêëàäàì â èíòåãðàëû äâè-
æåíèÿ îò ðàçíûõ ñîëèòîíîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû ñ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè (6), (7), â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ
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íåîãðàíè÷åííîãî îáðàçöà, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
ñïèíîâûõ âîëí b(λ) â ïðåäåëå λ→∞ èìååò íå ýêñïî-
íåíöèàëüíóþ, à ñòåïåííóþ ìàëîñòü. Äëÿ ýòîãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (42). Âû÷èñëåíèÿ óïðîùàþò-
ñÿ, åñëè ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (49) ïðàâóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà (42) âûðàçèòü ÷åðåç òå æå ôóíêöèè, ÷òî
áûëè èñïîëüçîâàíû â ôîðìóëå (41) äëÿ êîýôôèöè-
åíòà a(λ):

b(λ) = (λ+ iβ)[T+(+0, λ∗)]∗12[T+(+0,−λ∗)]∗22+

+ (λ− iβ)[T+(+0, λ∗)]∗22[T+(+0,−λ∗)]∗12,

λ ∈ R. (73)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (68)�(70), (73), íàõîäèì
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïðè λ � 1 äëÿ ôóíê-
öèè b(λ):

b(λ) = 2

∞∑
k=1

1

λ2k−1
(ω2k + i β ω2k−1)|x=0 ×

× exp

2 i

∞∑
n=1

∞∫
0

χ∗(z)ω2n(z)λ−2ndz

 . (74)

Ïåðâûé ÷ëåí ðÿäà èìååò âèä

b(λ) =

[
2i

λ3

(
∂3
xχ− β∂2

xχ+ 4β|χ|2χ
)∣∣∣∣
x=0

+O
( 1

λ5

)]
×

× exp

(
2

λ2

∞∫
0

χ∗(z)∂zχ(z)dz +O
( 1

λ4

))
.

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ÷èñòî ñîëèòîííûõ ñîñòîÿíèé âñå
ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûå ìíîæèòåëè â (74) îáðàùàþò-
ñÿ â íóëü. Äëÿ ïðîñòåéøåãî ñîëèòîíà (58) â ñïðàâåä-
ëèâîñòè òîæäåñòâà

(
∂3
xχ− β∂2

xχ+ 4β|χ|2χ
) ∣∣∣∣
x=0

= 0

ëåãêî óáåäèòüñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìóëüòèñîëèòîíîâ â ïîëóáåñ-
êîíå÷íîé ïëàñòèíå (0 ≤ x < ∞) ñóùåñòâóåò ñåðèÿ
íåòðèâèàëüíûõ ñâÿçåé ìåæäó ïîëåì χ(x, t) è åãî
ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðîèçâîäíûìè íà ãðàíèöå x = 0

îáðàçöà.

6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ïîëóáåñêîíå÷íîé ïëà-
ñòèíå ïðè ëþáîì ëîêàëèçîâàííîì íà÷àëüíîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè íàìàãíè÷åííîñòè êðîìå ñåðèè ëîêàëü-
íûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ

ïðåäñòàâëÿåò ñóììó àääèòèâíûõ âêëàäîâ îò ñîëèòî-
íîâ è äèñïåðãèðóþùèõ âîëí, ñóùåñòâóåò ñåðèÿ íî-
âûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ âîëíîâîãî ïîëÿ íà êðàþ
ïëåíêè. Ïîñëåäíèå ãàðàíòèðóþò âîçìîæíîñòü ëîêà-
ëèçàöèè ñîëèòîíîïîäîáíûõ êîëåáàíèé íàìàãíè÷åí-
íîñòè îêîëî ãðàíèöû îáðàçöà è óïðóãîå îòðàæåíèå
îò íåå äâèæóùèõñÿ ñîëèòîíîâ.

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ ìóëüòèñîëèòîíîâ ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê ïðîáíûå äëÿ àíàëèòè÷å-
ñêîãî îïèñàíèÿ ñîëèòîííûõ ñîñòîÿíèé âáëèçè ãðà-
íèö îáðàçöîâ êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Îíè ïîëåçíû äëÿ
âåðèôèêàöèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ìîãóò ñòàòü îñ-
íîâîé ýêñïåðèìåíòîâ ïî äèàãíîñòèêå çàêðåïëåíèÿ
ñïèíîâ íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà, ïî èçìåðåíèþ ñäâè-
ãà ôàçû ñîëèòîíîâ ïîñëå èõ îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû.

Â çàêëþ÷åíèå, îáñóäèì óñëîâèÿ çàðîæäåíèÿ ñî-
ëèòîíîâ â ïîëóáåñêîíå÷íîé ïëåíêå. Ïóñòü λ, T , A
� õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé, âðåìåííîé ìàñ-
øòàáû ìîäóëÿöèé ñïèíîâîé âîëíû è èõ àìïëèòóäà
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó ïðè îáðàçîâàíèè ñîëèòî-
íîâ èìååò ìåñòî áàëàíñ ýôôåêòîâ äèñïåðñèè è íåëè-
íåéíîñòè, èç ðàçìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÍÓØ (1) ïîëó-
÷àåì îöåíêè:

λ2 v
|∂2
kω(k)|
gA2

, T v
1

gA2
.

Çäåñü ω(k) � çàâèñÿùàÿ îò âîëíîâîãî ÷èñëà k ÷àñ-
òîòà îñíîâíîé ãàðìîíèêè, g � ïîñòîÿííàÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ âîëí. Íàïîìíèì, ÷òî â îáëàñòè âîçáóæ-
äåíèÿ ñîëèòîíîâ âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Ëàéòõèëëà
(4). Ïóñòü ôîðìèðîâàíèå ñîëèòîíîâ (íà ãðàíèöå èëè
âíóòðè ïëåíêè) ïðîèñõîäèò èç èìïóëüñîâ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòüþ τext. Òîãäà λ v cgτext, ãäå cg = ∂kω(k) �
ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ñïèíîâûõ âîëí, è äëÿ ïîðîãîâîé
àìïëèòóäû íàêà÷êè, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé âîçìîæíî
ãåíåðèðîâàíèå ñîëèòîíîâ, ïîëó÷àåì îöåíêó

gA2 v |∂2
kω(k)|/(cgτext)2.

Ïðè ýòîì äëÿ âîçìîæíîñòè îáðàçîâàíèÿ ñîëèòî-
íîâ îãèáàþùåé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
λ� k−1. Ñîãëàñíî [4, 7], ïðè τext = 10�20 íñ â îáëà-
ñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñîëèòîííûõ ñîñòîÿíèé k > 103�
104ñì−1. Ðàññìîòðåíèå ìåíüøèõ âîëíîâûõ ÷èñåë
íåäîïóñòèìî. Äåëî â òîì, ÷òî çàêîí äèñïåðñèè ω(k)

íå äèôôåðåíöèðóåì â òî÷êå k = 0 è â îêðåñò-
íîñòè ýòîé òî÷êè íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ìàãíèòíîé
ïëåíêè îïèñûâàåòñÿ äðóãèì óðàâíåíèåì ñ íåëîêàëü-
íûì äèñïåðñèîííûì ÷ëåíîì [25]. Íåëîêàëüíàÿ ÷àñòü
ìàãíèòîñòàòè÷åñêîé äèñïåðñèè ñãëàæèâàåò íåîäíî-
ðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè â ïëåíêå.
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Â ðåçóëüòàòå â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå îòñóò-
ñòâóþò ýêñïîíåíöèàëüíûå ñîëèòîíû òèïè÷íûå äëÿ
ëîêàëüíîãî ÍÓØ. Âìåñòî íèõ ôîðìèðóþòñÿ íî-
âûå ñëàáîëîêàëèçîâàííûå îáìåííî-äèïîëüíûå ñî-
ñòîÿíèÿ òèïà àëãåáðàè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ.

Ãåíåðèðîâàíèå ñîëèòîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ îêî-
ëî êðàÿ ïëåíêè, èç èìïóëüñîâ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ
ïðîèñõîäèò ïîðîãîâûì îáðàçîì ïî àìïëèòóäå íàêà÷-
êè. Èçìåíåíèå ÷èñëà òàêèõ ñîëèòîíîâ äîëæíî ïðè-
âîäèòü ê ïîÿâëåíèþ äèñêðåòíûõ ÷àñòîò ðåçîíàíñ-
íûõ êîëåáàíèé íàìàãíè÷åííîñòè îêîëî êðàÿ îáðàç-
öà, ïðîÿâëÿòüñÿ â õàðàêòåðíûõ ÷àñòîòíûõ è àìïëè-
òóäíûõ ìîäóëÿöèÿõ êîìïîíåíòû íàìàãíè÷åííîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè ïëåíêè.

Ôèíàíñèðîâàíèå. Ðàáîòû âûïîëíåíà â ðàì-
êàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ìèíèñòåðñòâà íàóêè è
âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ, òåìà ¾Êâàíò¿ � AAAA-
A18-118020190095-4.
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