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Ðàçðàáîòàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà ïðèìåñè íà îñíîâå àäâåêöèè�äèôôóçèè â ñðåäàõ ñ êðóï-

íîìàñøòàáíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè. Âûðàæåíèå äëÿ êîíöåíòðàöèè ñâåäåíî ê îäíîìåðíûì èíòåãðàëàì

âäîëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ëèíèè, íàçûâàåìîé òðàåêòîðèåé êîíöåíòðàöèîííîãî ñèãíàëà. Ñàìà òðàåêòî-

ðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà � àíàëîãà ïðèíöèïà Ôåðìà â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå,

êîòîðûé ïðèâîäèò ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ åäèíè÷íîãî

âåêòîðà êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðèìåíèìà íà ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêà

ïðèìåñè, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ ðàçìåð îñíîâíîé îáëàñòè åå ðàñïðåäåëåíèÿ.
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îáû÷íî ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà ïðèìåñè
çàâèñèò îò êîíå÷íîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ. Åñëè îíè
ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè, òî êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè
â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò è âðåìåíè, êàê ïðàâè-
ëî, äàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì [1�3]. Îäíà-
êî íà ïðàêòèêå ïîìèìî ìåëêî- è ñðåäíåìàñøòàáíûõ
íåîäíîðîäíîñòåé, îïðåäåëÿþùèõ âûáîð ìîäåëè, ñðå-
äà îáëàäàåò êðóïíîìàñøòàáíûìè íåîäíîðîäíîñòÿ-
ìè, òàê ÷òî ïàðàìåòðû ìîäåëè çàâèñÿò îò êîîðäèíàò.
Â òàêîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå òðåáóåò
ïðîâåäåíèÿ òðóäîåìêèõ è âðåìÿçàòðàòíûõ ÷èñëåí-
íûõ ðàñ÷åòîâ. Îòñþäà âîçíèêàåò çàäà÷à î ïîñòðîå-
íèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ïåðåíîñà ïðèìåñè â ñðå-
äàõ, îáëàäàþùèõ êðóïíîìàñøòàáíûìè íåîäíîðîä-
íîñòÿìè.

Â ðàáîòå [4] ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä, áàçèðóþ-
ùèéñÿ íà àñèìïòîòè÷åñêîì îïèñàíèè ïðîöåññîâ ïå-
ðåíîñà, êîòîðûé ó÷èòûâàåò âîçìîæíîñòü êðóïíî-
ìàñøòàáíîé çàâèñèìîñòè ñòðóêòóðíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê ñðåäû îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ñóòü
ïîäõîäà áàçèðóåòñÿ íà äâóõ ìîìåíòàõ. Ýòî, âî-
ïåðâûõ, òî, ÷òî âî âñåõ èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ ìî-
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äåëÿõ àñèìïòîòèêè êîíöåíòðàöèè íà áîëüøèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ íîñÿò ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð. À âî-
âòîðûõ, ñîãëàñíî àíàëèçó, ôîðìèðîâàíèå êîíöåí-
òðàöèè íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ îáóñëîâëåíî êîðîò-
êîâîëíîâîé ÷àñòüþ ìåõàíèçìà ïåðåíîñà. Ôîðìàëü-
íî, òàêèì îáðàçîì, ñèòóàöèÿ íàïîìèíàåò òó, êîòîðàÿ
èìååò ìåñòî â âîëíîâîé îïòèêå èëè êâàíòîâîé ìåõà-
íèêå, êîãäà ñòàíîâèòñÿ ïðèìåíèìûì ñîîòâåòñòâåí-
íî ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè [5] èëè êâà-
çèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå â êâàíòîâîé ìåõàíè-
êå [6]. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò çíà÷èòåëüíûå óïðî-
ùåíèÿ â çàäà÷å î ïðîöåññàõ ïåðåíîñà. Çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà. Êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç èíòåãðàëû âäîëü ïðîñòðàíñòâåííîé ëèíèè (êâà-
çèëó÷à) � àíàëîãà ëó÷à â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå.
Îäèí èç èíòåãðàëîâ îïðåäåëÿåò ïîêàçàòåëü ýêñïî-
íåíòû � êâàçèýéêîíàë, óñòàíàâëèâàþùèé ãëàâíóþ
çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè îò êîîðäèíàò è âðåìåíè
â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè. Òðàåêòîðèÿ ñàìîãî êâà-
çèëó÷à îïðåäåëÿåòñÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà �
àíàëîãà ïðèíöèïà Ôåðìà.

Â ðàáîòå [4] äåéñòâèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà
ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ìîäåëè ñëó÷àéíîé àäâåêöèè
(ñì. [7, 8]), êàñàþùåéñÿ ôðàêòàëüíûõ ñðåä ñ äàëüíî-
äåéñòâóþùèìè êîððåëÿöèÿìè ñòðóêòóðíûõ õàðàê-
òåðèñòèê. Óêàçàííûé ïîäõîä ïîëó÷èë ñâîå äàëüíåé-
øåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ [9�12]. Â ðàáîòàõ [9, 10] áû-
ëà ïîñòðîåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ â èçîòðîïíûõ
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è àíèçîòðîïíûõ íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ïðè ïåðåíîñå
ïðèìåñè ïîñðåäñòâîì êëàññè÷åñêîé äèôôóçèè. Òàê-
æå â ðàáîòå [9] ïðè äîâîëüíî æåñòêîì îãðàíè÷åíèè
íà ïàðàìåòðû çàäà÷è áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ ôîðìóëà äëÿ êîíöåíòðàöèè ïðè ïåðåíîñå ïðè-
ìåñè â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, êîãäà íàðÿäó ñ äèôôó-
çèåé äåéñòâóåò è ìåõàíèçì àäâåêöèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà ïðèìåñè ïîñðåäñòâîì äèôôó-
çèè è àäâåêöèè áåç îãðàíè÷èòåëüíûõ óñëîâèé íà ïà-
ðàìåòðû çàäà÷è. Ñïåöèôèêà è âûòåêàþùàÿ èç íåå
ñëîæíîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñîñòîÿò â ñëåäóþ-
ùåì: 1) â ñàìîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è â êàæäîé òî÷êå
ñðåäû âîçíèêàåò âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå, îïðåäå-
ëÿåìîå âåêòîðîì ñêîðîñòè àäâåêöèè, ÷òî óñëîæíÿåò
ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà; 2) îòñóòñòâèå
ôàêòîðèçàöèè â êâàçèýéêîíàëå çàâèñèìîñòåé îò êî-
îðäèíàò è ïåðåìåííîé Ëàïëàñà (àíàëîãà ÷àñòîòû èç-
ëó÷åíèÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå), ÷òî çíà÷èòåëü-
íî óñëîæíÿåò ïðîâåäåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà.

Äàëüíåéøàÿ ñòðóêòóðà ñòàòüè òàêîâà. Â ðàçä. 2
êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàç-
äåë 3 ïîñâÿùåí âûâîäó ôîðìóëû äëÿ êâàçèýéêîíà-
ëà. Â ðàçä. 4 ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ïðåäýêñïî-
íåíòû â âûðàæåíèè äëÿ êîíöåíòðàöèè â ïðåäñòàâëå-
íèè Ëàïëàñà. Â ðàçä. 5 äàí âûâîä àñèìïòîòè÷åñêîé
ôîðìóëû äëÿ êîíöåíòðàöèè â ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè. Â Çàêëþ÷åíèè êðàòêî
ïîäâåäåíû èòîãè.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè óäîâëåòâîðÿåò èçâåñòíî-
ìó óðàâíåíèþ

∂c(r, t)

∂t
+ div

(
uc−D∇c(r, t)

)
= 0, (1)

â êîòîðîì êîýôôèöèåíò äèôôóçèè è ñêîðîñòü àä-
âåêöèè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò, D = D(r),
u = u(r). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî æèäêàÿ êîìïîíåíòà
ñðåäû ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàåìîé, òàê ÷òî ñêîðîñòü àä-
âåêöèè óäîâëåòâîðÿò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè:

divu = 0. (2)

Ñ÷èòàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âñÿ ïðè-
ìåñü ñîñðåäîòî÷åíà â îäíîé òî÷êå, êîòîðàÿ âûáðàíà
â êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò:

c(r, 0) = Nδ(r), (3)

ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö ïðèìåñè.

Â ïðåäñòàâëåíèè Ëàïëàñà

cp(r) =

∞∫
0

dt c(r, t)e−pt

óðàâíåíèå (1) ñ ó÷åòîì (3) ïðèíèìàåò âèä

pcp(r) + div
{
u(r)cp(r)−D(r)∇cp(r)

}
= Nδ(r). (4)

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü êîíöåíòðàöèÿ íà àñèìïòî-
òè÷åñêè äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêà ïðèìå-
ñè, êîãäà r � R(t), ãäå R(t) � ðàçìåð îñíîâíîé îá-
ëàñòè åå ëîêàëèçàöèè â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (4) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå
[4]

cp(r) = Ap(r) exp
(
−Γp(r)

)
, (5)

ãäå ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó Γp

(
r
)
� 1. Áëàãîäàðÿ åìó â çàäà÷å âîçíèêàåò

ìàëûé ïàðàìåòð

ξ =
(
|∇Γp|min(L, |r|)

)−1
, ξ � 1. (6)

Çäåñü L � õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ìàñøòàá íåîäíî-
ðîäíîñòè ñðåäû, îïðåäåëÿåìîé êîîðäèíàòíîé çàâè-
ñèìîñòüþ âåëè÷èí D(r) è u(r).

Èìåÿ â âèäó àíàëîãèþ ñ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòè-
êîé, âåëè÷èíó Γp(r) íàçîâåì êâàçèýéêîíàëîì. Ïîä-
ñòàâëÿÿ (5) â (4), â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî ìàëîìó ïà-
ðàìåòðó ξ ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ êâàçèýéêîíàëà:

p−
(
u(r)∇Γp(r)

)
−D

(
∇Γp(r)

)2
= 0. (7)

Äàëüíåéøàÿ íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ðåøèòü óðàâíåíèå (7), çàòåì, ïåðåõîäÿ â (4) ê ñëå-
äóþùåìó ïîðÿäêó ïî ïàðàìåòðó ξ, íàéòè ïðåäýêñ-
ïîíåíòó Ap(r) è, íàêîíåö, ñîâåðøàÿ îáðàòíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ëàïëàñà â (5), îïðåäåëèòü àñèìïòîòè÷å-
ñêîå âûðàæåíèå äëÿ êîíöåíòðàöèè â êîîðäèíàòíî-
âðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè.

3. ÊÂÀÇÈÝÉÊÎÍÀË

Óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êàê è óðàâíåíèå ýé-
êîíàëà â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå [5], è óðàâíåíèå
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå [13].

Èç óðàâíåíèÿ (7) âûòåêàåò ôîðìàëüíîå ðàâåí-
ñòâî

∇Γp ⇒ F = − u

2D
+ νn, (8)

â êîòîðîì

n(p, r) =

√( u

2D

)2

+
p

D
, (9)
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à ν � âåùåñòâåííûé áåçðàçìåðíûé åäèíè÷íûé âåê-
òîð, ν2 = 1.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) äëÿ ôóíêöèè Γp(r) ñâî-
äèòñÿ ëèíåéíîìó èíòåãðàëó âäîëü òðàåêòîðèè êîí-
öåíòðàöèîííîãî ñèãíàëà � êâàçèëó÷à:

Γp =

r∫
0

(dlF), (10)

ãäå r � òî÷êà íàáëþäåíèÿ,

dl = ν dl, (11)

dl � äèôôåðåíöèàëüíûé ýëåìåíò äëèíû âäîëü êâà-
çèëó÷à.

Òðàåêòîðèÿ êâàçèëó÷à íàõîäèòñÿ èç âàðèàöèîí-
íîãî ïðèíöèïà � àíàëîãà ïðèíöèïà Ôåðìà:

δlΓp = 0. (12)

Çäåñü ñèìâîë δl îáîçíà÷àåò âàðèàöèþ êâàçèýéêîíà-
ëà Γp îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ òðàåêòîðèè êâàçè-
ëó÷à. Ðàâåíñòâî (12), íà ñàìîì äåëå, îçíà÷àåò, ÷òî
â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî áåñêîíå÷íî ìàëîìó èçìåíåíèþ
òðàåêòîðèè âåëè÷èíà èíòåãðàëà (10) îñòàåòñÿ íåèç-
ìåííîé.

Ðèñ. 1. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè âàðèà-

öèè δlΓp

Èçìåíåíèå èñõîäíîé òðàåêòîðèè êâàçèëó÷à ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî â êàæäîé åå òî÷êå r(l) äîáàâëÿ-
åòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîå âîçìóùåíèå δr(l). Îáîçíà÷èì
èñõîäíóþ òðàåêòîðèþ ¾l¿, à âîçìóùåííóþ ¾l′¿. Òî-
ãäà âàðèàöèÿ δlΓp èíòåãðàëà (10) ïðåäñòàâëÿåòñÿ èí-
òåãðàëîì ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, èçîáðàæåííîìó
íà ðèñóíêå. Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó èíòåãðàëó òåîðåìó
Ñòîêñà, èìååì

δlΓp = Γ(l′)
p − Γ(l)

p =

∮
dS rotF. (13)

Çäåñü
dS =

[
δr(l) dl

]
(14)

� ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, îáðàìëåííîé êîí-
òóðîì, êîòîðûé èçîáðàæåí íà ðèñóíêå. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ (14) â (13), íàõîäèì

δlΓp =

r∫
0

dl
(
[δr(l)ν]rotF

)
, (15)

èëè

δlΓp =

r∫
0

dl
(
δr(l)[νrotF]

)
. (16)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (12) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ òðà-
åêòîðèè êâàçèëó÷à:

[νrotF] = 0. (17)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ðàâåíñòâà (8) è (9), íàõîäèì óðàâ-
íåíèå äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà ν êàñàòåëüíîé ê êâà-
çèëó÷ó:

dν

dl
=

1

n

(
∇n− ν(ν∇n)−

[
νrot

u

2D

])
. (18)

Çäåñü ïðè âûâîäå áûëî èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå

[νrot(νn)] = n[νrotν] +
[
ν[∇nν]

]
=

= −n dν
dl

+∇n− ν(ν∇n). (19)

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà êâàçèýéêîíàëà îïðåäå-
ëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (10), â êîòîðîì èíòåãðèðîâàíèå
ïðîèñõîäèò ïî òðàåêòîðèè êâàçèëó÷à, îïðåäåëÿåìîé
óðàâíåíèåì (18) äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà êàñàòåëü-
íîé ê ýòîé òðàåêòîðèè.

4. ÏÐÅÄÝÊÑÏÎÍÅÍÒÀ

Óðàâíåíèå äëÿ ïðåäýêñïîíåíòû ïîëó÷àåòñÿ ïðè
ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèÿ (5) â óðàâíåíèå (4) â ïåðâîì
ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî ïàðàìåòðó ξ:

2D(r)∇p∇Ap(r) +Ap(r)∇p∇D(r) +

+D(r)Ap(r)Γp = 0. (20)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (8) îíî ñâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííî-
ìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì:

d

dl
ln(A2

pDn) + div ν = 0, (21)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

d

dl
≡ (ν∇). (22)
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Ñèìâîë d/dl îáîçíà÷àåò ëèíåéíóþ ïðîèçâîäíóþ
âäîëü òðàåêòîðèè êâàçèëó÷à.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21) èìååò âèä

Ap(r) =

=
B(p)

l(r)
√
n(r)D(r)

exp

[
−

r∫
0

dl
(1

2
divν − 1

l

)]
. (23)

Çäåñü B(p) � ïîñòîÿííàÿ (â îòíîøåíèè çàâèñèìîñòè
îò êîîðäèíàòû) èíòåãðèðîâàíèÿ, l � äëèíà êâàçèëó-
÷à îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè èíòåãðèðîâàíèÿ,
l(r) � ïîëíàÿ äëèíà êâàçèëó÷à îò íà÷àëà êîîðäèíàò
äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ r. Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (23)
ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâàìè

ν =
r

r

∣∣∣
r→0

, div
(r

r

)
=

2

r
. (24)

Ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ B(p) â (23) îïðåäå-
ëèì èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîîðäè-
íàòû r, êîãäà r � L , ãäå L � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá
íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû, âûðàæåíèå äëÿ ïðåäýêñïî-
íåíòû (23) äîëæíî ïåðåéòè â ñîîòâåòñòâóþùèå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû ñî çíà÷åíèÿìè êî-
ýôôèöèåíòà äèôôóçèè è ñêîðîñòè:

D(r) = D(0), u(r) = u(0).

Âû÷èñëåííàÿ â Ïðèëîæåíèè ïðåäýêñïîíåíòà äëÿ îä-
íîðîäíîé ñðåäû îïðåäåëÿòñÿ ôîðìóëîé (A.6). Ñðàâ-
íèâàÿ åå ñ (23), ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó ðåçóëü-
òàòó äëÿ ïðåäýêñïîíåíòû â âûðàæåíèè äëÿ êîíöåí-
òðàöèè â ïðåäñòàâëåíèè Ëàïëàñà:

Ap(r) =
N
√
n(p, 0)

4πl(p, r)
√
n(p, r)D(0)D(r)

. (25)

Çäåñü áûëî ó÷òåíî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîîð-
äèíàòû r � L èìååò ìåñòî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

l(p, r) ∼= r. (26)

5. ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖÈß ÏÐÈÌÅÑÈ

Êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè â êîîðäèíàòíî-
âðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè ïîëó÷àåòñÿ èç âû-
ðàæåíèÿ (5) ïóòåì îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà:

c(r, t) =

a+i∞∫
a−i∞

dp

2πi
Ap(r) exp

[
−Γp(r) + pt

]
,

Re a > 0.

(27)

Èíòåãðàë çäåñü ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà Γp(r) � 1

áåðåòñÿ ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (25), èç (27) ïîëó÷àåì âû-
ðàæåíèå äëÿ êîíöåíòðàöèè:

c(r, t) =
N
√
n(p0, 0)

4πl(p0, r)
√

2π|Γ′′p0(r)|n(p0, r)D(0)D(r)
×

× exp
[
−Γp0(r) + p0t

]
. (28)

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: p0 = p0(r, t)

� ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, îïðåäåëÿåìàÿ èç óñëîâèÿ

∂Γp
∂p

∣∣∣∣
p=p0

= t, (29)

è

Γ′′p0(r) =
∂2Γp
∂p2

∣∣∣∣
p=p0

(30)

� âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ êâàçèýéêîíàëà ïî ïåðåìåííîé
Ëàïëàñà â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå.

Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè êâàçèýéêîíàëà Γp ñëå-
äóåò ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü îò ïåðåìåííîé Ëàïëà-
ñà íå òîëüêî ñàìîãî ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ
â (10), íî è òðàåêòîðèè êâàçèëó÷à. Ïîýòîìó

∂Γp
∂p

=

r∫
0

dl
∂n

∂p
+

r∫
0

(
dl

δΓp
δr(l)

dδr(l)

dp

)
.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ìèíèìóìà (12) âòîðîå ñëàãàåìîå
ñïðàâà çäåñü îáðàùàåòñÿ â íóëü, è òîãäà èìååì

∂Γp
∂p

=

r∫
0

dl
∂n

∂p
. (31)

Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå (29) äëÿ ñòàöèîíàðíîé
òî÷êè ïðèîáðåòàåò âèä

r∫
0

dl
∂n

∂p

∣∣∣∣
p=p0

= t. (32)

Èíòåãðèðîâàíèå çäåñü ïðîèñõîäèò ïî ýêñòðåìàëüíîé
òðàåêòîðèè, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì (18).

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé
ïî ïåðåìåííîé Ëàïëàñà îò êâàçèýéêîíàëà. Ñ ó÷åòîì
ðàâåíñòâà (31) èìååì

∂2Γp
∂p2

=
∂

∂p

r∫
0

dl
∂n

∂p
. (33)

Òåïåðü óæå ïðè âçÿòèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî ïå-
ðåìåííîé p, â îòëè÷èå îò (31), âêëàä îò äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ïî âîçìóùåíèþ òðàåêòîðèè êâàçèëó÷à

740



ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 5 (11), 2022 Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ êëàññè÷åñêîãî ïåðåíîñà ïðèìåñè. . .

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó ïîä çíàêîì èíòå-
ãðàëà ñòîèò íå (dlF), à dl ∂n/∂p. È òîãäà

∂2Γp
∂p2

=

r∫
0

dl
[∂2n

∂p2
+
(
∇ ∂n

∂p

∂δr

∂p

)]
+

+

r∫
0

dl
(∂n
∂p
ν
d

dl

∂δr

∂p

)
. (34)

Çäåñü δr ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ýêñòðåìàëüíîé
òðàåêòîðèè êâàçèëó÷à, îáóñëîâëåííîå ïåðåõî-
äîì p → p + δp. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íåâîçìóùåííàÿ
òðàåêòîðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

r(l) =

l∫
0

dl′ ν(l′), (35)

äëÿ ïðîèçâîäíîé îò δr ïî ïåðåìåííîé Ëàïëàñà ïî-
ëó÷àåì âûðàæåíèå

∂δr(l)

∂p
=

l∫
0

dl′ µ(l′), (36)

ãäå îáîçíà÷åíî

µ(l) ≡ ∂ν(l)

∂p
. (37)

Ïîýòîìó âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæå-
íèÿ (34) ïðèíèìàåò âèä

r∫
0

dl
(∂n
∂p
ν
d

dl

∂δr

∂p

)
=

r∫
0

dl
∂n

∂p
(νµ). (38)

Íî èç ñâîéñòâà ν2 = 1 âûòåêàåò ðàâåíñòâî(
ν(l)µ(l)

)
= 0. (39)

Îòñþäà ñëåäóåò

r∫
0

dl
(∂n
∂p
ν
d

dl

∂δr

∂p

)
= 0. (40)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (36) è (40) èç (30) è (34) ïî-
ëó÷àåì

Γ′′p0(r) =

r∫
0

dl

∂2n

∂p2
+∇∂n

∂p

l∫
0

dl′ µ(l′)


p=p0

. (41)

Óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà µ(l), îïðåäåëåííîãî
ðàâåíñòâîì (37), ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíè-
åì ïî ïåðåìåííîé Ëàïëàñà óðàâíåíèÿ (18) äëÿ

åäèíè÷íîãî âåêòîðà êàñàòåëüíîé ê îïòèìàëüíîé
òðàåêòîðèè ν:

dµ

dl
=

1

n

(
∇⊥

∂n

∂p
− µ dn

dl
− ν (µ∇n)− ∂n

∂p

dν

dl
−

−
[
µrot

u

2D

])
. (42)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

∇⊥ ≡ ∇− ν
d

dl
= ∇− ν(ν∇). (43)

Äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì, òðåáóåìûì äëÿ èñ-
êëþ÷åíèÿ âåêòîðíîé ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ
óðàâíåíèÿ (42), ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

r∫
0

dlµ(l) = 0. (44)

Îíî âûòåêàåò èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû ïðè èçìåíåíèè
ïåðåìåííîé Ëàïëàñà êîíå÷íûå òî÷êè êâàçèëó÷à, 0

è r, îñòàâàëèñü íåèçìåííûìè.
Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (28) âìåñòå ñ óðàâ-

íåíèåì (32), ðàâåíñòâîì (41) à òàêæå óðàâíåíèÿ-
ìè (18), (42) è äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì (44) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷è îá àñèìïòîòè÷åñêîì
âûðàæåíèè äëÿ êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè ïðè ïåðåíî-
ñå ïîñðåäñòâîì êëàññè÷åñêîé àäâåêöèè�äèôôóçèè
â ñðåäå ñ êðóïíîìàñøòàáíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè.

6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èòîãîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ïåðåíîñà ïðèìåñè ïîñðåäñòâîì àäâåêöèè�
äèôôóçèè â ñðåäå ñ êðóïíîìàñøòàáíûìè íåîäíî-
ðîäíîñòÿìè.

Ïóòåì ïðèìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà [4]
íà ðàññòîÿíèÿõ, çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿùèõ ðàç-
ìåð îñíîâíîé îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ïðèìåñè, çàäà-
÷à ñâåäåíà ê óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî ïîçâîëèëî íà îñíîâå äåéñòâó-
þùåãî â òàêèõ ñëó÷àÿõ êàíîíè÷åñêîãî ôîðìàëèç-
ìà (ôîðìàëèçì Ãàìèëüòîíà�ßêîáè â êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêå) êîíöåíòðàöèþ ïðèìåñè, èñïûòûâàþùåé
àäâåêöèþ�äèôôóçèþ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ïðåä-
ñòàâèòü â êâàäðàòóðàõ � ÷åðåç èíòåãðàëû âäîëü ëè-
íèè, óñëîâíî íàçâàííîé òðàåêòîðèåé êâàçèëó÷à. Ýòà
ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöè-
ïà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïðèíöèïà Ôåðìà
â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå èëè ïðèíöèïà Ìîïåðòþè
â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå.

9 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11)
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Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûìè ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòà-
ìè íà îñíîâå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, â ðàñ÷åòàõ ïåðåíîñà ïðèìåñè â íåîä-
íîðîäíîé ñðåäå, áàçèðóþùèõñÿ íà ðàçðàáîòàííîé
çäåñü àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè, íàðÿäó ñ èõ ïðîñòî-
òîé îæèäàåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ýêîíîìèÿ ðàñ÷åòíîãî
âðåìåíè.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Öåëü ýòîãî ðàçäåëà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â ïðåä-
ñòàâëåíèè Ëàïëàñà íàéòè êîíöåíòðàöèþ ïðèìåñè
cp(r), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì (3), ïðè íå çàâèñÿùèõ îò êîîðäèíàò êîýô-
ôèöèåíòå äèôôóçèè è ñêîðîñòè àäâåêöèè:

D(r) = D(0), u(r) = u(0). (A.1)

Äîïîëíèòåëüíûé ïåðåõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ Ôóðüå

cpk =

∫
d3r cp(r)e−i(kr)

ñâîäèò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ê àëãåáðàè÷åñêîé, ðå-
øåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå

cpk =
N

p+ i
(
u(0)k

)
+D(0)k2

. (A.2)

Ïðèìåíåíèå ê íåìó îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå äàåò

cp(r) =

∫
d3k

(2π)3

N

p+ i
(
u(0)k

)
+D(0)k2

ei(kr), (A.3)

îòêóäà ïîñëå ïåðåõîäà ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòåãðè-
ðîâàíèÿ k′ = k + iu(0)/2D(0) ïîëó÷èì

cp(r) =

∫
d3k′

(2π)3

N

p+
( u(0)

2D(0)

)2
+D(0)k′2

×

× exp
[(u(0)r

)
2D(0)

+ i(k′r)
]
. (A.4)

Âûïîëíåíèå èíòåãðèðîâàíèÿ ñíà÷àëà ïî óãëî-
âûì ïåðåìåííûì âåêòîðà k à çàòåì, ñ ïîìîùüþ òåî-
ðèè âû÷åòîâ, ïî åãî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðèâîäèò
ê ðåçóëüòàòó

cp(r) =
N

4πD(0)r
×

× exp

[(
u(0)r

)
2D(0)

− r

√( u(0)

2D(0)

)2

+
p

D(0)

]
. (A.5)

Îòñþäà íàõîäèì ïðåäýêñïîíåíòó â âûðàæåíèè äëÿ
êîíöåíòðàöèè ïðè óñëîâèè (A.1):

Ap(r) =
N

4πD(0)r
. (A.6)
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