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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ýëåìåíòû êîíñòðóêöèé ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ
è òåðìîÿäåðíûõ óñòàíîâîê ðàáîòàþò â óñëîâèÿõ
ïðîäîëæèòåëüíîãî ðàäèàöèîííîãî îáëó÷åíèÿ. Ýòî
ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ èõ ôèçè÷åñêèõ, óïðóãèõ
è ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîâðåæäàåìîñòü
ìàòåðèàëîâ íåéòðîííûì îáëó÷åíèåì âî ìíîãîì
îïðåäåëÿåò ðåñóðñ ýêñïëóàòàöèè ÿäåðíûõ óñòàíî-
âîê. Ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêèõ îñíîâ ïðîòåêàþùèõ
ïðîöåññîâ íåîáõîäèìî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàäèàöèîííî-
ñòîéêèõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ ïîòðåáíîñòè ÿäåðíîé òåõíèêè.

Îáëó÷åíèå òâåðäûõ òåë áûñòðûìè íåéòðîíàìè
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àòîìû êðèñòàëëè÷åñêîé ðå-
øåòêè, ïîëó÷èâøèå îò íàëåòàþùåé ÷àñòèöû ýíåð-
ãèþ, áîëüøóþ íåêîòîðîé ïîðîãîâîé âåëè÷èíû (εd),
âûëåòàþò èç ñâîèõ ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé. Â äàëü-
íåéøåì îáìåí ýíåðãèè ìåæäó äâèæóùèìèñÿ àòîìà-
ìè è àòîìàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â óçëàõ êðèñòàëëè÷å-
ñêîé ðåøåòêè, ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ ïîêîëå-
íèé âûáèòûõ àòîìîâ. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò òàê íà-
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çûâàåìûé êàñêàä àòîìíûõ ñòîëêíîâåíèé. Ïðè ðàç-
âèòèè êàñêàäà ñòîëêíîâåíèé â òâåðäîì òåëå îáðà-
çóåòñÿ öåëûé êîìïëåêñ äåôåêòîâ (âàêàíñèè è ìåæ-
óçåëüíûå àòîìû, êëàñòåðû è ò. ä.), îïðåäåëÿþùèõ
ñòåïåíü ïîâðåæäåíèÿ ìàòåðèàëà è åãî äàëüíåéøèå
ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà [1�5]. Â ñâÿçè ñ ýòèì èññëåäî-
âàíèå ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â êàñêàäå àòîìíûõ
ñòîëêíîâåíèé, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ.

Îïèñàíèå ðàçâèòèÿ êàñêàäîâ â òâåðäîì òåëå è ñî-
ïðîâîæäàþùèõ åãî ïðîöåññîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ çàäà÷ó. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ
åå ðåøåíèÿ â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
èñïîëüçóåòñÿ êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå [2, 6�8].
Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è
íà îñíîâå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñóùå-
ñòâóþò â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Òåì íå ìåíåå
îíè òàêæå ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ, ïî-
ñêîëüêó äàþò íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïðîòåêàþ-
ùåì ïðîöåññå è åãî îñîáåííîñòÿõ è ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ òåñòèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Èññëåäîâàíèþ ðàçâèòèÿ êàñêàäîâ àòîìíûõ
ñòîëêíîâåíèé â òâåðäîì òåëå íà îñíîâå àíàëèòè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà
áûëî ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî
ðàáîò [9�22]. Â [9, 10] ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîé
ìîäåëüíîé èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ áûëî ïîëó÷å-
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íî ñòàöèîíàðíîå ýíåðãåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
êàñêàäà äâèæóùèõñÿ àòîìîâ äëÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî ïîòåíöèàëà ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
Â ðàáîòàõ [11�13] àíàëèçèðîâàëàñü âîçìîæíîñòü
îáðàçîâàíèÿ ñóáêàñêàäîâ � ðÿäà íåïåðåêðûâàþ-
ùèõñÿ ìåæäó ñîáîé îáëàñòåé â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ
êàñêàäà àòîìíûõ ñòîëêíîâåíèé. Â ðàáîòå [14] áûëà
ðàçðàáîòàíà òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ îáðàçîâàíèÿ êàñêàäîâ è ñóáêàñêàäîâ àòîìíûõ
ñòîëêíîâåíèé â îáëó÷àåìûõ òâåðäûõ òåëàõ, îñíî-
âàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè ðàñøèðåííîãî òîëêîâàíèÿ
ïîíÿòèÿ ïåðâè÷íî âûáèòûé àòîì (ÏÂÀ). Â [14] áûë
ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðî-
ãîâîé ýíåðãèè îáðàçîâàíèÿ ñóáêàñêàäîâ â òâåðäîì
òåëå è ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåä-
íèõ ðàçìåðîâ è èõ ÷èñëà â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè
ÏÂÀ. Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â [14],
â ðàáîòå [15] áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷å-
òû äëÿ êîíêðåòíûõ ìàòåðèàëîâ, ñîãëàñóþùèåñÿ
ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Â ðàáîòå [16] áûëà ðàññ÷èòàíà ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïî ýíåðãèÿì, îïèñûâàþùàÿ ñòàöèîíàðíîå
ýíåðãåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå êàñêàäà äâèæóùèõñÿ
àòîìîâ ïðè ñòåïåííîì ïîòåíöèàëå âçàèìîäåéñòâèÿ
(U ∼ 1/rn[17]) ñ ó÷åòîì ýíåðãèè ñâÿçè àòîìîâ â óç-
ëàõ ðåøåòêè.

Â ðàáîòàõ [18�20] áûëî ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøå-
íèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ìàòåðèàë ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ àòî-
ìîâ, ðàññåÿíèå äâèæóùèõñÿ àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ óïðó-
ãèì è ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûì â ñèñòåìå öåíòðà
èíåðöèè, à ýíåðãèè ñâÿçè àòîìîâ â óçëàõ ðåøåòêè
íå ó÷èòûâàëàñü (εd = 0). Â [18, 19] áûëî ïîëó÷å-
íî ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå íåñòàöèîíàðíîå ýíåðãå-
òè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå êàñêàäà äâèæóùèõñÿ àòî-
ìîâ. Â [18] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñå÷åíèå ðàññåÿ-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé (Σ = const),
à â [19] îíî ïîëàãàëîñü îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëü-
íûì ñêîðîñòè (Σ = Σ0/v; Σ0 = const). Â ðà-
áîòå [20] ñ èñïîëüçîâàíèåì P1 è äèôôóçèîííî-
òðàíñïîðòíîãî ïðèáëèæåíèé áûëî ïîëó÷åíî íåñòà-
öèîíàðíîå ïðîñòðàíñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîå ðàñïðå-
äåëåíèå êàñêàäà âûáèòûõ àòîìîâ (ïðè Σ = const).

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ â ðàáîòàõ [21, 22] áûëî
ïîëó÷åíî ðåøåíèå ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìà-
íà ñ ó÷åòîì ýíåðãèè ñâÿçè àòîìîâ â óçëàõ ðåøåò-
êè (εd 6= 0). Â [21] ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïîëàãàëîñü
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûì ñêîðîñòè (Σ = Σ0/v;
Σ0 = const), à â [22] îíî ñ÷èòàëîñü ïîñòîÿííîé âå-
ëè÷èíîé (Σ = const).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ðåøåíèÿ ìîäåëü-
íîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà (ñì. [22])

ïîëó÷åíî âûðàæåíèå, îïèñûâàþùåå ïðîñòðàíñòâåí-
íîå ðàñïðåäåëåíèå âàêàíñèé, îáðàçóþùèõñÿ ïðè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè êàñêàäà äâèæóùèõñÿ àòîìîâ â òâåð-
äîì òåëå. Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëåíî â ïðîñòîì
áåçðàçìåðíîì âèäå, çàâèñÿùåì îò åäèíñòâåííîãî
áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà ε0 = E0/εd (E0 � ýíåðãèÿ
ïåðâè÷íî âûáèòûõ àòîìîâ (ÏÂÀ)). Ïðè ðåøåíèè êè-
íåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî òâåðäîå
òåëî ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ àòîìîâ, ðàññåÿíèå äâè-
æóùèõñÿ àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ óïðóãèì è ñôåðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íûì â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè, à ñå÷åíèå
âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå êàñêàäà âûáèòûõ
àòîìîâ â òâåðäîì òåëå, ñîñòîÿùåì èç îäèíàêî-
âûõ àòîìîâ. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà,
îïèñûâàþùåå ýòîò ïðîöåññ, ïðè èñïîëüçîâàíèè P1

è äèôôóçèîííî-òðàíñïîðòíîãî ïðèáëèæåíèé èìååò
ñëåäóþùèé âèä [22, 23]:

1

v

∂Φ(E, r, t)

∂t
− 1

3Σtr
∆rΦ(r, E, t)+Σ(E)Φ(E, r, t) =

=

E0∫
E

dE ′P (E′ → E)Σ(E′)Φ(E′, r, t) +

+

E0∫
E+εd

dE′ P (E′ → E′ − E − εd)Σ(E′)Φ(E′, r, t) +

+N0δ(E − E0)δ(r)δ(t), (1)

ãäå f(E, r, t) dE dr� ÷èñëî àòîìîâ ñ ýíåðãèåé E â èí-
òåðâàëå dE â ìîìåíò âðåìåíè t â îáúåìå dr îêîëî
òî÷êè r;

Φ(E, r, t) = vf(E, r, t)

� ïîòîê äâèæóùèõñÿ àòîìîâ; v � èõ ñêîðîñòü;

P (E′ → E) = Σ(E′ → E)/Σ(E′)

� èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ (âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
äâèæóùèéñÿ àòîì ñ ýíåðãèåé E′ â ðåçóëüòàòå ðàññåÿ-
íèÿ ïåðåéäåò â åäèíè÷íûé èíòåðâàë ýíåðãèé âáëèçè
çíà÷åíèÿ E); Σ(E′ → E) è Σ(E′) � äèôôåðåíöèàëü-
íîå è ïîëíîå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ
àòîìîâ;

Σtr(E) = (1− µl)Σ(E)

� òðàíñïîðòíîå ñå÷åíèå; µl � ñðåäíèé êîñèíóñ óãëà
ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò; ∆r � îïåðàòîð Ëàïëàñà; δ(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ
Äèðàêà; E0 � íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ ïåðâè÷íî âûáèòûõ

744



ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 5 (11), 2022 Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå âàêàíñèé, îáðàçîâàííûõ êàñêàäîì. . .

àòîìîâ (ÏÂÀ); N0 � èõ ïîëíîå ÷èñëî; εd � ýíåðãèÿ
ñâÿçè àòîìîâ â óçëàõ ðåøåòêè. Èñòî÷íèê ÏÂÀ ñ÷è-
òàåòñÿ èçîòðîïíûì, òî÷å÷íûì, èìïóëüñíûì è ìîíî-
õðîìàòè÷åñêèì.

Ïåðâûé èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè êèíå-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1), îïèñûâàåò ïåðåõîä â ðå-
çóëüòàòå ðàññåÿíèÿ äâèæóùåãîñÿ àòîìà ñ ýíåðãè-
åé E′ â ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé E. Âòîðîé èíòåãðàë
îïèñûâàåò îáðàçîâàíèå âûáèòîãî àòîìà ñ ýíåðãè-
åé E, êîãäà äâèæóùèéñÿ àòîì ïåðåøåë â ñîñòîÿíèå
ñ ýíåðãèåé (E′ − E − εd). Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1), êàê îòìå÷àëîñü âûøå, áûëî ïîëó÷åíî â ðà-
áîòå [20] äëÿ óïðóãîãî, ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî
ðàññåÿíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ áåç ó÷åòà ýíåðãèè
ñâÿçè àòîìîâ â óçëàõ ðåøåòêè (εd = 0).

Èç óðàâíåíèÿ (1) âûòåêàþò ñëåäóþùèå çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö è ýíåðãèè [22]:

dN

dt
=

E0∫
εd

dE p(E)Σ(E)

∫
dr Φ(E, r, t), (2)

dE(t)

dt
= −

E0∫
0

dE∆0(E)Σ(E)

∫
dr Φ(E, r, t), (3)

ãäå

N(t) =

E0∫
0

dE

∫
dr f(E, r, t),

E(t) =

E0∫
0

dE E

∫
dr f(E, r, t),

(4)

p(E) =

E−εd∫
0

P (E → E′) dE′, (5)

à ôóíêöèÿ ∆0(E) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè âûðà-
æåíèÿìè:

∆0(E) = ∆(E) =

E∫
0

dE′ (E − E′)P (E → E′) (6)

ïðè E 6 εd è

∆0 = p(E)εd +

E∫
E−εd

dE′ (E − E′)P (E → E′) (7)

ïðè E > εd. Âåëè÷èíà p(E) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âå-
ðîÿòíîñòü, ÷òî äâèæóùèéñÿ àòîì ñ ýíåðãèåé E ïå-
ðåäàåò àòîìó ðåøåòêè ýíåðãèþ, áîëüøóþ εd. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ïðè E 6 εd âåëè÷èíà p(E) îáðàùàåòñÿ

â íóëü. Ñàìè çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (2), (3) ïîäðîáíî
îáñóæäàþòñÿ â [22].

Ñëåäóÿ ðàáîòå [22], óïðîñòèì óðàâíåíèå (1), ïî-
òðåáîâàâ, ÷òîáû èç óïðîùåííîãî óðàâíåíèÿ âûòåêà-
ëè òå æå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ÷òî è èç óðàâíåíèÿ (1)
(ñì. (2)�(7)). Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ óïðîùåííîãî óðàâ-
íåíèÿ ïðè E ≥ εd ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

1

v

∂Φ(E, r, t)

∂t
− 1

3Σtr
∆rΦ(r, E, t) +

+ Σ(E)
[∆0(E)

∆(E)
+ p(E)

]
Φ(E, r, t) =

=

E0∫
E

dE′ P (E′→E)Σ(E′)
[∆0(E′)

∆(E′)
+p(E′)

]
Φ(E′,r,t)+

+

E0∫
E

dE′ P (E′ → E′ − E)Σ(E′)p(E′)Φ(E′, r, t) +

+N0δ(E − E0)δ(r)δ(t). (8)

3. ÐÅØÅÍÈÅ ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññåÿíèå äâèæóùèõ-
ñÿ àòîìîâ íà ïîêîÿùèõñÿ ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íûì â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè è îïèñûâà-
åòñÿ èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ, èìåþùåé ñëåäóþùèé
âèä [23]:

P (E′ → E) =
1

E′
Θ(E′ − E), (9)

ãäå Θ(z) � åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Â òàêîì
ñëó÷àå ïðè E ≥ εd óðàâíåíèå (8) ïðèíèìàåò ñëåäó-
þùèé âèä (ñì. (5)�(7), (9)):

1

vΣ

∂Ψ(E, r, t)

∂t
−

− 1

3ΣΣtr
∆rΨ(r, E, t) +

[
1 +

εd
E
−
(εd
E

)2]
Ψ(E, r, t) =

=

E0∫
E

dE′

E′

[
2−

( εd
E′

)2]
Ψ(E′, r, t) +

+N0δ(E − E0)δ(r)δ(t), (10)

ãäå Ψ(r, E, t) = Σ(E)Φ(r, E, t) � ïëîòíîñòü ñîóäàðå-
íèé è µl = 2/3 [23].

745



Å. Â. Ìåòåëêèí, Ì. Â. Ëåáåäåâà ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 5 (11), 2022

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (10) ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-
ïëàñà ïî âðåìåíè è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì:

Ψ̃(E,k, s) =

∞∫
0

dt exp(−st)×

×
∫ ∞∫
−∞

∫
dx dy dz exp(−ikr)Ψ(r, E, t), (11)

ïîëó÷èì[ s
vΣ

+
k2

3ΣΣtr
+ 1 +

εd
E
−
(εd
E

)2]
Ψ̃(E,k, s) =

=

E0∫
E

dE′

E′

[
2−

( εd
E′

)2]
Ψ(E′,k, s) +

+N0δ(E − E0). (12)

Âûäåëèì â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (12) íåðàññåÿííîå
èçëó÷åíèå:

Ψ̃(E,k, s) = Ψ̃0(E,k, s) +

+
N0δ(E − E0)[

1 +
s

vΣ
+

k2

3ΣΣtr
+
εd
E
−
(εd
E

)2] . (13)

Ïîäñòàâèâ (13) â (12) è ïîëîæèâ Σ = const, ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ψ̃0(E,k, s):

d

dE
Ψ̃0(E,k, s) =

= −

[
2− s

2vΣ
− εd
E

+
(εd
E

)2]
E
[
1 +

s

vΣ
+

k2

3ΣΣtr
+
εd
E
−
(εd
E

)2] ×
× Ψ̃0(E,k, s), (14)

ðåøåíèå êîòîðîãî ëåãêî íàéòè (ñì. [21, 22]):

Ψ̃0(E,k,s) =

=
N0

[
2−
( εd
E0

)2]
E0

[
1+

s

v0Σ
+

k2

3ΣΣtr
+
εd
E0
−
( εd
E0

)2]2 ×

×exp


E0∫
E

dE′
[
2− s

2v′Σ
− εd
E′

+
( εd
E′

)2]
E′
[
1+

s

v′Σ
+

k2

3ΣΣtr
+
εd
E′
−
( εd
E′

)2]
. (15)

Ôóíêöèÿ (15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàç Ëàïëàñà�
Ôóðüå îò íåñòàöèîíàðíîãî ïðîñòðàíñòâåííî-
ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ñîóäà-
ðåíèé êàñêàäà äâèæóùèõñÿ àòîìîâ â òâåðäîì

òåëå. Íàéäåì îáðàç Ôóðüå îò ïðîñòðàíñòâåííî-
ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîé ïëîòíîñòè
ñîóäàðåíèé, êîòîðûå èñïûòàë êàñêàä äâèæóùèõñÿ
àòîìîâ ïðè ñâîåì ðàçâèòèè (ïðè E ≥ εd):

Ψ̃0(E,k) =

=

∞∫
0

dt

∫ ∞∫
−∞

∫
dx dy dz exp(−ikr)Ψ0(r, E, t). (16)

Ó÷èòûâàÿ (11), íàéäåì (ñì. (15))

Ψ̃0(E,k) = Ψ̃0(E,k, s = 0) =

=
N0

[
2−

( εd
E0

)2]
E0

[
1 +

k2

3ΣΣtr
+
εd
E0
−
( εd
E0

)2]2 ×

× exp


E0∫
E

dE′
[
2− εd

E′
+
( εd
E′

)2]
E′
[
1 +

k2

3ΣΣtr
+
εd
E′
−
( εd
E′

)2]
 . (17)

Âåðíóâøèñü ê óðàâíåíèþ (12), ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî âûðàæåíèå (17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàç Ôóðüå
îò ïðîñòðàíñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïëîòíîñòè ñîóäàðåíèé êàñêàäà äâèæóùèõñÿ àòîìîâ,
îáðàçóþùåãîñÿ îò òî÷å÷íîãî ñòàöèîíàðíîãî èñòî÷-
íèêà.

Âû÷èñëåíèå îðèãèíàëà ïî ôîðìóëå (17) ñâÿçà-
íî ñ îïðåäåëåííûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ôóíêöèþ Ψ0(E, r) áóäåì èñêàòü â ñëå-
äóþùåì âèäå:

Ψ0(E, r) = A(E) exp
[
−α(E)r2

]
. (18)

Ïàðàìåòðû A(E) è α(E) íàéäåì èç óñëîâèÿ, ÷òîáû
ïðîñòðàíñòâåííûå ìîìåíòû îò ôóíêöèè (18),

Ψ0(E) =

∫
dr Ψ0(E, r), (19)〈

r2(E)
〉

=
1

Ψ0(E)

∫
dr r2Ψ0(E, r), (20)

ñîâïàäàëè ñ àíàëîãè÷íûìè âåëè÷èíàìè, ïîëó÷åííû-
ìè èç âûðàæåíèÿ (17). Èñïîëüçóÿ (18), íàéäåì

A(E) =
[ 3

2π〈r2(E)〉

] 3
2

Ψ0(E),

α2(E) =
3

2
〈
r2(E)

〉 . (21)

Ïðîñòðàíñòâåííûå ìîìåíòû (19), (20) ìîæíî îïðå-
äåëèòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (17) ïî ôîðìóëàì

Ψ0(E) = Ψ̃0(E, k = 0),〈
r2(E)

〉
= −

{[
∆kΨ̃0(E,k)

]
Ψ̃0(E,k)

}
k=0

,
(22)

746



ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 5 (11), 2022 Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå âàêàíñèé, îáðàçîâàííûõ êàñêàäîì. . .

ãäå ∆k � îïåðàòîð Ëàïëàñà â k-ïðîñòðàíñòâå. Ïðî-
âåäÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (22), ïîëó÷èì âûðà-
æåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìîìåíòîâ â ñëåäóþ-
ùåì áåçðàçìåðíîì âèäå:

Ψ′(ε) = Ψ0(E)
E0

N0
=

= εε0
(2ε2

0 − 1)

(ε2
0 + ε0 − 1)2

(ε2
0 + ε0 − 1

ε2 + ε− 1

)3/2

×

×
[(2ε0 + 1 +

√
5

2ε0 + 1−
√

5

)(2ε+ 1−
√

5

2ε+ 1 +
√

5

)]3/(2
√

5)

, (23)

〈ρ2(ε)〉 = ΣΣtr
〈
r2(E)

〉
=

=
4ε2

0

(ε2
0 + ε0 − 1)

+ 2 ln
(ε2

0 + ε0 − 1

ε2 + ε− 1

)
+

+
6

5

( 4ε0 − 3

ε2
0 + ε0 − 1

− 4ε− 3

ε2 + ε− 1

)
−

− 16

5
√

5
ln

[(2ε0 + 1−
√

5

2ε0 + 1 +
√

5

)(2ε+ 1 +
√

5

2ε+ 1−
√

5

)]
, (24)

ãäå ε = E/εd è ε0 = E0/εd.
Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âûøå îêîí÷àòåëüíîå âû-

ðàæåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïîëíîé ïëîòíîñòè ñòîëêíîâåíèé êàñêàäà
äâèæóùèõñÿ àòîìîâ, èñïóùåííûõ èìïóëüñíûì èñ-
òî÷íèêîì (ñì. (10), (16)), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëå-
äóþùåì áåçðàçìåðíîì âèäå (ñì. (18), (21)):

Ψ′0(ε, ρ) = Ψ0(E, r)
E0

N0

( 1

ΣΣtr

)3/2

=

= Ψ′(ε)

[
3

2π
〈
ρ2(ε)

〉]3/2

exp

[
− 3ρ2

2
〈
ρ2(ε)

〉], (25)

ãäå ρ = r
√

ΣΣtr, à ôóíêöèè Ψ′(ε) è
〈
ρ2(ε)

〉
îïðåäå-

ëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (23), (24).
Âûðàæåíèå (25) ìîæíî òðàêòîâàòü è íåñêîëüêî

èíà÷å. Ïîëîæèâ â óðàâíåíèè (12) s = 0, ïîëó÷èì,
÷òî îíî îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ñòîëêíîâåíèé êàñêàäà
äâèæóùèõñÿ àòîìîâ, èñïóñêàåìûõ ñòàöèîíàðíûì
òî÷å÷íûì ìîíîýíåðãåòè÷åñêèì èñòî÷íèêîì (â ýòîì
ñëó÷àå N0 � ÷èñëî ÏÂÀ, èñïóñêàåìûõ â åäèíèöó
âðåìåíè).

Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âà-
êàíñèé, îáðàçîâàâøèõñÿ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè êàñ-
êàäà äâèæóùèõñÿ àòîìîâ îò èìïóëüñíîãî èñòî÷íè-
êà, î÷åâèäíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

nv(r) =

E0∫
εd

dE p(E)Ψ0(E, r). (26)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (25), ýòó âåëè÷èíó ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì áåçðàçìåðíîì âèäå:

n′v(ρ) = nv(r)
1

N0

( 1

ΣΣtr

)3/2

= ε0

ε0∫
1

dε
(

1−1

ε

)
Ψ′(ε)×

×
[

3

2π
〈
ρ2(ε)

〉]3/2

exp

[
− 3ρ2

2
〈
ρ2(ε)

〉]. (27)

4. ÀÍÀËÈÇ ÏÎËÓ×ÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí ãðàôèê ôóíêöèè Ψ′(ε), ïî-
ñòðîåííûé ïî ôîðìóëå (23) (ñì. êðèâóþ 1 ). Êðîìå
òîãî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ íîðìèðóþùåì ìíîæèòå-
ëåì â âûðàæåíèè (25), ýòà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Îíà îïèñûâàåò ýíåðãå-
òè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå êàñêàäà âûáèòûõ àòîìîâ,
ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ îò îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííîãî
â ïðîñòðàíñòâå ñòàöèîíàðíîãî ìîíîýíåðãåòè÷åñêîãî
èñòî÷íèêà ÏÂÀ (ñì. (12) ïðè s = 0 è k = 0).
Êðèâîé 2 íà ýòîì ðèñóíêå ïðåäñòàâëåí ãðàôèê
òîé æå ôóíêöèè ïðè εd = 0:[

Ψ′(ε)
]
εd=0

= 2ε2
0/ε

2. (28)

Âèäíî, ÷òî ó÷åò ýíåðãèè ñâÿçè ïðèâîäèò ê áîëåå
ìåäëåííîìó ðîñòó ôóíêöèè ïðè ε → 1, ÷òî îáó-
ñëîâëåíî ó÷åòîì ïîòåðü ýíåðãèè íà âûáèâàíèå àòî-
ìîâ èç óçëîâ ðåøåòêè. Ðàñ÷åòû, ïðåäñòàâëåííûå
íà ðèñ. 1, ïðîâîäèëèñü ïðè ε0 = 104.

Íà ðèñ. 2 êðèâîé 1 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñè-
ìîñòè îò ýíåðãèè ñðåäíåãî êâàäðàòà äëèíû çàìåäëå-
íèÿ, ïîñòðîåííûé ïî ôîðìóëå (24). Êðèâîé 2 çäåñü
ïðåäñòàâëåíà òà æå çàâèñèìîñòü ïðè εd = 0:[

〈ρ2(ε)〉
]
εd=0

= 4 + 4 ln(ε0/ε). (29)

Âèäíî, ÷òî ó÷åò ýíåðãèè ñâÿçè ïðèâîäèò ê ìåíü-
øèì çíà÷åíèÿì âåëè÷èíû

〈
ρ2(ε)

〉
ïðè ýíåðãèÿõ ε,

áëèçêèõ ê åäèíèöå. Çäåñü òàê æå ïîëàãàëîñü, ÷òî
ε0 = 104.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ôóíêöèþ (27) ïî âñåìó ïðî-
ñòðàíñòâó, ìû, î÷åâèäíî, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ
êàñêàäíîé ôóíêöèè (ñì. â [22] ôîðìóëû (29)�(31)):

4π

∞∫
0

dρ ρ2n′v(ρ) =ε0

ε0∫
1

dε
(

1− 1

ε

)
Ψ′(ε) =ν(ε0). (30)

Â òàêîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ñv(ρ) = n′v(ρ)/ν(ε0) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îòíîñèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â ïðî-
ñòðàíñòâå ïëîòíîñòè âàêàíñèé. Ãðàôèêè ïðîñòðàí-

747



Å. Â. Ìåòåëêèí, Ì. Â. Ëåáåäåâà ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 5 (11), 2022

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè Ψ′(ε) îò ýíåðãèè ïðè

ε0 = 104 (êðèâàÿ 1 � εd 6= 0, êðèâàÿ 2 � εd = 0)

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî êâàäðàòà äëèíû çàìåäëåíèÿ

îò ýíåðãèè ε0 = 104 (êðèâàÿ 1� εd 6= 0, êðèâàÿ 2� εd = 0)

Ðèñ. 3. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè âàêàíñèé ïðè ε0 = 103 (êðèâàÿ 1); ε0 = 104 (êðèâàÿ 2);

ε0 = 105 (êðèâàÿ 3)

ñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïðè ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ ε0 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Èç ïðèâå-
äåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì íà-
÷àëüíîé ýíåðãèè ÏÂÀ îáðàçîâàíèå âàêàíñèé èíòåí-
ñèâíåå ïðîèñõîäèò íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñ-
òî÷íèêà, ÷òî îáóñëîâëåíî ñîîòâåòñòâóþùèì ðîñòîì
ñðåäíåãî êâàäðàòà äëèíû çàìåäëåíèÿ.

5. ÂÛÂÎÄÛ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçâèòèå êàñêàäà âû-
áèòûõ àòîìîâ â òâåðäîì òåëå, ñîñòîÿùåì èç îäèíàêî-
âûõ àòîìîâ. Ðàññåÿíèå àòîìîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ óïðó-
ãèì è ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûì â ñèñòåìå öåíòðà

èíåðöèè, à ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿí-
íûì.

Íà îñíîâå ðåøåíèÿ ìîäåëüíîãî êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ïðîàíàëèçèðîâàíî îáðàçîâà-
íèå âàêàíñèé â êàñêàäå äâèæóùèõñÿ àòîìîâ îò èì-
ïóëüñíîãî, òî÷å÷íîãî, ìîíîýíåðãåòè÷åñêîãî èñòî÷-
íèêîâ ÏÂÀ. Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âàêàíñèé, îáðàçîâàâøèõñÿ ïðè ðàçâèòèè êàñêàäà,
ïîëó÷åíî ïðîñòîå áåçðàçìåðíîå âûðàæåíèå (27), çà-
âèñÿùåå îò åäèíñòâåííîãî áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåò-
ðà ε0.

Ïîêàçàíî, ÷òî ñ ðîñòîì ýòîãî ïàðàìåòðà ïðî-
èñõîäèò ïåðåìåùåíèå îòíîñèòåëüíîãî ÷èñëà îá-
ðàçóþùèõñÿ âàêàíñèé íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ îò
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èñòî÷íèêà (ñì. ðèñ. 3). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáóñëîâ-
ëåíî ðîñòîì âåëè÷èíû ñðåäíåãî êâàäðàòà äëèíû çà-
ìåäëåíèÿ ñ óâåëè÷åíèåì ε0 (ñì. (24), (29)).

Ïîëó÷åííîå â ðàáîòå ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ òàêæå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ
äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äâèæóùèõñÿ àòîìîâ
îò ñòàöèîíàðíîãî, ìîíîýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîãî ïî ïðîñòðàíñòâó (ñì. (23)) è òî÷å÷-
íîãî (ñì. (24)) èñòî÷íèêîâ.
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