
ÆÝÒÔ, 2023, òîì 163, âûï. 4, ñòð. 561�573 © 2023

ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ Â ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ Ñ�ÅÄÀÕ È �ÅÆÈÌÛ Ñ

ÎÁÎÑÒ�ÅÍÈÅÌ

Â. À. Êóöåíêî

a*
, Ä. Ä. Ñîêîëîâ

b,c**
, Å. Á. ßðîâàÿ

a***

a
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò

119991, Ìîñêâà, �îññèÿ

b
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò

119991, Ìîñêâà, �îññèÿ

c
Èíñòèòóò çåìíîãî ìàãíåòèçìà, èîíîñ�åðû è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîâîëí �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

108840, Òðîèöê, Ìîñêâà, �îññèÿ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23 îêòÿáðÿ 2022 ã.,

ïîñëå ïåðåðàáîòêè 23 îêòÿáðÿ 2022 ã.

Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 19 äåêàáðÿ 2022 ã.

�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà èç ÷àñòèö (áàêòåðèé) â ñðåäå, â êîòîðîé ñêîðîñòè ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè ñëó-
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ëà ýâîëþöèè ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íîñòü ñðåäíåé ÷èñëåííîñòè áàêòåðèé äëÿ êàæäîé

êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ñðåäû íå ãàðàíòèðóåò êîíå÷íîñòü ñðåäíåé ÷èñëåííîñòè áàêòåðèé ïðè óñðåäíåíèè
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðè ðàçâèòèè ðàçëè÷íûõ íåóñòîé÷èâîñòåé â ñëó-

÷àéíûõ ñðåäàõ âîçíèêàþò ÿâëåíèÿ, ñóùåñòâåííî îò-

ëè÷àþùèåñÿ îò òîãî, ñ ÷åì îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ

âñòðå÷àòüñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå. Â ÷àñòíîñòè,

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, ñêàæåì, ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ðàññìàò-

ðèâàåìîé âåëè÷èíû ðàñòåò ìåäëåííåå, ÷åì êîðåíü èç

ñðåäíåãî êâàäðàòà ýòîé âåëè÷èíû, à îáå ýòè ñêîðî-

ñòè ðîñòà, â ñâîþ î÷åðåäü, áîëüøå, ÷åì ñêîðîñòü ðî-

ñòà òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè èçó÷àåìîé âåëè÷èíû. Ïî-

äîáíîå ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ïåðåìåæàåìîñòè

(ñì., íàïðèìåð, [1℄).

Áîëåå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñòàöèîíàðíîé â

ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå ñëó÷àéíîé ñðåäå âîçáóæäà-

åìàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ðàñòè ñóïåðýêñïîíåíöèàëüíî,
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íàïðèìåð, êàê exp(t ln t). Ïðèìåð òàêîãî ïîâåäåíèÿ

èññëåäîâàí, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [2℄, ãäå ðàññìîòðå-

íà ìîäåëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ áàêòåðèé. Èíòåíñèâíîñòü

äåëåíèÿ áàêòåðèé ïîëàãàëàñü ñòàöèîíàðíîé âî âðå-

ìåíè è ñëó÷àéíîé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåí-

íûì, ïðè÷åì åå ñðåäíåå çíà÷åíèå áûëî ðàâíî íóëþ.

Êðîìå òîãî, â ìîäåëü âêëþ÷åíà äè��óçèÿ áàêòå-

ðèé. Ïîäîáíûé ñóïåðýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò áîëåå

èçâåñòåí äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òàê ÷òî ìîæíî

ñêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíîñòü âîñïðîèçâîäèò íåêîòîðûå

ý��åêòû, îáû÷íî ñâÿçàííûå ñ íåëèíåéíîñòüþ.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ñäåëàòü åùå îäèí øàã

â ýòîì íàïðàâëåíèè è ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíîñòü ìî-

æåò âîñïðîèçâîäèòü è áîëåå òîíêèå ÿâëåíèÿ, îáû÷-

íî ñâÿçûâàåìûå ñ íåëèíåéíîñòüþ, à èìåííî, èçó÷àå-

ìàÿ âåëè÷èíà ìîæåò çà êîíå÷íîå âðåìÿ îáðàòèòüñÿ

â áåñêîíå÷íîñòü. Ïîäîáíîå ÿâëåíèå õîðîøî èçâåñò-

íî äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè ñ

ýíåðãîâûäåëåíèåì, ðàñòóùåì ïðè ðîñòå òåìïåðàòó-

ðû. Ïîäîáíûå ðåæèìû ïðèíÿòî íàçûâàòü ðåæèìà-

ìè ñ îáîñòðåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [3℄), à â êîíòåêñòå

áëèçêîé àâòîðàì �èçè÷åñêîé òåìàòèêè, ñì. [4℄.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî ðåæè-

ìû ñ îáîñòðåíèåì ìîãóò âîçíèêàòü è ïðè ðàçâèòèè

íåóñòîé÷èâîñòåé â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ. Äëÿ ýòîãî äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ñëó÷àéíîå ïîëå, îò êîòîðîãî çàâè-

ñèò ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè, äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðè-

íèìàëî äîñòàòî÷íî áîëüø�èå çíà÷åíèÿ.

Êîíå÷íî, ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àéíîé

ñðåäå çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü êîí-

êðåòíî ðàññìàòðèâàåòñÿ, õîòÿ ÿâëåíèå ïåðåìåæàå-

ìîñòè íîñèò îáùèé õàðàêòåð. Äëÿ êîíêðåòíîñòè ìû

îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòîé ìîäåëè èç ðà-

áîòû [2℄. Ïðè ïîñòðîåíèè íàøèõ ïðèìåðîâ ìû áóäåì

îïèðàòüñÿ íà ðàáîòû [5, 6℄, ðàçâèâøèõ èäåè ðàáîòû

[2℄.

Êîíêðåòèçàöèÿ è îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-

÷åííûõ â ðàìêàõ èçó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðî-

ñòîé ìîäåëè, ïðîâîäèëèñü â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíè-

ÿõ, â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàëèñü íåóñòîé÷èâîñòè â

íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ è äðóãèå ñõîä-

íûå çàäà÷è (ñì., íàïðèìåð, [7℄). Íåïîñðåäñòâåííî

èñïîëüçóåìàÿ íàìè ìîäåëü âîñòðåáîâàíà ñêîðåå íå

íåïîñðåäñòâåííî â �èçèêå, à â ðàçëè÷íûõ åñòåñòâåí-

íûõ è ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ, íàïðèìåð, äåìîãðà-

�èè, ãäå åå, íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíóþ óïðîùåííîñòü,

÷àñòî ðàññìàòðèâàþò êàê ðåàëèñòè÷åñêóþ ìîäåëü

äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëþäåé, è â áèîëîãèè â àíàëî-

ãè÷íûõ çàäà÷àõ (ñì., íàïðèìåð, êðàòêèé îáçîð ïî-

äîáíûõ ðàáîò â [8℄). Îòìåòèì òàêæå î÷åíü ðàííþþ

ðàáîòó ß.Á. Çåëüäîâè÷à ïî ðàçâèòèþ íåóñòîé÷èâî-

ñòè â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ, â êîòîðîé âî ìíîãîì çàðî-

äèëèñü ïîäõîäû ê ýòîé ïðîáëåìå [9℄.

2. ÌÎÄÅËÜ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ Ñ�ÅÄÛ

Ñëåäóÿ ðàáîòå [2℄, ìû áóäåì îïèñûâàòü íàøó çà-

äà÷ó â äèñêðåòíîì ïðèáëèæåíèè, íå �èêñèðóÿ âíè-

ìàíèÿ íà òîíêèõ äåòàëÿõ ñòðîåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè áàêòåðèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöû (áàêòåðèè) ïåðåäâè-

ãàþòñÿ ïî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå Z
d
, d ∈ N. Âðå-

ìÿ ïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìî-

ìåíò âðåìåíè â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ Z
d
íàõîäèëàñü

îäíà ÷àñòèöà. Çà ìàëîå âðåìÿ ýòà ÷àñòèöà ìîæåò

îñòàòüñÿ íà ìåñòå, ïåðåìåñòèòüñÿ â ñîñåäíèé óçåë ðå-

øåòêè, ðàçäåëèòüñÿ íàäâîå èëè ïîãèáíóòü. Ýâîëþ-

öèÿ åå ïîòîìêîâ ïðîèñõîäèò ïî òîìó æå çàêîíó, íåçà-

âèñèìî äðóãà îò äðóãà è îò âñåé ïðåäûñòîðèè. Ýòîò

ïðîöåññ îáúåäèíÿåò âåòâëåíèå è áëóæäàíèå ÷àñòèö,

ïîòîìó åãî íàçûâàþò âåòâÿùèìñÿ ñëó÷àéíûì áëóæ-

äàíèåì (ÂÑÁ) [10, 11℄. Îïèøåì êîíêðåòíî ìåõàíèç-

ìû âåòâëåíèÿ è áëóæäàíèÿ.

Â íàøåé ìîäåëè èíòåíñèâíîñòè äåëåíèÿ è ãèáå-

ëè ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è íå

çàâèñÿò îò âðåìåíè. Ôîðìàëüíî ìû áóäåì îáîçíà-

÷àòü ÷åðåç V +(x) := V +(x, ω) èíòåíñèâíîñòü äå-

ëåíèÿ ÷àñòèö íàäâîå, à ÷åðåç V −(x) := V −(x, ω)

� èíòåíñèâíîñòü èõ ãèáåëè. Ïåðåìåííàÿ ω ïîä-

÷åðêèâàåò ñëó÷àéíîñòü âåëè÷èí. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

ïàðû èíòåíñèâíîñòåé â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ðåøåò-

êè íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Âåëè÷è-

íó V (x) := V (x, ω) = V +(x) − V −(x) áóäåì íà-

çûâàòü ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì. Ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå, âû÷èñëåííîå ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýòîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû èëè, ãîâîðÿ áîëåå �îðìàëüíî,

ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó âåðîÿòíîñòíîìó ïðîñòðàíñòâó

(ΩV ,FV ,PV ), áóäåì îáîçíà÷àòü óãëîâûìè ñêîáêàìè

〈·〉, äåòàëè ñì. â ðàáîòå [10℄.
Ââåäåííûé ïîòåíöèàë ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñëó-

÷àéíóþ ñðåäó íà Z
d
, êîòîðàÿ óïðàâëÿåò ïðîöåññîì

âåòâëåíèÿ. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ñðå-

äà ñòàöèîíàðíà, ò.å. íå çàâèñèò îò âðåìåíè, è ïîâåäå-

íèå ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèåé

ñðåäû. Ïîäîáíóþ ðåàëèçàöèþ V (x, ω) ïðè íåêîòî-

ðîì �èêñèðîâàííîì ω áóäåì íàçûâàòü ¾çàìîðîæåí-

íîé ñðåäîé¿ [10℄. Â äàëüíåéøåì, ÷òîáû óïðîñòèòü

âûêëàäêè, ïåðåìåííóþ ω áóäåì ïèñàòü, òîëüêî åñ-

ëè õîòèì ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò êîíêðåòíîé

ðåàëèçàöèè ñðåäû.

Ïåðåìåùåíèå ÷àñòèö ïî ðåøåòêå â íàøåé ìîäå-

ëè óïðàâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñèììåòðè÷íûì ñëó÷àéíûì

áëóæäàíèåì, êàê â [5,6,10℄. ×àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â

ëþáîé òî÷êå ðåøåòêè, æäåò âðåìÿ, ðàñïðåäåëåííîå

ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì κ > 0, à

çàòåì ðàâíîâåðîÿòíî ïåðåìåùàåòñÿ â îäíó èç ñîñåä-

íèõ òî÷åê ðåøåòêè. Ïîäîáíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

áóäåì îïèñûâàòü äèñêðåòíûì ëàïëàñèàíîì

(κ∆f) (x) = κ
1

2d

∑

|x′−x|=1

(f(x′)− f(x)),

ãäå κ > 0 � êîý��èöèåíò äè��óçèè.

Ñîåäèíèì îïèñàííûå ìåõàíèçìû âåòâëåíèÿ â

ñëó÷àéíîé ñðåäå è áëóæäàíèÿ, îïèñàâ ýâîëþöèþ

÷àñòèöû â ÂÑÁ â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Äëÿ óäîáñòâà

ââåäåì ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â ïðîèçâîëüíîé

òî÷êå x ∈ Z
d
êàê

τ(x) :=
(
κ + V +(x) + V −(x)

)−1
.

Ýâîëþöèÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â òî÷êå x, âûãëÿ-

äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×àñòèöà æäåò ýêñïîíåíöè-

àëüíî ðàñïðåäåëåííîå âðåìÿ ñ ïàðàìåòðîì τ(x)−1
, à

çàòåì ìãíîâåííî óìèðàåò, äåëèòñÿ íàäâîå èëè ïå-

ðåìåùàåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî â îäíó èç ñîñåäíèõ òî-

÷åê ðåøåòêè. Âûáîð îäíîãî èç ýòèõ òðåõ ñîáûòèé
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ïðîèçâîäèòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè

V −(x)τ(x) , V +(x)τ(x) è κτ(x) .

ÂÑÁ â ñëó÷àéíîé ñðåäå â ìîìåíò âðåìåíè t åñòü

ñèñòåìà ÷àñòèö íà Z
d
, à, çíà÷èò, ïîëíîñòüþ îïèñû-

âàåòñÿ íàáîðîì ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö µt(y) â òî÷êàõ

y ∈ Z
d
â ìîìåíò âðåìåíè t. Â íàøèõ ïðåäïîëîæå-

íèÿõ µ0(y) = δ(x, y), ãäå x � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå

ïåðâîé ÷àñòèöû.

Â çàìîðîæåííîé ñðåäå V (x, ω), ò.å. ïðè �èêñè-

ðîâàííîì ω, ýâîëþöèÿ ÷àñòèö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ, à ïîòîìó ÷èñëåííîñòü ÷àñ-

òèö â êàæäîé òî÷êå µt(y) = µt(y, ω) åñòü ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà. ×èñëåííîñòü ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì

îáúåêòîì, ïîòîìó â ýòîé ðàáîòå ìû îñòàíîâèìñÿ íà

èçó÷åíèè ïåðâîãî ìîìåíòà, ò.å. ñðåäíåé ÷èñëåííîñòè

÷àñòèö, êàê â [5℄. Äëÿ çàìîðîæåííîé ñðåäû ñðåä-

íèå ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö â òî÷êå y ∈ Z
d
ïðè óñëîâèè

ñòàðòà ïðîöåññà â òî÷êå x íàçûâàþòñÿ ¾çàìîðîæåí-

íûìè¿ (quen
hed moments, ñì., íàïðèìåð, [5℄) è âû-

÷èñëÿþòñÿ óñðåäíåíèåì ïî ðåàëèçàöèÿì ÂÑÁ â ýòîé

ñðåäå:

m1(t, x, y) := m1(t, x, y, ω) = Exµt (y, ω) .

Çàìåòèì, ÷òî èç ëîêàëüíûõ ñðåäíèõ ÷èñëåííîñòåé

÷àñòèö â òî÷êå y â ìîìåíò âðåìåíè t ìîæíî ïîëó-

÷èòü ñðåäíèå ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö â ïðîèçâîëüíîé

îáëàñòè A ⊆ Z
d
ïðè ïîìîùè ñóììèðîâàíèÿ:

m1(t, x, A) :=
∑

y∈A

m1(t, x, y).

Â òîì ÷èñëå, ìîæíî èññëåäîâàòü ÷èñëåííîñòü ÷àñ-

òèö íà âñåé ðåøåòêå:

m1(t, x,Z
d) :=

∑

y∈Zd

m1(t, x, y).

Êàæäîé çàìîðîæåííîé ñðåäå ñîîòâåòñòâóåò ñâîé

íàáîð çàìîðîæåííûõ ñðåäíèõ m1(t, x, y). Â íàøåé

ìîäåëè ñðåäà ñëó÷àéíà, ïîýòîìó çàìîðîæåííûå ìî-

ìåíòû � òîæå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Âíîâü, ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû ñëîæíî èçó÷àòü íàïðÿìóþ, è ìû áó-

äåì óñðåäíÿòü èõ, íî â ýòîò ðàç � ïî ðåàëèçàöè-

ÿì ñðåäû. Óñðåäíåííûå ïî ñðåäå ìîìåíòû ïî óñòî-

ÿâøåéñÿ òåðìèíîëîãèè íàçûâàþòñÿ ¾îòîææåíûìè¿

(annealed moments, ñì., íàïðèìåð, [5℄) è îáîçíà÷à-

þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 〈m1(t, x, y)〉.

3. Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÒÈÏÀ

ÔÅÉÍÌÀÍÀ�ÊÀÖÀ

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [10℄), ÷òî çàìî-

ðîæåííûå ñðåäíèå ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö m1(t, x, y) â

ÂÑÁ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

∂m1(t, x, y)

∂t
= κ∆m1(t, x, y) + V (x, ω)m1(t, x, y),

m1(0, x, y) = δ(x, y).
(1)

�àññìîòðåííîå óðàâíåíèå åñòü äèñêðåòíûé àíàëîã

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñî ñëó÷àéíûì ýíåðãî-

âûäåëåíèåì.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [2℄, ýâîëþöèÿ ïîëÿ çàìî-

ðîæåííûõ ñðåäíèõ m1(t, x, y) â ðàìêàõ çàäà÷è (1)

ìîæåò áûòü èçó÷åíà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà ïî ñëó-

÷àéíûì òðàåêòîðèÿì, ò.å. ñ ïîìîùüþ �îðìóëû òèïà

Ôåéíìàíà�Êàöà:

m1(t, x, y, ω) = Ex



exp





t∫

0

V (xs, ω) ds



 δ(xs, y)



 ,

(2)

ãäå xs � ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ ãåíåðàòîðîì κ∆, à

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ex âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ òðà-

åêòîðèé ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïðè óñëîâèè ñòàðòà

â òî÷êå x.

Ïðåäñòàâëåíèå (2) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ôèêñèðóåì çàìîðîæåííóþ ñðå-

äó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íåêîòîðîìó ω. Áëóæäàíèå xs
íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x è èìååò åäèíè÷íóþ ¾ìàñ-

ñó¿. Äàëåå, â êàæäîé òî÷êå z, â êîòîðóþ ïîïàäà-

åò ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ¾ìàññà¿ óâåëè÷èâàåòñÿ â

exp (V (z) τ(z)) ðàç, ãäå τ(z) � âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â

ýòîé òî÷êå. Áëóæäàíèå îñòàíàâëèâàåòñÿ â ìîìåíò

âðåìåíè t. Åñëè îíî îêàçàëîñü íå â òî÷êå y, òî åãî

ìàññà çàíóëÿåòñÿ. �åøåíèå m1(t, x, y) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé óñðåäíåíèå ïîëó÷åííûõ ¾ìàññ¿ ïî âñåì òðàåê-

òîðèÿì áëóæäàíèÿ xs. Ýòà èíòåðïðåòàöèÿ ïîçâîëÿ-

åò ãîâîðèòü î ïðåäñòàâëåíèè (2) è, ñîîòâåòñòâåííî,

î çàäà÷å (1), êàê î ¾ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè â ñëó÷àé-

íîì ïîòåíöèàëå¿, ñì., íàïðèìåð, [12℄.

Âàæíûé ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé â [5℄, ãëàñèò, ÷òî

ïðåäñòàâëåíèå (2) çàäàåò ðåøåíèå çàäà÷è (1) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êîíå÷íî. Åñëè ïðåäñòàâëå-

íèå (2) äëÿ m1(t, x, y) îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü,

òî ìû íå ìîæåì ãîâîðèòü î êîíå÷íîñòè ñðåäíåé ÷èñ-

ëåííîñòè ÷àñòèö â ÂÑÁ. Òî åñòü ÷èñëåííîñòü ÷àñòèö

â ÂÑÁ íàñòîëüêî íåîäíîðîäíà, ÷òî íå ìîæåò áûòü

îïèñàíà ñðåäíèì.

Íàïîìíèì, ÷òî â íåêîòîðîì ýêñïåðèìåíòå ¾âû-

ïîëíåíèå óòâåðæäåíèÿ ïî÷òè íàâåðíîå¿ çíà÷èò,

÷òî âåðîÿòíîñòü èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà, äëÿ êîòî-

ðûõ óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî, ðàâíà åäèíèöå. Êîíå÷-

íîñòü çàìîðîæåííûõ ìîìåíòîâ m1(t, x, y) äëÿ ïî-

÷òè íàâåðíîå êàæäîé çàìîðîæåííîé ñðåäû íå ãà-

ðàíòèðóåò êîíå÷íîñòü óñðåäíåíèÿ ïî âñåì ñðåäàì

563



Â. À. Êóöåíêî, Ä. Ä. Ñîêîëîâ, Å. Á. ßðîâàÿ ÆÝÒÔ, òîì 163, âûï. 4, 2023

〈m1(t, x, y)〉. Íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå çàìîðîæåí-

íûõ ìîìåíòîâ ìîæåò èìåòü â êàêîì-òî ñìûñëå ¾òÿ-

æåëûå õâîñòû¿ è, ñîîòâåòñòâåííî, íå èìåòü ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. ¾Õâîñòîì¿ ìû ïî óìîë÷à-

íèþ áóäåì íàçûâàòü ó÷àñòîê ïëîòíîñòè ïîòåíöèà-

ëà, óõîäÿùèé â ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü. Â ðàçä. 6 áóäåò

ïîêàçàíî, ÷òî óæå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûé

ïîòåíöèàë ïîðîæäàåò ðàñïðåäåëåíèå çàìîðîæåííûõ

ìîìåíòîâ, íå èìåþùåå êîíå÷íîãî ñðåäíåãî. Îòñóò-

ñòâèå îòîææåííîãî ñðåäíåãî ïðè íàëè÷èè çàìîðî-

æåííûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî, õîòÿ â êàæäîé êîíêðåò-

íîé ñðåäå îïèñàíèå ñðåäíèìè ÷èñëåííîñòÿìè èìååò

ñìûñë, ïîâåäåíèå ìîäåëè ¾â öåëîì¿ íå îïèñûâàåòñÿ

ñðåäíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Çàäà÷à ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ � âûÿñíèòü óñëî-

âèÿ, ïðè êîòîðûõ îòîææåíûå è çàìîðîæåííûå ñðåä-

íèå îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, à òàêæå îïèñàòü

ïîâåäåíèå îòîææåííîãî ñðåäíåãî, åñëè îíî êîíå÷-

íî. Â ýòèõ ðàçäåëàõ ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ìåòîäû,

ðàçâèòûå â ðàáîòàõ [5, 10℄.

4. ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß Ñ�ÅÄÍÈÕ

×ÈÑËÅÍÍÎÑÒÅÉ ÄËß ÍÅÑËÓ×ÀÉÍÎ�Î

ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé

íåñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà, êîòîðûé îãðàíè÷åí ñíè-

çó. Òî åñòü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èíòåíñèâíîñòè

ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè ÷àñòèö íå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àé-

íûìè âåëè÷èíàìè. Ïîòåíöèàë âíîâü åñòü ðàçíîñòü

ìåæäó èíòåíñèâíîñòüþ äåëåíèÿ è èíòåíñèâíîñòüþ

ñìåðòè ÷àñòèö êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè.

Åñëè ïîòåíöèàë V (x) îãðàíè÷åí ñâåðõó íåêîòî-

ðîé êîíñòàíòîé C ∈ R, òî ïðåäñòàâëåíèå Ôåéíìàíà�

Êàöà (2) äëÿ ëþáîãî t > 0 îãðàíè÷åíî:

m1(t, x, y) = Ex



exp





t∫

0

V (xs) ds



 δ(xs, y)



 6

6 Ex



exp






t∫

0

Cds








 = exp{Ct}.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî t > 0,

êàêèì áû íè áûë îãðàíè÷åííûé ïîòåíöèàë V .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîãî

ñâåðõó ïîòåíöèàëà è îáúÿñíèì, êàê ïðåäñòàâëåíèå

(2) ìîæåò îêàçàòüñÿ áåñêîíå÷íûì. �ëàâíîå ñâîéñòâî

íåîãðàíè÷åííîãî ïîòåíöèàëà � âîçìîæíîñòü ïðèíè-

ìàòü âñå á�îëüøèå è á�îëüøèå çíà÷åíèÿ ïðè óäàëåíèè

îò ñòàðòîâîé òî÷êè x. Çà�èêñèðóåì áåñêîíå÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x, x1, x2, ...}, òàêóþ ÷òî íà íåé

ïîòåíöèàë íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò:

lim
i→∞

V (xi) = ∞.

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïðåäåë áåðåòñÿ ïî ðåøåòêå è íè-

êàê íå çàâèñèò îò âðåìåíè t.

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ìîìåíò âðåìåíè

t0 > 0. Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå çà âðåìÿ t0 ìîæåò

¾óáåæàòü¿ ñêîëü óãîäíî äàëåêî îò ñòàðòîâîé òî÷êè

x. Ïîòîìó ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ñåìåéñòâî òðà-

åêòîðèé áëóæäàíèÿ T (xi), ñòàðòîâàâøèõ â òî÷êå

x è íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êå xi âñå âðåìÿ ñ t0/2 äî

t0. Êàæäàÿ îòäåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ èç T (xi), ñòîÿ â

òî÷êå xi âðåìÿ t0/2, íàáèðàåò ìàññó, çàâèñÿùóþ îò

V (xi). Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áîëüøå i, òåì áîëüøå

¾ìàññà¿ êàæäîé òðàåêòîðèè, ïðè÷åì ïðåäåë ýòîé

¾ìàññû¿ ïðè i→ ∞ áåñêîíå÷åí. Òàê ÷òî ðîñò ¾ìàñ-

ñû¿ ñåìåéñòâà T (xi) ïîòåíöèàëüíî íåîãðàíè÷åí è

ìîæåò ¾âçîðâàòü¿ ïðåäñòàâëåíèå Ôåéíìàíà�Êàöà.

Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî òðàåêòîðèè èç ñåìåéñòâà

T (xi) � ýòî ðåäêèå òðàåêòîðèè è âåðîÿòíîñòü âû-

áðàòü èõ ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ ïðè óäàëåíèè îò ñòàðòîâîé òî÷êè, ò.å.

ïðè i → ∞. Ñîðåâíîâàíèå ìåæäó ïàäåíèåì ¾âåðî-

ÿòíîñòè¿ ñåìåéñòâà T (xi) è ðîñòîì ¾ìàññû¿ T (xi) è

îïðåäåëÿåò, ñìîæåò ëè áëóæäàíèå â ïðåäñòàâëåíèè

(2) íàáðàòü áåñêîíå÷íóþ ¾ìàññó¿ â ìîìåíò âðåìåíè

t0, ò.å. áóäåò ëè ñàìî ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íî.

Ýòî ñîðåâíîâàíèå ìîæíî îïèñàòü êîëè÷åñòâåííî

ñ ïîìîùüþ îöåíîê, ñì. ëåììó 2.4 â ðàáîòå [5℄. Îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå áëóæ-

äàíèå κ∆ çà âðåìÿ t óéäåò îò ñòàðòîâîé òî÷êè íà

ðàññòîÿíèå, áîëüøåå r, óáûâàåò áûñòðåå ýêñïîíåí-

òû:

Px( max
s∈[0,t]

|xs| > r) 6 exp{−r ln r +O(r)}. (3)

Çàìåòèì, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè â ïðàâîé

÷àñòè íå çàâèñèò îò t, κ è ðàçìåðíîñòè d.

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî, åñëè V (x) ðàñòåò

áûñòðåå, ÷åì x lnx, òî ðîñò exp{V (x)} ¾îáãîíèò¿

ñïàä áëóæäàíèÿ è èíòåðåñóþùåå íàñ ðåøåíèå îá-

ðàòèòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Áîëåå òî÷íî, îæèäàåòñÿ,

÷òî êîíå÷íîñòü èëè áåñêîíå÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ

Ôåéíìàíà�Êàöà îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íîñòüþ èëè áåñ-

êîíå÷íîñòüþ ïðåäåëà

lim
|x|→∞

sup
V (x)

|x| ln |x| , (4)

ãäå | · | � L1-ìåòðèêà íà Z
d
, ðàâíàÿ ñóììå ìîäóëåé

êîîðäèíàò x.
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Ôîðìàëüíûå îöåíêè (ñì. ëåììó 1 â Ïðèëîæå-

íèè) îò÷àñòè ïîäòâåðæäàþò ýòî îæèäàíèå. À ììåí-

íî, åñëè ïðåäåë (4) íåîòðèöàòåëåí, òî ïðåäñòàâëå-

íèå (2) êîíå÷íî; åñëè ïðåäåë (4) íå ñóùåñòâóåò, òî

ïðåäñòàâëåíèå (2) áåñêîíå÷íî. Åñëè æå ðàññìàòðè-

âàåìûé ïðåäåë êîíå÷íûé è ïîëîæèòåëüíûé, òî â îá-

ùåì ñëó÷àå íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ. Îòäåëüíî çàìå-

òèì, ÷òî êîíå÷íîñòü è áåñêîíå÷íîñòü óòâåðæäàþòñÿ

ñðàçó äëÿ âñåõ t > 0.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå îäíîìåðíîé ðåøåòêè äëÿ

íåñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà V (x) = |x| ïðåäåë (4) ðà-

âåí íóëþ, à, çíà÷èò, íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå çà-

äà÷è (1) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è çàäàåòñÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèì ïðåäñòàâëåíèåì Ôåéíìàíà�Êàöà. Äëÿ

íåñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà V (x) = |x|2 ïðåäåë (4)

îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ñîîòâåòñòâåííî, èíòå-

ãðàë Ôåéíìàíà�Êàöà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü è

íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé óæå íåò. Ñ òî÷êè çðåíèÿ

ÂÑÁ, ýòîò ñëó÷àé îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëåííîñòü ÷àñòèö

ñòîëü íåîäíîðîäíà, ÷òî íå èìååò ñðåäíåãî.

5. ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß

ÇÀÌÎ�ÎÆÅÍÍÛÕ Ñ�ÅÄÍÈÕ

×ÈÑËÅÍÍÎÑÒÅÉ ÄËß ÑËÓ×ÀÉÍÎ�Î

ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê ïåðåéòè îò

ðåçóëüòàòîâ äëÿ íåñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà ê ðåçóëü-

òàòàì äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà. Äëÿ óäîáñòâà ìû

áóäåì �îðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàòû äëÿ àáñîëþòíî

íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ ïîòåíöèàëîâ ñ ïëîòíîñòüþ

fV . Äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíûõ ïîòåíöèàëîâ âñå óòâåð-

æäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

�àññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïîòåíöèàë, îãðàíè÷åí-

íûé ñíèçó. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ çàìîðîæåííûé ïîòåí-

öèàë V (x, ω) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåñëó÷àé-

íûé ïîòåíöèàë. Â òàêîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ íåêîòîðî-

ãî ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà ïî÷òè âñå åãî ðåàëèçàöèè

èìåþò íåïîëîæèòåëüíûé ïðåäåë (4), òî äëÿ íèõ áó-

äåò ñóùåñòâîâàòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1).

Ïðè ïîäîáíîé ïîñòàíîâêå âîïðîñà êàæåòñÿ âîç-

ìîæíûì ñóùåñòâîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïîòåíöèàëîâ, òà-

êèõ ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ èõ ðåàëèçàöèé ïðåäåë âûøå

ñóùåñòâóåò, à äëÿ íåêîòîðûõ � íåò. Îäíàêî â ðàáîòå

[5℄ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè

∞∫

2

xd

(lnx)d
fV (x) <∞, (5)

òî ïðåäåë (4) ïî÷òè íàâåðíîå íåïîëîæèòåëåí, â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå � ïî÷òè íàâåðíîå ïðåäåë áåñêîíå÷åí.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò ïðîñò: åñëè ïðàâûé õâîñò

ïîòåíöèàëà äîñòàòî÷íî ëåãîê â ñìûñëå (5), òî çà-

äà÷à (1) ïî÷òè íàâåðíîå èìååò åäèíñòâåííîå íåîò-

ðèöàòåëüíîå ðåøåíèå. Ìàëî òîãî, åñëè óñëîâèå (5)

íàðóøåíî, òî çàäà÷à (1) ïî÷òè íàâåðíîå íå èìååò

åäèíñòâåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé.

Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ñî ñòåïåííûìè õâîñòà-

ìè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå. Íàïðèìåð, â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èñïîëüçóåòñÿ ðàñïðåäåëå-

íèå Ñòüþäåíòà, â ýêîíîìèêå � ðàñïðåäåëåíèå Ïà-

ðåòî, à â ëèíãâèñòèêå � çàêîí Öèï�à. Ïðîñòåéøèé

ïðèìåð âîçíèêíîâåíèÿ ñòåïåííîãî çàêîíà â �èçèêå

� ðàñïðåäåëåíèå Êîøè, ïîÿâëÿþùååñÿ â ýêñïåðè-

ìåíòå ñ îòðàæåíèåì ëó÷à ñâåòà îò çåðêàëà, ïîâåð-

íóòîãî íà ñëó÷àéíûé óãîë. Êðàòêèé îáçîð çàâèñè-

ìîñòåé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ �èçèêè, êîòîðûå îïè-

ñûâàþòñÿ ñåìåéñòâîì ðàñïðåäåëåíèé ñî ñòåïåííûìè

õâîñòàìè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòå [13℄.

�àñïðåäåëåíèÿ ñî ñòåïåííûì õâîñòîì èìåþò ¾òÿ-

æåëûé¿ ïðàâûé õâîñò è ñïîñîáíû ïîðîæäàòü âûñî-

êèå ¾ïèêè¿, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê ¾âçðûâó¿ ïðåä-

ñòàâëåíèÿ Ôåéíìàíà�Êàöà [5℄. Íàïðèìåð, îäíîìåð-

íûé ïîòåíöèàë ñ ïëîòíîñòüþ

fV (x) =

{
2/x2, x > 2,

0, x 6 2,

íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5):

∞∫

2

x

lnx

2

x2
=

∞∫

2

2

x ln x
= ∞.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à Êîøè (1) â ýòîì ñëó÷àå íå

èìååò íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé, à ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ÂÑÁ íå äîïóñêàåò îïèñàíèÿ ïðè ïîìîùè çàìî-

ðîæåííûõ ñðåäíèõ m1(t, x, y).

Äî ýòîãî ìîìåíòà óòâåðæäåíèÿ äàííîãî ðàçäåëà

ñ�îðìóëèðîâàíû òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííîãî ñíèçó

ïîòåíöèàëà. Îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó ïîçâîëÿëà ñ÷è-

òàòü, ÷òî ó ïîòåíöèàëà íåò òî÷åê ñ íåõàðàêòåðíî

íèçêèì ïîòåíöèàëîì, òàê íàçûâàåìûõ ¾ÿì¿. Åñëè

æå ïîòåíöèàë íåîãðàíè÷åí ñíèçó, òî ïî ìåðå óäàëå-

íèÿ îò ñòàðòîâîé òî÷êè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ âñå áîëåå

ãëóáîêèå ¾ÿìû¿. Ïîòåíöèàëüíî îíè ìîãóò óíè÷òî-

æèòü á�îëüøóþ ÷àñòü ÷àñòèö è, òåì ñàìûì, óáåðå÷ü

ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ôåéíìàíà�Êàöà îò íàáîðà áåñ-

êîíå÷íîé ¾ìàññû¿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîé ý��åêò âîçìîæåí òîëü-

êî íà ðåøåòêå Z
1
, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðè äâè-

æåíèè íà áåñêîíå÷íîñòü áëóæäàíèå îáÿçàíî ïðîéòè

ïî âñåì îáðàçîâàâøèìñÿ ÿìàì, áåç âîçìîæíîñòè èõ

îáîéòè. Íà ðåøåòêå ðàçìåðíîñòè 2 è âûøå áëóæäà-

íèå ìîæåò îáîéòè îòðèöàòåëüíûå ÿìû, òåì ñàìûì
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âçîðâàâ ïðåäñòàâëåíèå (2), ïîäðîáíåå ñì. çàìå÷àíèå

íà ñòð. 629 â ðàáîòå [5℄.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà

â ëþáûõ ðàçìåðíîñòÿõ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (5) ïî-

ïðåæíåìó ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííî-

ãî ðåøåíèÿ. Â ðàçìåðíîñòÿõ 2 è âûøå ýòî óñëîâèå

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì.

Êàê óñòàíîâëåíî â ðàáîòå [5℄, â ñëó÷àå ðàçìåð-

íîñòè 1 ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5) íåîáõîäè-

ìî ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâàíèå äîñòàòî÷íî ãëóáîêèõ

¾ÿì¿ ïîòåíöèàëà ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

−2∫

−∞

ln |x|fV (x) <∞. (6)

Åñëè óñëîâèå (6) âûïîëíåíî, òî ¾ÿì¿ íåò, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïðåäñòàâëåíèå (2) áåñêîíå÷íî è íåîòðèöà-

òåëüíûõ ðåøåíèé íåò. Îäíàêî, åñëè ëåâûé õâîñò ïî-

òåíöèàëà äîñòàòî÷íî òÿæåë è èíòåãðàë (6) ðàñõîäèò-

ñÿ, òî îáùåãî îòâåòà íåò.

Â ïåðâîì ïðèìåðå ýòîãî ðàçäåëà ïîòåíöèàë èìåë

òÿæåëûé ïðàâûé õâîñò, ÷òî ïðèâîäèëî ê ¾âçðû-

âó¿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ôåéíìàíà�Êàöà. Äîáàâèì ýòîìó

ïîòåíöèàëó òÿæåëûé ëåâûé õâîñò, ÷òîáû ïîðîäèòü

¾ÿìû¿, êîòîðûå óìåíüøàò ðîñò ñðåäíèõ ÷èñëåííî-

ñòåé ÷àñòèö. �àññìîòðèì ðàçìåðíîñòü 1 è ñëåäóþ-

ùóþ ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà:

fV (x) =





1
x2 , x > 2,

0, x ∈ [−2, 2],
log 2
2

1
|x| ln2 |x|

, x 6 −2.

Ïðîâåðèì óñëîâèå (6):

−2∫

−∞

ln(|x|) log 2/2

|x| ln2 |x|
=

∞∫

2

lnx
log 2/2

x ln2 x
= ∞.

Òî åñòü óñëîâèå íàðóøåíî, è, ïîòåíöèàëüíî, äëÿ òà-

êîãî V (x) ìîæåò ñóùåñòâîâàòü åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå çàäà÷è (1). ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, íåîáõî-

äèìî ñäåëàòü ïðÿìóþ îöåíêó ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà

Ôåéíìàíà�Êàöà. Ïîäîáíàÿ îöåíêà ïðîâåäåíà â ðà-

áîòå [5℄, ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Ôåéíìàíà�

Êàöà áóäåò êîíå÷íûì äëÿ ëþáûõ (x, t).

Ïîäâåäåì èòîã ðàçä. 5. Çàäà÷à (1) èìååò ñìûñë

íå äëÿ âñåõ ïîòåíöèàëîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîòåí-

öèàë èìååò ñòåïåííîé õâîñò âèäà 1/xk, k > 3, òî â

ðàçìåðíîñòè (k − 1) çàäà÷à (1) íå èìååò íåîòðèöà-

òåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ t > 0, à ñîîòâåòñòâóþùåå ÂÑÁ

íå äîïóñêàåò îïèñàíèå ïðè ïîìîùè çàìîðîæåííûõ

ñðåäíèõ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö äëÿ t > 0.

6. ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß

ÎÒÎÆÆÅÍÍÛÕ Ñ�ÅÄÍÈÕ

×ÈÑËÅÍÍÎÑÒÅÉ ÄËß ÑËÓ×ÀÉÍÎ�Î

ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû îïèñàëè óñëîâèÿ íà

ïîòåíöèàë V (x, ω), ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

çàäà÷è (1) äëÿ ïî÷òè íàâåðíîå êàæäîé ðåàëèçàöèè

ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà. Îäíàêî äàæå åñëè çàìîðî-

æåííûå ìîìåíòû m1(t, x, y, ω) êîíå÷íû äëÿ êàæäîé

ðåàëèçàöèè ñðåäû ω, m1(t, x, y, ω) êàê ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà ìîæåò íå èìåòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

�àññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé áîëåå ïîäðîáíî.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå çàìîðîæåííîå ñðåäíåå

m1(t, x, y, ω)〉 âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðàåêòîðèè èç

ïðåäñòàâëåíèÿ Ôåéíìàíà�Êàöà, êîòîðûå ñòîÿò â

ñòàðòîâîé òî÷êå x âñå âðåìÿ [0, t]. Âåðîÿòíîñòü

¾âûáðàòü¿ òàêóþ òðàåêòîðèþ ðàâíà exp{−κt} â

ñèëó ýêñïîíåíöèàëüíîñòè âðåìåíè ìåæäó ñêà÷êàìè.

Òîãäà âåðíà îöåíêà

〈m1(t, x, y, ω)〉 >
〈
e−κt

Ex exp






t∫

0

V (xs, ω)ds






〉
,

ïðè÷åì ïîñëåäíèé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî òðàåêòî-

ðèÿì, îñòàþùèìñÿ â íóëå âðåìÿ [0, t]. Ïîýòîìó

V (xs) = V (0) è ñëó÷àéíîñòè âíóòðè Ex(·) íåò. Äëÿ
óäîáñòâà îáîçíà÷èì V = V (0) è ïðîäîëæèì:

〈m1(t, x, y, ω)〉 >
〈
e−κteV t

〉
= e−κt

〈
eV t
〉
.

Èç ýòîé îöåíêè âûòåêàåò, ÷òî 〈m1(t, x, y, ω)〉 êî-
íå÷åí, òîëüêî åñëè êîíå÷íî

〈
eV t
〉
. Îêàçûâàåòñÿ,

÷òî äëÿ ïîòåíöèàëà V , èìåþùåãî ýêñïîíåíöèàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî ñðå-

äå

〈
eV t
〉
êîíå÷íî òîëüêî êîíå÷íîå âðåìÿ t0. Èíû-

ìè ñëîâàìè, ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûé ïî-

òåíöèàë ïîðîæäàåò íàñòîëüêî íåîäíîðîäíûå ðåàëè-

çàöèè ñðåä, ÷òî îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû óñðåä-

íåíèåì ïî ñðåäàì ìîæíî òîëüêî ëèøü êîíå÷íîå âðå-

ìÿ [0, t0).

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ â

íåêîòîðîì ñìûñëå ïîãðàíè÷íûì äëÿ âåëè÷èíû〈
eV t
〉
. À èìåííî, äëÿ ðàñïðåäåëåíèé V ñ õâîñòàìè,

êîòîðûå ëåã÷å, ÷åì õâîñòû ó ýêñïîíåíöèàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, âåðíî

〈
eV t
〉
<∞. (7)

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé V ñ õâîñòàìè òÿ-

æåëåå, ÷åì ó ýêñïîíåíöèàëüíîãî,

〈
eV t
〉
îáðàùàåòñÿ

â áåñêîíå÷íîñòü äëÿ âñåõ t > 0. Íàêîíåö, äëÿ ýêñïî-

íåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíà

〈
eV t
〉
êîíå÷-

íà íåêîòîðîå êîíå÷íîå âðåìÿ, à çàòåì îáðàùàåòñÿ â

áåñêîíå÷íîñòü.
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�àçóìååòñÿ, èíòåðåñíî óçíàòü îöåíêó ñâåðõó

äëÿ 〈m1(t, x, y, ω)〉, ïîñêîëüêó îäíîé îöåíêè ñíè-

çó íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû óòâåðæäàòü êîíå÷íîñòü

〈m1(t, x, y, ω)〉. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îòäåëüíî ðàñ-
ñìîòðåòü äâà âèäà ìîìåíòîâ: ëîêàëüíûé 〈m1(t, x, y)〉
è ãëîáàëüíûé 〈m1(t, x,Z

d〉.
Äëÿ ãëîáàëüíîãî ìîìåíòà è ïðîèçâîëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà V òî÷íûå îöåíêè ïîëó÷åíû

åùå â ðàáîòå [5℄ è âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e−κt
〈
eV t
〉
6
〈
m1(t, x,Z

d)
〉
6
〈
eV t
〉
. (8)

Òî åñòü

〈
eV t
〉
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì è ñâåðõó, è ñíè-

çó ñ òî÷íîñòüþ äî íåñëó÷àéíîãî ìíîæèòåëÿ.

Ñ ïîìîùüþ îöåíêè (8) ìû ïîëó÷àåì ïîâåäåíèå

ïåðâîãî îòîææåííîãî ìîìåíòà ïðè áîëüøèõ âðåìå-

íàõ:

lim
t→∞

ln
〈
m1(t, x,Z

d)
〉

ln〈exp{V t}〉 = 1. (9)

Ýòà �îðìà çàïèñè óäîáíà: îíà îêîí÷àòåëüíî ñâÿçû-

âàåò êîíå÷íîñòü îòîææåííîãî ìîìåíòà ñ êîíå÷íî-

ñòüþ

〈
eV t
〉
.

Âûðàæåíèå (9) ïîçâîëÿåò ãðóáî îöåíèòü ñêî-

ðîñòü ðîñòà îòîææåííûõ ìîìåíòîâ. Íàïðèìåð,

åñëè V èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå, òî ln〈exp{V t}〉 = t2/2. Ñëåäîâàòåëüíî〈
m1(t, x,Z

d)
〉

ðàñòåò ñ ñóïåðýêñïîíåíöèàëüíîé

ñêîðîñòüþ exp{t2/2}.
Â ñëó÷àå ëîêàëüíûõ ìîìåíòîâ óñëîâèå êîíå÷íî-

ñòè îòîææåííûõ ìîìåíòîâ íå ìåíÿåòñÿ � êîíå÷-

íîñòü 〈m1(t, x, y)〉 âíîâü ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ (7).

Îäíàêî âûâîä âûðàæåíèÿ òèïà (9) áîëåå ñëîæåí. Â

÷àñòíîñòè, íåò ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñëó÷àÿ ïîòåíöèàëà ñ

ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Îäíàêî ìîæíî âû-

äåëèòü äâà äîñòàòî÷íî îáùèõ ñåìåéñòâà ïîòåíöèà-

ëîâ, êîòîðûå ïîêðûâàþò ïðàêòè÷åñêè âñå ñëó÷àè,

èñïîëüçóåìûå â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.

Ïåðâîå ñåìåéñòâî ïîòåíöèàëîâ, ¾ãðàíèöà¿ êîòî-

ðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå, ðàññìîòðåíî â ðàáîòå [10℄. Ýòî ïîòåíöèà-

ëû ñ àñèìïòîòè÷åñêè ýêñïîíåíöèàëüíûì, òàê íàçû-

âàåìûì ¾âåéáóëëîâñêèì¿ õâîñòîì: äëÿ èõ �óíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ F (z) âåðíî

lim
z→∞

− ln (1− F (z))

czα
= 1, c > 0, α > 1.

Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà èç ýòîãî ñåìåéñòâà ñîîòíîøå-

íèå (9) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

lim
t→∞

ln 〈m1(t, x, y)〉
tα/(α−1)

= 1. (10)

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âõîäèò â ñåìåéñòâî ïî-

òåíöèàëîâ ñ âåéáóëëîâñêèì õâîñòîì. Â ÷àñòíî-

ñòè, äëÿ ïîòåíöèàëà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ñòàíäàðòíî-

ìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ? êîíñòàíòû ðàâíû

α = 2, c = −1/2. Ïîòîìó ïîðÿäîê ðîñòà 〈m1(t, x, y)〉
áóäåò ðàâåí exp{t2/2}, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðàíåå âû÷èñ-
ëåííîé ñêîðîñòüþ ðîñòà

〈
m1(t, x,Z

d)
〉
. Ïîëó÷àåòñÿ,

÷òî ñêîðîñòü ðîñòà ñðåäíåé ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö íà

âñåé ðåøåòêå ñîâïàäàåò ñ ðàíåå âû÷èñëåííîé ñêîðî-

ñòüþ ðîñòà ñðåäíåé ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö â îòäåëüíîé

òî÷êå.

Âòîðîå ñåìåéñòâî ïîòåíöèàëîâ ïîëó÷àåòñÿ âçÿ-

òèåì ëîãàðè�ìà îò ïåðâîãî ñåìåéñòâà è ñîäåðæèò

ïîòåíöèàëû ñ î÷åíü ëåãêèìè, òàê íàçûâàåìûìè

¾ãóìáåëåâñêèìè¿ õâîñòàìè [14℄, êîòîðûå âñòðå÷àþò-

ñÿ â òåîðèè ýêñòðåìóìîâ. Äëÿ èõ �óíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ F (z) âåðíî

lim
z→∞

− ln (1− F (z))

c exp{zα} = 1, c > 0, α > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà

ïðèâåäåíî â ëåììàõ 2 � 4 ðàçäåëà Ïðèëîæåíèå. Äëÿ

ïîòåíöèàëîâ èç ýòîãî ñåìåéñòâà ñîîòíîøåíèå (9)

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

lim
t→∞

ln 〈m1(t, x, y)〉
α−1t ln t

= 1. (11)

Èç âûðàæåíèé (10) è (11) ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

÷åì ëåã÷å õâîñòû ïîòåíöèàëà, òåì ñêîðîñòü ðîñòà

áëèæå ê ýêñïîíåíöèàëüíîé. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùå-

ñòâóåò ëè ïîòåíöèàë, òàêîé ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà îòî-

ææåíîãî ñðåäíåãî áûëà ïîðÿäêà eCt? Îêàçûâàåòñÿ,

ëþáîé ïîòåíöèàë, îãðàíè÷åííûé ñâåðõó êîíñòàíòîé

C, îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

lim
t→∞

ln〈exp{V t}〉/t = C.

Ïîýòîìó äëÿ îãðàíè÷åííîãî ïîòåíöèàëà èç ðåçóëü-

òàòà (9) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà îòîææåííîãî

ìîìåíòà ðàâíà eCt.

7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ñ�îðìóëèðóåì åùå ðàç ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íå ïåðåãðóæàòü ñòàòüþ ìàòåìàòè-

÷åñêèìè âûêëàäêàìè, ìû íå ñòðåìèëèñü âîñïðîèç-

âåñòè íà÷àëüíûå ýòàïû ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè ÷àñ-

òèö (áàêòåðèé). Àñèìïòîòè÷åñêèé ðîñò ñðåäíåé ÷èñ-

ëåííîñòè ÷àñòèö â îïèñàííîé íàìè ñèñòåìå çàâèñèò

òîëüêî îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðàâîãî õâî-

ñòà ïîòåíöèàëà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîòåíöèàë äîñòà-

òî÷íî ìåäëåííî óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè, òî ïðî-

èñõîäèò âçðûâíîé ðîñò ÷èñëà áàêòåðèé è èõ ñðåä-

íÿÿ ÷èñëåííîñòü �îðìàëüíî îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷-

íîñòü. Êðîìå òîãî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êîíå÷íîñòü
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ñðåäíåé ÷èñëåííîñòè áàêòåðèé äëÿ êàæäîé êîíêðåò-

íîé ðåàëèçàöèè ñðåäû íå ãàðàíòèðóåò êîíå÷íîñòü

ñðåäíåé ÷èñëåííîñòè áàêòåðèé ïðè óñðåäíåíèè ïî

ñàìîé ñðåäå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîòåíöèàëà ñ ýêñïî-

íåíöèàëüíûì ïðàâûì õâîñòîì óñðåäíåíèå ñðåäíåé

÷èñëåííîñòè ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå âðåìÿ, à

çàòåì îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Íîâûì ðåçóëü-

òàòîì â ýòîé îáëàñòè ñòàëà ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà 1

äëÿ ïîòåíöèàëà ñ ãóìáåëåâñêèì ïðàâûì õâîñòîì.

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ¾âçðûâ¿ ñðåäíèõ ÷èñëåííî-

ñòåé ìîæíî óñòðàíèòü çà ñ÷åò íåñòàöèîíàðíîñòè ñðå-

äû. Îäíàêî ñòðîãèå èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíîé ñèñòåìû

ñ íåñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ñðåäîé íà êîíåö 2022

ãîäà íàì íåèçâåñòíû. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîé îá-

ëàñòè ïîëó÷åíû â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå [15℄, êîòî-

ðàÿ, îäíàêî, ïîêà íå îïóáëèêîâàíà â ðåöåíçèðóåìîì

æóðíàëå.

Ïîñòðîåííûå íàìè ïðèìåðû �îðìàëüíî ñâÿçà-

íû ñ çàäà÷åé î ïîâåäåíèè ïîïóëÿöèè áàêòåðèé, íî

ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ïîäîáíûå æå ÿâëåíèÿ ìîãóò

ðàçâèâàòüñÿ ïðè ïîäõîäÿùèõ óñëîâèÿõ è ïðè ðàç-

âèòèè äðóãèõ íåóñòîé÷èâîñòåé â ñëó÷àéíîé ñðåäå.

Êàê è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, �îðìàëüíîå îáðàùåíèå ðå-

øåíèÿ â áåñêîíå÷íîñòü ñâèäåòåëüñòâóåò îá îãðàíè-

÷åííîé ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè. Ïðîùå âñåãî ñ÷èòàòü,

÷òî â ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ âçðûâíîé ðîñò ïîïó-

ëÿöèè îãðàíè÷èâàåòñÿ êîíå÷íîñòüþ ðåñóðñîâ ñðåäû.

À èìåííî, ðîñò ÷èñëà áàêòåðèé îãðàíè÷èâàåòñÿ òî-

ãäà, êîãäà îíè ñúåäàþò ïðàêòè÷åñêè âñþ ïèùó. Êàê

è â äðóãèõ çàäà÷àõ î ðàçâèòèè íåóñòîé÷èâîñòè â

ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âûçûâà-

þò îïðåäåëåííûå æèçíåííûå àëëþçèè, ê êîòîðûì

õî÷åòñÿ îòíîñèòüñÿ ñ îñòîðîæíîñòüþ ïðè íåïîñðåä-

ñòâåííîì ïðîåêòèðîâàíèè ðåçóëüòàòîâ íà îêðóæàþ-

ùóþ ðåàëüíîñòü.

Ôèíàíñèðîâàíèå. �àáîòà Â.Ê. è Å.ß. ïîääåð-

æàíà �îññèéñêèì �îíäîì �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-

äîâàíèé (ãðàíò � 20-01-00487).

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ

�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåñëó÷àéíîãî

îãðàíè÷åííîãî ñíèçó ïîòåíöèàëà f(x):

∂m1(t, x, y)

∂t
= κ∆m1(t, x, y) + f(x)m1(t, x, y),

m1(0, x, y) = δ(x, y).

(12)

Ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ôåéíìàíà�Êàöà äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è (12) âûãëÿäèò òàê:

m1(t, x, y) = Ex


exp






t∫

0

f (xs) ds




 δ(xs, y)


 , (13)

ãäå xs � ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ ãåíåðàòîðîì κ∆, à

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ex âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ òðà-

åêòîðèé ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïðè óñëîâèè ñòàðòà

èç òî÷êè x ∈ Z
d
.

Íàïîìíèì, ÷òî åäèíñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå

ðåøåíèå çàäà÷è (12) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ïðåäñòàâëåíèå (13) êîíå÷íî, ñì. ðàçä. 3.

Ñ�îðìóëèðóåì ëåììó, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò êîíå÷-

íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (13) ñî ñêîðîñòüþ âîçðàñòàíèÿ

�óíêöèè f(x) íà Z
d
. Ýòà ëåììà áûëà äîêàçàíà â

ðàáîòå [5℄ ñðàçó äëÿ ñëó÷àÿ ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèà-

ëà. Ìû ïîëüçóåìñÿ ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà èç [5℄, íî

ðàññìàòðèâàåì íåñëó÷àéíûé ïîòåíöèàë.

Ëåììà 1. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà Ôåéíìàíà�

Êàöà (13) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (12) âåðíî ñëåäóþ-

ùåå:

a) åñëè

lim
x→∞

f(x)

x lnx
6 0,

òî (13) êîíå÷íî äëÿ âñåõ (x, t);

b) åñëè

lim
x→∞

f(x)

x lnx
= ∞,

òî (13) áåñêîíå÷íî äëÿ âñåõ (x, t).

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà à). Â ñèëó îöåíêè

ñâåðõó

m1(t, x, y) = Ex



exp





t∫

0

f (xs) ds



 δ(xs, y)



 6

6 Ex



exp






t∫

0

f (xs) ds










äîñòàòî÷íî äîêàçàòü êîíå÷íîñòü ïîñëåäíåãî èíòå-

ãðàëà.

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ìîìåíò âðåìåíè t.

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé xs, êîòîðûå íå

óñïåëè óáåæàòü çà âðåìÿ t äàëüøå, ÷åì íà ðàññòîÿ-

íèå n îò ñòàðòà, ò.å. maxs∈[0,t] |xs| = n, ãäå | · | � L1

íîðìà. Âêëàä êàæäîé òàêîé òðàåêòîðèè â ïðåäñòàâ-

ëåíèå Ôåéíìàíà�Êàöà íå áîëüøå âêëàäà òðàåêòî-

ðèè, êîòîðàÿ ñðàçó ïðûãíóëà â òî÷êó èç êóáà |x| 6 n

ñ ñàìûì áîëüøèì ïîòåíöèàëîì è îñòàâàëàñü òàì âñå

âðåìÿ (0, t]. Ýòîò âêëàä ðàâåí exp{tmax|x|6n f(x)}.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Ex


exp






t∫

0

f (xs) ds







 6

6

∞∑

n=0

Px( max
s∈[0,t]

|xs| = n) exp{t max
|x|6n

f(x)}.
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Â ëåììå 2.4 ðàáîòû [5℄ âûðàæåíèå

Px(maxs∈[0,t] |xs| > n) áûëî îöåíåíî ñâåðõó êàê

exp{−n lnn + O(n)} ïðè n → ∞. Ïîëüçóÿñü ýòîé

îöåíêîé, ðàññìîòðèì íåêîòîðîå n0, íà÷èíàÿ ñ

êîòîðîãî

Px( max
s∈[0,t]

|xs| = n) 6 exp{−n lnn+ Cn}

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C.

Ïîëüçóÿñü óñëîâèåì

limx→∞ f(x)

x lnx
6 0,

âûáåðåì n1, òàê ÷òî äëÿ n > n1 âûðàæåíèå

max|x|6n f(x)/n lnn ëåæèò â îòðåçêå (−∞; ε] äëÿ

íåêîòîðîãî ε > 0. Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî âçÿòü ñêîëü

óãîäíî áëèçêîå ê íóëþ ε.

Ïîëüçóÿñü äâóìÿ ïðåäûäóùèìè ðàññóæäåíèÿì,

ðàññìîòðèì n2 := max(n0, n1). Äëÿ n2 âåðíî

∞∑

n=0

Px( max
s∈[0,t]

|xs| = n) exp{t max
|x|6n

f(x)} 6

6 Ñ1 +

∞∑

n=n2

exp{−n lnn+ Cn} exp{t max
|x|6n

f(x)} =

=Ñ1+
∞∑

n=n2

exp



−nlnn



1− C

lnn
− t

max
|x|6n

f(x)

n lnn







 6

6 Ñ1 +
∞∑

n=n2

exp

{
−n lnn

(
1− C

lnn
− tε

)}
,

ãäå C1 � êîíñòàíòà, îòâå÷àþùàÿ êîíå÷íîé ñóììå îò

0 äî n2.

Äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî t ìû ìîæåì âû-

áðàòü òàêîå n1, ÷òîáû C3 := 1 − C/ lnn1 − tε áû-

ëî áû ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Òîãäà èññëåäóåìûé ðÿä

îãðàíè÷èâàåòñÿ ñâåðõó ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì:

Ñ1 +
∞∑

n=n2

exp

{
−n lnn

(
1− C

lnn
− tε

)}
<

< Ñ1 +

∞∑

n=n2

exp {−C3n lnn} <∞.

Èç ïðåäñòàâëåííîé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ ñëóäåò,

÷òî èñõîäíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ôåéíìàíà�Êàöà

m1(t, x, y) îãðàíè÷åíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì äëÿ ëþáî-

ãî �èêñèðîâàííîãî t > 0 è x ∈ Z
d
è ïóíêò à) äîêà-

çàí.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà b). Åñëè ñóïðåìóì

ñðåäíèõ ïî òðàåêòîðèÿì, ñòàðòóþùèõ èç íóëÿ áåñ-

êîíå÷åí,

sup
y∈Zd

E0



exp





t∫

0

f (xs) ds



 δ(xt, y)



 = ∞, (14)

òî îáùåå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ôåéíìàíà�Êàöà òàêæå

ðàñõîäèòñÿ:

Ex



exp





t∫

0

f (xs) ds



 δ(xt, y)



 = ∞. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà òåõíè÷åñêè ãðîìîçä-

êîå, â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèå íà ñòð. 628

ðàáîòû [5℄ è, â ñâÿçè ñ ýòèì, çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî f îãðàíè÷åíà ñíèçó, è ïóñòü

f(x) > α, α < 0. Â ñèëó óñëîâèÿ ïóíêòà b), ìû ìî-

æåì âûáðàòü ïóòü, ñîñòîÿùèé èç n + 1 øàãîâ, èç

íóëÿ â yn, òàêîé ÷òî

lim
n→∞

f(yn)

|yn| ln |yn|
= ∞. (16)

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé áëóæäàíèÿ,

êîòîðûå ïðîõîäÿò â òî÷íîñòè ïóòü {0, y1, . . . , yn}, äî-
ñòèãàþò òî÷êè yn çà âðåìÿ t/2 è îñòàâøååñÿ âðåìÿ

ñòîÿò â yn. Îöåíèì ìèíèìàëüíûé âêëàä ýòîãî ñåìåé-

ñòâà â ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èç �îðìóëû (14):

E0



exp





t∫

0

f (xs) ds



 δyn(xt)




(17)

Âíà÷àëå îöåíèì ïðèðîñòû ¾ìàññû¿ òðàåêòîðèé èç

ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà. Â ñèëó îãðàíè÷åííî-

ñòè ïîòåíöèàëà ñíèçó, ïðèðîñò ¾ìàññû¿ çà [0, t/2],

â êàæäîé òî÷êå áîëüøå exp {αt/2}. Ïðèðîñò ¾ìàñ-

ñû¿ â ïîñëåäíåé òî÷êå ðàâåí exp {f(yn)t/2}. Èòîãî-
âàÿ îöåíêà ñíèçó ïðèðîñòà ¾ìàññû¿ ñîñòàâèò

exp {αt/2 + f(yn)t/2} . (18)

Òåïåðü îöåíèì âåðîÿòíîñòü ¾âûáðàòü¿ òðà-

åêòîðèþ ñåìåéñòâà. Âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïóòè

{0, y1, . . . , yn} â ïðîñòðàíñòâå ðàâíà (1/2d)n. Êîëè-

÷åñòâî ïðûæêîâ çà âðåìÿ t èìååò ïóàññîíîâñêîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì κt, ïîòîìó âåðî-

ÿòíîñòü ïîëó÷èòü ðîâíî n ñêà÷êîâ çà âðåìÿ t/2

ðàâíà

P (nt/2) =
(κt)n

n!
exp{−κt}.

Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé Ñòèðëèíãà äëÿ n!, ïîëó÷èì

P (nt/2) > exp{−n lnn+O(n)}.
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Íàêîíåö, âåðîÿòíîñòü, òîãî, ÷òî òðàåêòîðèÿ îñòà-

ëàñü ñòîÿòü â òî÷êå yn âñå âðåìÿ t/2 â ñèëó ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîñòè âðåìåíè ìåæäó ñêà÷êàìè ðàâíà

exp{−κt/2}. Èòîãîâàÿ îöåíêà ñíèçó âåðîÿòíîñòè ñå-
ìåéñòâà òðàåêòîðèé ðàâíà

(
1

2d

)n
exp {−n lnn− κt/2} . (19)

Îáúåäèíèì îöåíêè (18) è (19):

E0



exp





t∫

0

f (xs) ds



 δyn(xt)



 >

> exp{αt/2 + f(yn)t/2− n ln(2d)− n lnn− κt/2} =

= exp{f(yn)t/2− n lnn+O(n)} =

= exp

{
− n lnn

(
1− t

2

f(yn)

n lnn
+O

(
1

lnn

))}
.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ (16), ïîëó÷åííîå âûðà-

æåíèå íå îãðàíè÷åíî ïðè n → ∞ äëÿ ëþáûõ (x, t).

Ïîýòîìó 
óïðåìóì (14) ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè. Ñëåäî-

âàòåëüíî, èñõîäíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ôåéíìàíà�

Êàöà (17) áåñêîíå÷íî è ëåììà äîêàçàíà.

Îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [10℄ íà ñëó÷àé

ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ ïîòåíöèàëîâ

äåëàåòñÿ ïðè ïîìîùè äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãîâ ëåìì

6.2, 6.3 è 6.4 èç ðàáîòû [10℄ . Ìû äîêàæåì òîëüêî ðå-

çóëüòàòû, òðåáóåìûå äëÿ ïåðâîãî îòîææåííîãî ìî-

ìåíòà: àíàëîã ëåììû 6.2 â âèäå ëåìì 2 è 3 è àíàëîã

ëåììû 6.3 â âèäå ëåììû 4.

Çäåñü è äàëåå âûðàæåíèå f(x) ∼ g(x) îçíà÷àåò,

÷òî limx→∞ f(x)/g(x) = 1. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

V (x) ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) áóäåì íàçû-

âàòü õâîñòîâîé �óíêöèåé S(x) äîïîëíåíèå ê �óíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ: S(x) := 1 − F (x). Ââåäåì îáî-

çíà÷åíèÿ: M(t) :=
〈
eV t
〉
è G(t) := lnM(t).

Ëåììà 2. Ïóñòü ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ õâîñòîâîé �óíêöèåé

S(x) = e−ce
αx

, c > 0, α > 1.

Òîãäà G(t) èìååò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå:

G(t) ∼ α−1t ln t, t→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå �óíê-

öèè M(t) ÷åðåç õâîñòîâóþ �óíêöèþ S(x):

M(t) =
〈
eξt
〉
=

∫

R

etxdF = −
∫

R

etxd(1 − F ) =

= −
∫

R

etxdS = −Setx
∣∣∣∣
∞

−∞

+

∫

R

S(x)d
(
etx
)
.

Èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîå óáûâàíèå S(x), ïîëó÷èì

M(t) = t

∫

R

S(x)etxdx = t

∫

R

etx−ce
αx

dx. (20)

�àññóæäåíèå, êîòîðîå ìû ïðèìåíèì äàëåå, ïðè-

âîäèò ê ìåòîäó Ëàïëàñà, åñëè èçíà÷àëüíî �óíêöèÿ

S(x) áîëåå ïðîñòàÿ, íàïðèìåð lnS(x) = xa, a > 1

[10,16℄. Â íàøåì ñëó÷àå èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ëàïëà-

ñà íàïðÿìóþ íå ïîëó÷èòñÿ è ïðèäåòñÿ ïîëíîñòüþ

ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèå.

Äëÿ ïðîñòîòû âûêëàäîê ïîëîæèì c = 0 è α = 1.

�àçëîæèì �óíêöèþ tx− ex â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñò-

íîñòè åå òî÷êè ìàêñèìóìà x∗ = ln t:

tx−ex = tx∗−ex∗ − 1

2
ex

∗

(x−x∗)2−
∞∑

k=3

ex
∗ (x− x∗)k

k!
.

Ïîäñòàâèì â ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå x∗ = ln t:

tx− ex = t ln t− t− 1

2
t(x − ln t)2 − t

∞∑

k=3

(x− ln t)k

k!
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

M(t) = t

∫

R

etx−e
x

dx =

= tet ln t−t
∫

R

e
− 1

2 t(x−ln t)2−t
∞∑

k=3

(x−ln t)k

k!
dx. (21)

Èññëåäóåì ïðàâûé èíòåãðàë, ñäåëàâ çàìåíó

z =
√
t(x− ln t):

∫

R

exp

{
1

2
t(x− ln t)2 − t

∞∑

k=3

(x− ln t)k

k!

}
dx =

=
1√
t

∫

R

exp

{
−1

2
z2
}
exp

{
−

∞∑

k=3

zkt
k−2
2

k!

}
dx.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë èññëåäîâàí â ðàçä. 2.5 ðàáîòû

[16℄, ãäå ïîêàçàíî, ÷òî îí åñòü 1 + O
(
1
t

)
. Ó÷èòûâàÿ

ýòî, èç âûðàæåíèÿ (21) ïîëó÷èì

M(t) = t

∫

R

etx−e
x

dx ∼ et ln t−t
√
t

(
1 +O

(
1

t

))
,

t→ ∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ G(t) = lnM(t) èìååì

G(t) ∼ t ln t, t→ ∞, (22)

÷òî åñòü óñëîâèå ëåììû äëÿ c = 0 è α = 1.
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Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè c > 0 è α > 1, âû÷èñëåíèÿ

áîëåå ãðîìîçäêè, îäíàêî îáùèé õîä ðàññóæäåíèÿ íå

ìåíÿåòñÿ. �ëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè t ln t çàìåíèò-

ñÿ íà α−1t ln (t/αc), ÷òî ýêâèâàëåíòíî α−1t ln t ïðè

t → ∞. Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü

ëåììó äîêàçàííîé.

Ëåììà 3. Ïóñòü ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, äëÿ õâîñòîâîé �óíêöèè êîòî-

ðîé âåðíî

lnS(x) ∼ −ceαx,
c > 0, α > 1, x→ ∞.

Òîãäà G(t) èìååò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå:

G(t) ∼ α−1t ln t, t→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî

ε > 0. Ïî óñëîâèþ ëåììû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî x0,

äëÿ x > x0 âåðíî

−(1 + ε)ceαx 6 lnS(x) 6 −(1− ε)ceαx.

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

g(x) := −ceαx, c+ := 1 + ε, c− := 1− ε.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî x0, äëÿ

x > x0 âåðíî

c+ce
αx 6 lnS(x) 6 ñ−ce

αx. (23)

Âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêàìè (23) ìîæíî òîëüêî

íà÷èíàÿ ñ x0. Ïîýòîìó ðàçîáüåì �óíêöèþ M(t) â

ïðåäñòàâëåíèè (20) íà äâà èíòåãðàëà:

M(t) = t

∫

R

S(x)etxdx = t

x0∫

−∞

(. . . )+ t

∞∫

x0

(. . . ). (24)

Îöåíèì âòîðîé èíòåãðàë ñ äâóõ ñòîðîí:

t

∞∫

x0

etx+c+g(x)dx 6

6 t

∞∫

x0

etx+lnS(x)dx 6 t

∞∫

x0

etx+c−g(x)dx.

Äîáàâèì ïåðâûé èíòåãðàë èç (24) îò −∞ äî x0:

t

∞∫

x0

etx+c+g(x)dx+ t

x0∫

−∞

etx+lnS(x)dx 6

6M(t) 6

6 t

∞∫

x0

etx+c−g(x)dx+ t

x0∫

−∞

etx+lnS(x)dx. (25)

�àññìîòðèì îöåíêó ñíèçó â ïðåäûäóùåì âûðàæå-

íèè. Ïðåäñòàâèì åå â ñëåäóþùåì âèäå:

t

∞∫

−∞

etx+c+g(x)dx+

+t

x0∫

−∞

etx+lnS(x)dx− t

x0∫

−∞

etx+c+g(x)dx.

Ïåðâûé èíòåãðàë îáîçíà÷èì çà J+, ñóììó âòîðîãî

è òðåòüåãî � çà B+. Òàêèì æå îáðàçîì ïðåäñòàâèì

ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (25) â âèäå èíòåãðàëîâ J−
è B−:

J+ +B+ 6M(t) 6 J− +B−. (26)

Îöåíèì B+ è B−, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî

S(x) 6 1, à g(x) 6 0:

B+ = t

x∫

−∞

etx+lnS(x)dx− t

x∫

−∞

etx+c+g(x)dx 6

6 t

x∫

−∞

etxdx+ t

x∫

−∞

etxdx 6 2etx.

Òàêèì æå îáðàçîì, îöåíèâ B+ ñíèçó è ïîâòîðèâ ðàñ-

ñóæäåíèÿ äëÿ B−, ïîëó÷èì

|B+| 6 2etx; |B−| 6 2etx.

Èíòåãðàëû J+ è J− ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �óíêöèè

M(t) äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ õâîñòîâûìè �óíê-

öèÿìè ec+ce
αx

è ec−ce
αx

, ñîîòâåòñòâåííî. Â òàêîì

ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2:

ln J+ ∼ α−1t ln t; ln J−α
−1t ln t.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
t→∞

ln(J+ +B+)

ln J+
= 1 + lim

t→∞
ln

(
1 +

B+

J+

)
= 1, (27)

ò.å.

ln(J+ +B+) ∼ ln(J− +B−) ∼ α−1t ln t.

Âîçüìåì ëîãàðè�ì îò âûðàæåíèÿ (26):

ln(J+ +B+) 6 G(t) 6 ln(J− +B−).

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíò-

íû α−1t ln t, à, çíà÷èò, G(t) àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâà-

ëåíòíà òîìó æå, è ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Ïóñòü f1(t) è f2(t) � íåïðåðûâíûå

�óíêöèè, òàêèå ÷òî

ln fi(t) ∼ at ln t, t→ ∞, i = 1, 2.

571

8*



Â. À. Êóöåíêî, Ä. Ä. Ñîêîëîâ, Å. Á. ßðîâàÿ ÆÝÒÔ, òîì 163, âûï. 4, 2023

Òîãäà äëÿ èõ ñâåðòêè

W (t) = f1 ∗ f2(t) =
t∫

0

f1(x)f2(t− x)dx

âåðíî

lnW (t) ∼ at ln t, t→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì �óíêöèè ln fi(t) â

âèäå

ln fi(t) = at ln t+ ϕi(t), i = 1, 2.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèÿì ëåììû, äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò K = K(ε) > 0, òàêîå ÷òî

|ϕi(t)| 6 K + εt ln t, i = 1, 2. (28)

Ýòè îöåíêè îçíà÷àþò, ÷òî ñâåðòêàW (t) ãëàâíûì îá-

ðàçîì çàâèñèò îò ãëàâíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè at ln t.

Îáîçíà÷èì çà W0(t) èíòåãðàë, ñîîòâåòñòâóþùèé

ñâåðòêå ãëàâíûõ ÷àñòåé àñèìïòîòèê:

W0(t) =

t∫

0

eax ln x+a(t−x) ln (t−x)dx.

Òîãäà W (t) ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W0(t)e
−2K−2εt ln t 6W (t) 6W0(t)e

2K+2εt ln t.

Âçÿâ ëîãàðè�ì, ñ îáåèõ ñòîðîí ïîëó÷èì

lnW0(t)− 2K − 2εt ln t 6 lnW (t) 6

6 lnW0(t) + 2K + 2εt ln t. (29)

Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå W0(t) ïðè

t → ∞. ×òîáû ïðèìåíèòü ìåòîä Ëàïëàñà, íåîáõî-

äèìî èçáàâèòüñÿ îò ïåðåìåííîãî ïåðåäåëà èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, ñäåëàâ çàìåíó x = tz:

W0(t) = t

1∫

0

eatz ln(tz)+a(t−tz) ln (t−tz)dz.

Óïðîñòèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå:

W0(t) = t

1∫

0

eat ln t+a(t−tz) ln (t−tz)dz =

= teat ln t
1∫

0

eat(z ln z+(1−z) ln(1−z))dz. (30)

Ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà

Ëàïëàñà. Îí óòâåðæäàåò, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë

(30) ïðè áîëüøèõ t áëèçîê ê çíà÷åíèþ ñâîåé ïî-

äèíòåãðàëüíîé �óíêöèè â òî÷êå ìàêñèìóìà �óíê-

öèè z ln z + (1 − z) ln(1 − z), ñì. [16℄. Ôóíêöèÿ

z ln z + (1 − z) ln(1 − z) â òî÷êàõ 1 è −1 äîñòèãàåò

ìàêñèìóìà, êîòîðûé ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó ïðè áîëü-

øèõ t èíòåãðàë èç âûðàæåíèÿ (30) àñèìïòîòè÷åñêè

ðàâåí åäèíèöå:

W0(t) ∼ teat ln t, lnW0(t) ∼ at ln t, t→ ∞.

Ïîäñòàâèâ äàííîå âûðàæåíèå â íåðàâåíñòâî (29), ïî-

ëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Êîìáèíèðóÿ ëåììû 2 � 4 è ïîäõîäû èç ðàáîòû

[10℄, ïîëó÷èì îñíîâíîé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.

�àññìîòðèì âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå â

ñëó÷àéíîé ñðåäå ñ ïîòåíöèàëîì V (x). Ïóñòü äëÿ õâî-

ñòîâîé �óíêöèè S(x) ïîòåíöèàëà âåðíî

lnS(x) ∼ −ceαx, c > 0, α > 1, x→ ∞.

Òîãäà

lim
t→∞

ln 〈m1(t, x, y)〉
α−1t ln t

= 1.
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