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Развиты новые теоретические подходы для изучения и количественного описания упругих свойств куби-

ческих голубых фаз холестерических жидких кристаллов. В рамках теории Ландау – де Жена на примере

простейшей голубой фазы O5 с пространственной группой симметрии I432 проведены вычисления мо-

дуля всестороннего сжатия и двух модулей сдвига в зависимости от силы хиральности и температуры

ниже точки кристаллизации из изотропной жидкости. Показано, что используемые приближения жест-

ких тензоров и свободных геликоидов дают качественно похожие результаты, но заметно отличаются

количественно, поэтому необходимы дальнейшие экспериментальные исследования и численное модели-

рование упругости голубых фаз.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Жидкие кристаллы (ЖК) являются удобным
объектом для изучения влияния различных типов
упорядочения на упругие свойства. Это могут быть
чисто ориентационные упорядочения как в немати-
ческих кристаллах, а также различные комбинации
ориентационых и одно-, двух- и трехмерных транс-
ляционных упорядочений. Голубые фазы оказыва-
ются уникальными в этом ряду, так как, остава-
ясь жидкими на молекулярном уровне (центры тя-
жести молекул никак не фиксированы в простран-
стве), они образовывают кристаллы исключительно
за счет создания трехмерно периодической структу-
ры в ориентациях молекул, и такие кристаллы об-
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ладают сдвиговыми модулями упругости [1–3], хотя
и очень малой величины. Экспериментально модули
упругости голубых фаз изучались в ряде работ на-
чиная с 1984 г. [4–7], однако эти работы использова-
ли поликристаллические образцы, не позволяющие
получить полную количественную информацию.

Разработка возможных практических примене-
ний голубых фаз ведется уже давно и по различным
направлениям [8–10]. В частности, продемонстриро-
вано, что дисплеи на голубых фазах имеют суще-
ственно более высокое быстродействие, чем уже ис-
пользуемые, но их применение пока ограничивается
необходимостью высокого управляющего напряже-
ния, которое в свою очередь зависит от упругости
голубых фаз.

Следует отметить, что проблема упругости
структур с макроскопическими периодами выходит
далеко за рамки голубых фаз. Похожие проблемы
возникают для трехмерных, двумерных и одномер-
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ных структур, образующихся в жидких кристаллах
по весьма разным физическим причинам [11–13].
Более того, имеется, по-видимому, близкая анало-
гия между поведением холестериков при переходе
из изотропной жидкости в голубые фазы [14, 15]
и фазовыми переходами в спиральных магнетиках
[16]. Сходство этих физических явлений подробно
обсуждается в недавнем обзоре [17].

Все это заставляет нас вернутся к исследованию
физических свойств голубых фаз жидких кристал-
лов на новом уровне понимания стоящих проблем
и возможностей для их решения, чтобы в дальней-
шем использовать полученные результаты для дру-
гих структур с макроскопическими периодами, та-
ких как скирмионные магнитные решетки, периоди-
чески упорядоченные конфокальные домены и т. п.

В настоящей работе проведено рассмотрение
упругих свойств на примере самой простой фазы
с кубической пространственной группой O5 (I432),
образованной шестью эквивалентными геликоида-
ми, направленными вдоль осей второго порядка
〈110〉. С одной стороны, эта фаза надежно пред-
сказывается в рамках теории Ландау – де Жена для
жидких кристаллов с большой хиральностью [1, 2],
но она пока не наблюдалась экспериментально ли-
бо из-за того, что хиральность реальных кристал-
лов недостаточно высока, либо потому, что в вы-
сокохиральных кристаллах периоды, а следователь-
но, и брэгговские рефлексы лежат в далекой уль-
трафиолетовой области очень трудной для наблю-
дения. А с другой стороны, она интересна еще и
тем, что для нее можно дальше продвинуться в ана-
литических расчетах физических свойств, не прибе-
гая к громоздкому компьютерному моделированию,
практически неизбежному для реально наблюдае-
мых фаз O2 и O8, которые мы планируем рассмот-
реть в дальнейшем.

2. ПАРАМЕТР ПОРЯДКА И СВОБОДНАЯ
ЭНЕРГИЯ ХИРАЛЬНЫХ ЖК

Обычно в качестве параметра порядка немати-
ческих и холестерических ЖК, которые можно счи-
тать локально одноосными, используют скалярный
параметр ориентационного упорядочения, характе-
ризующий усредненный угол локальной разориен-
тации молекул: S = (3

〈
cos2 ϑ

〉
− 1)/2, а локальное

направление средней ориентации молекул описыва-
ется единичным вектором n, называемым директо-

ром. В отличие от одноосных нематиков и холесте-

риков, голубые фазы существенно локально двуос-
ны по крайней мере в части объема, и в качестве
параметра порядка для феноменологического опи-
сания фазового перехода из изотропной жидкости
в кристаллические голубые фазы используется бес-
следовый симметричный тензор Q̂, имеющий пять
независимых компонент, которые описывают и ло-
кальное двуосное упорядочение и его ориентацию
в пространстве [1, 2]. Например, параметром поряд-
ка может быть анизотропная часть тензора локаль-
ной диэлектрической проницаемости. Следуя обо-
значениям классической обзорной статьи Райта и
Мермина [2], которая опирается на работы Гребеля,
Хорнрайха и Штрикмана [18], плотность свободной
энергии Ландау – де Жена можно разделить на гра-
диентную и объемную части:

f = fgrad + fbulk,

fgrad =
1

4
K1

[(
∇× Q̂

)
αβ

+ 2q0Qαβ

]2
+

+
1

4
K0

[(
∇ · Q̂

)
α

]2
, (1)

fbulk = c Sp
(
Q̂2

)
−
√
6b Sp

(
Q̂3

)
+ a

[
Sp(Q̂2)

]2
.

Здесь (
∇× Q̂

)
αβ

= ǫαµν∇µQνβ ,

(
∇ · Q̂

)
α
= ∇µQµα,

K0 и K1 — модули упругости ЖК, волновое чис-
ло q0 характеризует хиральность жидкого кристал-
ла (шаг спирали холестерика; для нематика q0 = 0),
а коэффициент c при квадратичном члене объемной
части зависит от температуры и меняет знак вблизи
точки перехода из изотропной фазы в холестериче-
скую. При q0 6= 0 удобно обезразмерить выражение
для свободной энергии, введя обозначения

ϕ = (a3/b4)f, τ = (a/b2)c,

χ̂ = (a/b)Q̂, rnew = 2|q0|rold,
и плотность свободной энергии преобразуется
к виду

ϕ = ϕgrad + ϕbulk,

ϕgrad = κ2
{[(

∇× χ̂
)
αβ
± χαβ

]2
+

+ η
[(
∇ · χ̂

)
α

]2}
, (2)

ϕbulk = τSp
(
χ̂2

)
−
√
6Sp

(
χ̂3

)
+
[
Sp(χ̂2)

]2
.
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Здесь κ = |q0/b|
√
aK1 — безразмерный параметр,

определяющий весовое соотношение между гради-
ентной и объемной частями свободной энергии, а
η = K0/K1. Параметр κ часто называют «хирально-
стью» [18], поскольку только градиентная энергия
не инвариантна относительно инверсии простран-
ственных координат. Знак хиральности определя-
ется выбором между плюсом и минусом в первых
квадратных скобках в ϕgrad. В дальнейшем мы бу-
дем всюду выбирать знак плюс, соответствующий
правозакрученному геликоиду.

Заметим, что градиентная часть свободной энер-
гии в (1) содержит только два объемных модуля
упругости: K0 и K1, а не три, как в энергии Фран-
ка, описывающей упругие свойства нематиков и хо-
лестериков, используя понятие директора n:

fF = 1
2K

F
1 (divn)

2 + 1
2K

F
2 (n · rotn+ q)2+

+ 1
2K

F
3 [n× rotn]2. (3)

При температуре ниже точки перехода из изотроп-
ной жидкости в упорядоченную нематическую или
холестерическую фазу можно перейти от тензор-
ного формализма к описанию на языке директора
n с помощью замены бесследового симметричного
тензора ||Qαβ || на одноосный бесследовый тензор
S||nαnβ − 1

3δαβ ||. Такое описание хорошо работет во
всем объеме ЖК, за исключением небольших обла-
стей вокруг дефектов. Полагая S = const, легко по-
лучить из fgrad энергию Франка (3) со следующей
связью между модулями упругости:

KF
1 = KF

3 = 1
2S

2(K0 +K1), KF
2 = S2K1.

Таким образом, в теории, основанной на выражении
(1) для свободной энергии, два модуля Франка сов-
падают. Наблюдаемая в эксперименте разница меж-
ду ними может быть результатом, например, гради-
ентных членов более высоких порядков по тензору
Q̂, но эти эффекты здесь не учитываются. Заметим,
что при K0 = K1 все объемные модули Франка рав-
ны между собой; такое приближение называют од-
нопараметрическим.

Конкуренция градиентного и объемного вкладов
в свободную энергию приводит к нетривиальной фа-
зовой диаграмме холестерических ЖК. Так, мини-
муму градиентной энергии отвечают двуосные гели-
коиды, образованные гармониками вида

χ̂ ∼ (m1 − im2)⊗ (m1 − im2) exp(ik · r), (4)

где волновой вектор k имеет единичную длину
(k = 1), а векторы m1 и m2 образуют ортономи-
рованный базис в перпендикулярной k плоскости

([m1 ×m2] = k для правого геликоида). С другой
стороны, объемная энергия минимизируется одно-
осным тензором χ̂, и при температурах существен-
но ниже точки перехода из изотропной жидкости в
холестерическую фазу энергетически выгодной ста-
новится одноосная геликоидальная структура, удоб-
но описываемая директором. Вблизи же точки пере-
хода в результате борьбы градиентной и объемной
энергий возникают пространственные решетки, об-
разованные суперпозицией нескольких двуосных ге-
ликоидов вида (4) со скрещенными волновыми век-
торами. Такие решетчатые фазы могут существо-
вать в очень узком диапазоне температур, и бла-
годаря их свойству рассеивать свет определенных
длин волн их называют голубыми.

Экспериментально наблюдались несколько раз-
личных голубых фаз. В типичном холестерике при
переходе от изотропной жидкости к одноосному ге-
ликоиду в узком температурном интервале последо-
вательно возникают, сменяя друг друга, три фазы:
BP III (также называемая фоговой), BP II и BP I.
Фогова фаза аморфна, две другие обладают куби-
ческой симметрией. В электрических полях наблю-
дали гексагональную фазу, во многом сходную со
скирмионной фазой А в кубических гелимагнетиках
[19]. Помимо этого, обсуждалась возможность суще-
ствования других фаз разной симметрии, например
икосаэдрической. Как было сказано выше, все го-
лубые фазы образуются суперпозицией скрещенных
(правых) геликоидов вида (4) с волновыми вектора-
ми k одинаковой или по крайней мере близкой дли-
ны, чтобы максимально возможно понизить гради-
ентную энергию. При этом способ скрещивания —
углы между волновыми векторами, фазы геликои-
дов — должен в идеале свести к минимуму объем-
ную энергию. Конкуренция градиентной и объемной
энергий может привести к некоторому искажению
структуры (тензоры χ̂k общего вида, волновые век-
торы с k 6= 1), но вклад в энергию от таких искаже-
ний остается незначительным.

Для описания голубых фаз образованных
скрещенными геликоидами, особенно в случае
периодических структур, удобно перейти к фурье-
представлению для параметра порядка:

χ̂(r) =
∑

k

χ̂k exp(ik · r), (5)

где, в силу действительности поля, χ̂(r), χ̂−k = χ̂∗
k.

Тогда усредненные по объему плотности градиент-
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ной и объемной энергий (2) будут иметь вид

〈ϕgrad〉 = κ2
∑

k

{
(k2 + 1)Sp (χ̂k · χ̂∗

k) +

+ (η − 1)k · χ̂k · χ̂∗
k · k+ 2iǫαβγkα(χ̂k · χ̂∗

k)βγ

}
, (6)

〈ϕbulk〉 = τ
∑

k

Sp(χ̂k · χ̂∗
k)−

−
√
6

∑

k1+k2+k3=0

Sp(χ̂k1 · χ̂k2 · χ̂k3)+

+ 2
∑

k1+k2+k3+k4=0

Sp(χ̂k1 · χ̂k2 · χ̂k3 · χ̂k4) (7)

соответственно. Следует отметить, что такое рас-
смотрение фазового перехода из изотропной жид-
кости в кристаллические голубые фазы во многом
аналогично теории слабой кристаллизации [20], ко-
торая иногда применима и к обычным кристаллам,
например когда этот переход является слабым пере-
ходом первого рода.

В следующем разделе мы покажем, как миними-
зировать свободную энергию голубой фазы, описы-
ваемую выражениями (6), (7), на примере гипотети-
ческой кубической фазы O5.

3. ГОЛУБАЯ ФАЗА O5

Рассмотрим гипотетическую голубую фа-
зу с кубической пространственной группой O5

(I432), образованную двенадцатью гармониками
вида (4) с волновыми векторами направленны-
ми вдоль кристаллографических направлений
〈110〉. Выбирая в плоскости, перпендикулярной
вектору k = (kk0)/

√
2, ортонормированный базис

m1 = (001), m2 = (11̄0)/
√
2, находим из (4):

χ̂(kk0)/
√
2 =




−e e −i
√
2e

e −e i
√
2e

−i
√
2e i

√
2e 2e


 . (8)

Остальные тензоры χ̂k получаются из χ̂(kk0)/
√
2

преобразованиями симметрии кубического клас-
са O. Заметим, что, поскольку тензоры χ̂k и
χ̂−k = χ̂∗

k связаны между собой поворотной осью
4, коэффициент e — действительное число, то есть
фазы геликоидов определяются пространственной
группой O5.

Средняя плотность градиентной энергии (6)

〈ϕgrad〉 = 192κ2e2(k − 1)2 (9)

становится равной нулю при k = 1, и выражение (7)
дает нам значение полной плотности энергии

〈ϕ〉 = 〈ϕbulk〉 = 192τe2 − 1104
√
6e3 + 47904e4 (10)

как функцию «температуры» τ и единственного па-
раметра порядка e.

Ниже точки фазового перехода первого рода

τc =
1587

7984
≈ 0.19877 (11)

энергия (10) минимизируется значением параметра
порядка

e =
69
√
6 +
√
28566− 127744τ

7984
, (12)

которое в момент перехода испытывает скачок от
нуля к

ec =
23
√
6

1996
≈ 0.028226. (13)

Было показано, что голубая фаза O5 может су-
ществовать в холестерических ЖК с достаточно вы-
сокой хиральностью (κ > 3

2 ), в которых градиентная
энергия превалирует над объемной, делая возмож-
ным возникновение структур с двойной закруткой и,
как следствие, с повышенной двухосностью. Расче-
ты для этого случая дают, что фаза O5 имеет более
низкую энергию, чем другие фазы-кандидаты, вбли-
зи τ = 0. Однако в холестериках с низкой хирально-
стью (κ < 3

2 ), которые, как правило, и наблюдаются
в экспериментах, фаза O5 проигрывает кубическим
фазам с пространственными группами O2 (P4232)
и O8 (I4132). Экспериментально установлено, что
именно этими группами симметрии обладают фазы
BP I (O8) и BP II (O2). Оказывается также, что при
достаточно низкой хиральности (κ < 0.46945) фаза
O5 проигрывает также и геликоидальной фазе при
любой температуре ниже τc.

4. УПРУГАЯ ЭНЕРГИЯ
ДЕФОРМИРОВАННОЙ ГОЛУБОЙ ФАЗЫ

При приложении механического напряжения в
кристалле возникают упругие деформации, описы-
ваемые симметричным тензором ε̂. Плотность энер-
гии упругой деформации выражается через тензор
ε̂ следующим образом:

ϕe.d. =
1
2λαβγδεαβεγδ, (14)

где λ̂ — тензор упругости, в случае кубического
кристалла имеющий три независимые компоненты:
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λxxxx, λxxyy и λxyxy. Для их вычисления необходимо
установить, какие реальные искажения структуры
происходят в голубой фазе при деформации, описы-
ваемой тензором ε̂. Так, очевидно, что волновые век-
торы геликоидов k, составляющие обратную решет-
ку кристалла, преобразуются строго детерминиро-
ванным образом. В то же время тензоры χ̂k релакси-
руют в новое состояние, минимизирующее энергию
(2) для искаженной обратной решетки. Это означа-
ет, что плотность упругой энергии можно выразить
через изменения волновых векторов k и тензоров χ̂k:

ϕe.d. =
1

2

∑

i,j

∂2 〈ϕ〉
∂ki,α∂kj,β

∆ki,α∆kj,β−

− 1

2

∑

i,j

∂2 〈ϕ〉
∂χi,αβ∂χj,γδ

∆χi,αβ∆χj,γδ. (15)

Из сравнения равенств (14) и (15) видно, что доста-
точно учитывать лишь вклады первого порядка по
тензору деформации в ∆k и ∆χ̂k.

Для начала покажем, как деформируются вол-
новые векторы геликоидов, составляющих голубую
фазу холестерического ЖК. Рассмотрим однород-
ную деформацию, при которой точка кристалла с
координатой r сдвигается на расстояние u = û · r,
переходя в новое положение

r′ = (1 + û) · r. (16)

Тензор û связан с тензором деформации нелиней-
ным образом:

ε̂ = 1
2 (û + ûT + û · ûT ). (17)

Заметим, однако, что антисимметричная часть û со-
ответствует пространственному повороту кристал-
ла, а не его деформации. Исключив этот поворот,
можно считать ûT = û, не нарушая при этом общ-
ности рассмотрения. Тогда

ε̂ = û+ 1
2 û

2 ≈ û (18)

и
r′ = (1 + ε̂) · r. (19)

Для того чтобы фаза геликоида k·r оставалась неиз-
менной в каждой точке, новый волновой вектор в
первом приближении будет равен

k′ = (1− ε̂) · k, (20)

откуда
∆k = k′ − k = −ε̂ · k. (21)

Рис. 1. Волновые векторы и плоскости вращения гелико-

идов: 1 — геликоид в недеформированном кристалле, 2 —

приближение жестких тензоров χ̂, 3 — приближение сво-

бодных геликоидов

Изменение тензоров χ̂k можно найти, минимизи-
руя плотность энергии (2) при заданных волновых
векторах k′. Однако некоторые приближенные ре-
зультаты можно получить в рамках простых моде-
лей, рассмотренных в следующих подразделах.

4.1. Приближение жестких тензоров χ̂

Предположим, что в процессе деформации силь-
ный объемный вклад в свободную энергию жестко
фиксирует параметр порядка холестерического ЖК
в его начальном состоянии, то есть

χ̂′(r′) = χ̂(r). (22)

Это означает, что фурье-компоненты тензора χ̂(r),
задаваемые выражением (8), не меняются. Соответ-
ственно сохраняется объемная составляющая плот-
ности энергии: ∆ 〈ϕbulk〉 = 0, и энергия упругой
деформации полностью определяется изменением
волновых векторов k в градиентной энергии (6):
ϕe.d. = ∆ 〈ϕgrad〉. Заметим, что волновой вектор k′

деформированной структуры уже не перпендикуля-
рен плоскости вращения тензора χ̂k, определяемой
векторами m1 и m2 (см. рис. 1). Это означает, что
образующие голубую фазу геликоидальные спира-
ли приобретают небольшую циклоидальную состав-
ляющую. Подстановка в (6) волновых векторов k′

для деформации общего вида позволяет найти ком-
поненты тензора упругости в приближении жестких
тензоров χ̂:
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


λ1,xxxx

λ1,xxyy

λ1,xyxy


 = 16κ2e2




6 + 2η

1− η

3 + η


 . (23)

Интересно отметить, что компонента λxxyy прини-
мает отрицательные значения при η > 1, что, од-
нако, не должно привести к отрицательности энер-
гии упругой деформации (последнее означало бы,
что кристалл не устойчив по отношению к по-
явлению спонтанной деформации). Действительно,
положительная определенность квадратичной фор-
мы (14) для несдвиговых деформаций определяется
условиями

λxxxx > |λxxyy|,
λxxxx + 2λxxyy > 0,

(24)

которые выполняются при положительных значени-
ях η. Последнее из условий (24) есть не что иное
как требование положительности объемного модуля
упругости голубой фазы

K = 1
3 (λxxxx + 2λxxyy). (25)

4.2. Приближение свободных геликоидов

В противоположность приближению жестких
тензоров можно предложить альтернативную мо-
дель, в которой поле χ̂(r) задается суперпозици-
ей идеальных невзаимодействующих друг с другом
геликоидов. Данный подход, предложенный в [21],
строго говоря применим к холестерическим ЖК с
высокой хиральностью (κ ≫ 1), в которых можно
пренебречь изменением объемной части свободной
энергии. В таком случае энергия упругой деформа-
ции определяется изменением периодов составляю-
щих голубую фазу геликоидов.

Волновое число каждого геликоида обратно про-
порционально его периоду, и следующим образом
изменяется при малой деформации

k′ − k = −k · ε̂ · k
k

. (26)

В неискаженной фазе O5 k = 1 соответствует нуле-
вой градиентной энергии, а после деформации плот-
ность градиентной энергии одной гармоники равна

ϕ1h = 16κ2e2(k′ − 1)2 (27)

(ср. с выражением (9) для фазы O5, составленной из
12 гармоник). Суммируя (27) по всем гармоникам,
вычисляем плотность энергии упругой деформации

ϕe.d. = 16κ2e2
∑

k

(k · ε̂ · k)2
k2

. (28)

Сравнивая (28) и (14), находим тензор упругости

λαβγδ = 32κ2e2
∑

k

kαkβkγkδ
k2

, (29)

симметричный по перестановкам всех индексов.
Для фазы O5, просуммировав по всем векторам

типа (110)/
√
2, получаем




λ2,xxxx

λ2,xxyy

λ2,xyxy


 = 16κ2e2




4

2

2


 . (30)

Можно провести сравнение с результатом (23), по-
лученным в приближении жестких тензоров. Во-
первых, заметим, что оба приближения дают одно
значение объемного модуля упругости:

K =
128

3
κ2e2,

поскольку всестороннее растяжение/сжатие всегда
влияет только на шаг геликоидов, оставляя неиз-
менными фурье-компоненты χ̂k. Для деформации
любого другого типа модель свободных геликоидов
всегда дает более низкую энергию упругой деформа-
ции, чем приближение жестких тензоров. В принци-
пе, это должно было бы указать на то, что дефор-
мация по типу свободных геликоидов энергетически
более выгодна. Однако такое сравнение не вполне
законно, поскольку не учитывает изменения объем-
ной энергии голубой фазы.

4.3. Учет объемной энергии в приближении

свободных геликоидов

Для того чтобы оценить, насколько велика
должна быть хиральность κ для применимости
приближения свободных геликоидов, необходимо
учесть вклад объемной энергии в энергию упругой
деформации. Заметим, что в данной модели пока
никак не учитывались фазы геликоидов, которые не
влияют на градиентный, но важны для вычисления
объемного вклада в энергию. Зафиксируем фазу,
полагая, например, что вектор поворота перпенди-
кулярен оси геликоида. Это означает, что матрица
поворота для геликоида с волновым вектором k

имеет вид:

R(k, ε̂) = 1 +
k⊗ (ε̂ · k)− (ε̂ · k)⊗ k

k2
. (31)

При этом связанная с данным геликоидом фурье-
компонента параметра порядка изменяется как

χ̂′
k′ = R(k, ε̂) · χ̂k · R−1(k, ε̂). (32)
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Подставив (32) в выражение (7) для плотности объ-
емной энергии, найдем вклад в тензор упругости от
взаимодействующих геликоидов:




∆λxxxx

∆λxxyy

∆λxyxy


 =




48
√
6e3 + 26496e4

−24
√
6e3 − 13248e4

528
√
6e3 − 2176e4


 . (33)

Прежде всего отметим равенство

1
3 (∆λxxxx + 2∆λxxyy) = 0,

подтверждающее сделанное выше замечание, что
объемная энергия не меняется при всестороннем
растяжении/сжатии. При этом отрицательность
∆λxxyy не приводит к неустойчивости, поскольку
неравенства (24) по-прежнему выполняются. На-
против, отрицательность ∆λxyxy при e > 0.59436

указывает на неустойчивость фазы O5 относительно
сдвиговых деформаций при низких температурах.

Сравнивая (30) с (33) в критической точке τc
(ec = 0.028226), определим условие применимости
приближения свободных геликоидов. Так, напри-
мер, неравенство λxyxy ≫ ∆λxyxy приводит к сле-
дующему условию для хиральности: κ2 ≫ 1.0866.
Таким образом, как и предполагалось, модель сво-
бодных геликоидов хорошо работает для высокой
хиральности. Можно также предположить, что при
низкой хиральности (κ < 3

2 ) изменения тензоров
χ̂k будут представлять собой нечто промежуточное
между тем, что дают приближение жестких тен-
зоров и приближение свободных геликоидов, и та-
кая интерполяционная модель рассмотрена в следу-
ющем разделе.

4.4. Интерполяционная модель

Для количественного описания промежуточного
случая между приближением жестких тензоров и
приближением свободных геликоидов можно моди-
фицировать выражение (31) следующим образом:

R(k, ε̂) = 1 + α(k, ε̂)
k⊗ (ε̂ · k)− (ε̂ · k)⊗ k

k2
, (34)

введя в него коэффициент 0 ≤ α(k, ε̂) ≤ 1, изме-
няющий угол поворота плоскости вращения гелико-
ида. Тогда, если для всех геликоидов α равны ну-
лю, то модель совпадает с приближением жестких
тензоров, а в случае, когда все α равны единице, —
с приближением свободных геликоидов. Коэффици-
енты α(k, ε̂) не произвольны, а находятся из усло-
вия минимума энергии упругой деформации и, та-
ким образом, зависят как от хиральности, так и от
температуры.

В случае деформации общего вида число подле-
жащих определению переменных α совпадает с чис-
лом геликоидов, — для фазы O5 оно равно шести.
Однако можно существенно упростить задачу, ис-
пользуя частного вида деформации, сохраняющие
некоторые элементы точечной симметрии голубой
фазы. Возьмем, например, тензор деформации

ε̂ =




0 0 0

0 0 0

0 0 εzz


 , (35)

соответствующий растяжению/сжатию вдоль оси z

кристалла. Плотность энергии упругой деформации
в этом случае равна

ϕe.d. =
1
2λxxxxε

2
zz, (36)

что позволяет непосредственно вычислить компо-
ненту λxxxx тензора упругости. Точечная симмет-
рия фазы понижается с 432 до 422, а шестерка из-
начально эквивалентных геликоидов распадается на
две группы. Два геликоида первой группы, с ося-
ми вдоль кристаллографических направлений [110]

и [11̄0], лежат перпендикулярно оси z, и повороты
плоскостей вращения для них автоматически равны
нулю. Другие четыре геликоида: [011], [01̄1], [101],
[1̄01] — связаны между собой поворотной осью 4,
и в силу симметрии коэффициент α для них одина-
ков. Таким образом, задача минимизации плотности
энергии (36) сводится к решению квадратного урав-
нения для числа α.

Еще одну компоненту тензора упругости, λxxyy,
можно вычислить, используя выражение для объ-
емного модуля упругости (25):

λxxyy = 3
2K − 1

2λxxxx = 64κ2e2 − 1
2λxxxx. (37)

Для вычисления последней компоненты тензора
упругости λxyxy используем деформацию

ε̂ =




0 εxy εxy

εxy 0 εxy

εxy εxy 0


 , (38)

соответствующую растяжению/сжатию вдоль оси
[111] кристалла. Плотность энергии упругой дефор-
мации в этом случае равна

ϕe.d. = 6λxyxyε
2
xy. (39)

Точечная симметрия понижается до 32, а шесть ге-
ликоидов распределяются по двум группам. Три ге-
ликоида перпендикулярные оси [111] — [11̄0], [011̄],
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Рис. 2. Зависимость компонент λxxxx и λxyxy тензора

упругости голубой фазы O5 от хиральности κ в однопа-

раметрическом приближении (η = 1) при τ = τc: 1 —

приближение жестких тензоров χ̂, 2 — приближение сво-

бодных геликоидов, 3 — интерполяционная модель. Для

удобства просмотра все графики поделены на κ2. Пара-

метр κ = 3

2
отвечает границе между высокой и низкой

хиральностью

[1̄01] — не меняют свои плоскости вращения. Дру-
гие три геликоида, с осями вдоль направлений [110],
[011], [101], связаны между собой поворотной осью 3,
и, следовательно, имеют одинаковые коэффициен-
ты α. Таким образом, задача минимизации энергии
упругой деформации снова сводится к определению
одного единственного параметра.

Рутинные вычисления приводят к следующиму
выражению для компонент тензора упругости λ̂:

λ̟ = λ1,̟ −
(λ1,̟ − λ2,̟)2

λ1,̟ − λ2,̟ +∆λ̟
, (40)

где индекс ̟ принимает значения xxxx, xxyy, xyxy.
Для ЖК с низкой хиральностью (κ → 0) это выра-
жение дает λ̂ ≈ λ̂1, соответствующее приближению
жестких тензоров. В случае высокой хиральности
(κ→∞) получаем выражение

λ̂ ≈ λ̂2 +∆λ̂

для свободных геликоидов. Таким образом, данная
модель связывает два рассмотренных ранее прибли-
жения, и при этом она применима при любых зна-
чениях параметра κ. На рис. 2 приведены харак-
терные зависимости компонент тензора упругости,
вычисленные для однопараметрического приближе-
ния (η = 1) вблизи точки перехода τc. Пример тем-

Рис. 3. Температурная зависимость компонент λxxxx и

λxyxy тензора упругости голубой фазы O5 в однопарамет-

рическом приближении (η = 1) при κ = 1: 1 — прибли-

жение жестких тензоров χ̂, 2 — приближение свободных

геликоидов, 3 — интерполяционная модель

пературной зависимости компонент тензора упруго-
сти приведен на рис. 3. Необходимо отметить, что
равенство (40) не имеет тензорного вида, посколь-
ку связывает соответствующие компоненты тензо-
ров нелинейным образом. Последний факт может
указывать на некую скрытую симметрию, не учтен-
ную в нашей простой модели.

5. ВЫВОДЫ

Проведенное детальное рассмотрение кристал-
лических упругих свойств простейшей кубической
голубой фазы O5 в различных моделях позволи-
ло получить подробную картину изменения всех
трех упругих констант при произвольной темпе-
ратуре и силе хиральности. Выявлены интересные
частные случаи: в случае равенства упругих кон-
стант в микроскопической свободной энергии Лан-
дау – де Жена (η = 1) голубая фаза в приближе-
нии жестких тензоров оказывается упруго изотроп-
ной, а в приближении свободных геликоидов для
сдвиговых компонент тензора упругости выполня-
ются условия Коши λxxyy = λxyxy. В дальнейшем
планируется применить разработанные в этой ста-
тье подходы к вычислению тензоров упругих кон-
стант реально наблюдаемых голубых фаз O2 и O8

и гексагональных скирмионных структур в хираль-
ных магнетиках. Было бы также очень интерес-
но учесть негармонические (нелинейные) вклады в
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упругую энергию, которые могут оказаться су-
щественными из-за того, что модули упругости
гармонической теории упругости аномально малы.
Свойственные для слабой кристаллизации заметные
флуктуационные явления, которые, по-видимому,
приводят к наблюдаемой в эксперименте фоговой
фазе BP III, тоже не получили пока количествен-
ного теоретического описания.
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