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На основе представлений о механизме динамического взаимодействия внешнего ламинарного потока с

возмущенной границей турбулентной струи как о процессе формирования отрывных вихрей на границе

струи (в работах [1–4], разработанных для простейшей линейной структуры движения струи) проведено

исследование гидродинамики турбулентных струй с учетом многообразия физических условий, опреде-

ляющих картину турбулентных течений подобного типа.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Наличие в турбулентных струях резко очерчен-
ной границы раздела между внешней ламинарной
средой и областью внутри турбулентной струи поз-
воляет наглядно описать механизмы воздействия
внешних условий на течение турбулентных струй
и, как пример, рассматриваемых далее эффектов
турбулентности и сносящих потоков внешней среды.
Граница струи как реальный физический объект ис-
следования, помимо общих проблем описания дина-
мики смешения веществ и завихрения внешнего по-
тока, представляет интерес с точки зрения физики
происходящих на ней физико-химических процес-
сов, в частности горения и излучения смешиваемых
реагентов [1]. В существующих теоретических мето-
дах описания турбулентных струй отмеченные зада-
чи не ставятся и не решаются, поскольку в своих по-
строениях не оперируют понятием физической гра-
ницы турбулентной струи. Точнее, в рамках клас-
сической теории [5–11], основанной на модели тур-
булентной вязкости, существование такой границы
как наблюдаемой характеристики течения не отри-
цается, но в расчетах она задается условно как рас-
стояние от оси струи, на котором локальное значе-
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ние скорости струи отличается от скорости внешне-
го потока на произвольно задаваемую малую вели-
чину, и таким образом, трактуясь как формальное
математическое понятие, теряет физический смысл
реально наблюдаемой границы струи.

Важность понимания и формулировки условий
на границе турбулентного потока с внешним лами-
нарным течением в монографии [12] подчеркнуты
фразой: «Точный вид условий на границе с внут-
ренней областью турбулентного течения, которым
должно удовлетворять решение, до сих пор неизве-
стен». При этом для объяснения механизма вовле-
чения внешней среды в объем турбулентной струи
использовалась гипотеза вязкого надслоя [13–16], в
котором происходит завихрение и захват внешней
среды, но скорость захвата по аналогии с вязким
подслоем у стенок канала определяется воздействи-
ем крупномасштабных структур внутри потока. Ис-
кусственный характер этой гипотезы, не учитываю-
щей пульсаций границы струи (в каналах они гасят-
ся твердой стенкой и поэтому там наличие вязкого
подслоя есть важный фактор течения), и невозмож-
ность на ее основе получить количественные оценки
скорости захвата оставляют указанную проблему не
решенной.

Отметим, что представления о крупномасштаб-
ных вихревых структурах и данные эксперимен-
та, косвенно подтверждающие факт их существо-
вания, появились наряду с описанием общей кар-
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Рис. 1. Иллюстративная схема структуры турбулентной

струи, движущейся в параллельном потоке внешней сре-

ды со скоростью u∞ и плотностью ρ∞. Здесь uex — ско-

рость вовлечения (эжекции) жидкости из внешней среды,

z — зоны отрывного течения, в которых происходит захват

внешнего потока

тины турбулентного потока [10]. В попытках вник-
нуть в понимание сути законов механизма турбу-
лентности структура турбулентной струи, согласно
результатам экспериментов, в работе [11] представ-
лена как цепочка крупномасштабных вихрей. Ва-
риант подобной структуры для простейшего случая
движения струи со скоростью и плотностью вдоль
оси в параллельном потоке внешней среды пред-
ставлен на рис. 1. Механизм развития и взаимодей-
ствия совокупности турбулентных вихрей в [17] опи-
сан на основе решений уравнений гидродинамики.
Но в данном исследовании подобные вихри вводят-
ся только для подтверждения наличия крупномас-
штабных возмущений границы струи и обоснования
идеи их отрывного обтекания внешним потоком. Их
конкретные геометрические свойства, динамика воз-
никновения, взаимодействия и разрушения остают-
ся вне рамок необходимых условий для разработки
предлагаемой теории.

2. ГИДРОДИНАМИКА ТУРБУЛЕНТНЫХ
СТРУЙ

Как альтернатива гипотезе вязкого надслоя в ра-
ботах [2–4, 13] при описании движения турбулент-
ных струй использованы представления о динамиче-
ском взаимодействии внешнего ламинарного пото-
ка с возмущенной границей области турбулентного
течения. Отметим некоторые из полученных в них
результатов, необходимых для обобщений теории с
учетом турбулентности внешнего потока. Реальная
(физически наблюдаемая) граница струи, усреднен-
ное положение которой на рис. 1 отмечено штрихо-
выми линиями, формируется под воздействием хао-

тических пульсаций турбулентных вихрей в ее внут-
ренней области. Исходя из того факта, что внеш-
няя среда и турбулентная струя с учетом представ-
ленной на рисунке ее наглядной структуры, это два
пространственно различимых потока, их динамиче-
ское взаимодействие можно представить как силу
трения Ffr, действующую на разделяющей их гра-
нице. Поскольку при турбулентном движении мо-
лекулярная вязкость роли не играет, из соображе-
ний размерности следует, что эта сила может быть
пропорциональна только квадрату разности скоро-
стей движения внешней среды и средней скорости
струи u:

Ffr = γρ∞(u∞ − u)2, (1)

где γ — некоторая константа. Вывод о том, что за-
кон трения квадратичен по скорости, означает, что
обтекание возмущенной границы струи внешним по-
током должно происходить с образованием отрыв-
ных вихрей. По смыслу деления всей области тече-
ния на внешнюю безвихревую среду и собственно
струю указанные отрывные вихри должны остать-
ся в составе струи, играя для нее роль источника
турбулентных пульсаций. Поэтому и импульс, при
трении отдаваемый им струей (иначе силу трения
Ffr), также должен возвратиться струе вместе с за-
хваченными вихрями. Поскольку вихри получают
от струи импульс, пропорциональный разности ско-
ростей u∞−u, поток возвращаемого импульса запи-
шется в виде

j = ρ∞vc|u∞ − u|,
где vc — скорость захвата в объем струи образую-
щихся вихрей. Из условия равенства потоков j и Ffr

для vc следует выражение

vc = γ|u∞ − u|.
Как было отмечено выше, в литературе общеприня-
тым объяснением механизма захвата является гипо-
теза вязкого надслоя. Обширный обзор работ вместе
с результатами новых данных эксперимента и на их
основе попытки обоснования этой гипотезы пред-
ставлены в [3]. Не вдаваясь в детали рассуждений
этой и множества упомянутых в ней других иссле-
дований, отметим их главное смысловое отличие от
понимания механизма турбулентности данной ста-
тьи. Суть его в том, что в этих работах процесс за-
хвата внешней среды рассматривался как следствие
хаотических турбулентных пульсаций в окрестности
границы турбулентной струи с внешним течением.
Иначе говоря, процесс захвата внешней среды вто-
ричен по отношению к наблюдаемому хаосу турбу-
лентных пульсаций, в то время как в предлагаемой
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теории захват внешней среды описан как первопри-
чина этих пульсаций.

В уравнении баланса масс произведение vcρ∞ за-
дает источник массы турбулентной струи, и таким
образом струя формируется как реальный физиче-
ский объект исследования с разнообразием воздей-
ствия внешних условий, его описывающих. Одним
из встречающихся на практике механизмов подоб-
ного воздействия является турбулентность внешней
среды.

3. ТУРБУЛЕНТНАЯ СТРУЯ ПРИ НАЛИЧИИ
ТУРБУЛЕНТНОСТИ ВНЕШНЕГО ТЕЧЕНИЯ

Особенностью движения струй, характерной для
реальных условий эксперимента, является наличие
турбулентности в обтекающем струю спутном пото-
ке. Так, в ссылках на эксперимент [8–11] отношение
интенсивности турбулентных пульсаций внешнего
потока u∗t к его скорости оценивался величиной
ξt = u∗t/u∞, равной 3–6%. Влияние внешней турбу-
лентности будет заключаться в стимуляции процес-
са вихреобразования на ее границах. Сила трения
на образование дополнительных вихрей запишется
по аналогии с выражением для Ffr (1) как

Fadd ≈ ρ∞u∗t|u∞ − u|.

Каждый из источников силы Ffr и Fadd является
результатом действия независимых случайных про-
цессов образования отрывных вихрей на границах
струи, и поэтому их совместный результат сумми-
руется: FΣ = Ffr + Fadd. Для струи указанные вих-
ри играют роль источника турбулентных пульсаций.
Отсюда с учетом приведенных рассуждений о меха-
низме поведения отрывных вихрей обобщенное вы-
ражение для скорости захвата вихрей vc примет вид

vc = γ|u∞ − u|+ u∗t. (2)

Введенное понятие скорости захвата не следует
смешивать со скоростью натекания внешней среды
на струю uex. Последняя задается уравнением мате-
риального баланса, ее знак может быть больше нуля
(при торможении) и меньше (при ускорении). Это
кинематическая характеристика струйных течений
свойственна любым режимам течения и поэтому не
несет в себе информации о механизме формирова-
ния турбулентности, но ошибочно трактуется как
источник массы турбулентной жидкости [5–11].
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∞
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Рис. 2. Схема движения турбулентной струи в параллель-

ном потоке внешней среды

4. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ПЕРЕНОСА В ТУРБУЛЕНТНОЙ СТРУЕ

Рассматривается истечение круглой струи с на-
чальной плотностью ρ0 и скоростью u0 в направле-
нии оси x из отверстия радиуса r0 в сечении x = 0

в параллельный поток внешней среды со скоростью
u∞ и плотностью ρ∞ (для полноты описания с до-
бавлением действия силы тяжести вдоль оси x).

Текущие скорость u и плотность ρ струи вслед-
ствие перемешивания поперек потока принимают-
ся постоянными по сечению струи радиуса r. Ин-
тегральные уравнения баланса массы, импульса и
состава с искомыми ρ, u, r и uex для рассматрива-
емого варианта несжимаемой жидкости выводятся,
как показано на рис. 2, путем суммирования соот-
ветствующих потоков между двумя нормальными к
оси струи плоскостями, разделенными расстоянием
dx→ 0:

d[(ρ∞u∞ − ρu)r2]/dx− 2rρ∞uex = 0,

d[ρu(u− u∞)r2]/dx = (ρ∞ − ρ)r2/Fr2, (3)

ρ = ρ∞ − (ρ∞ − 1)/ur2,

где Fr = u0/(gr0)
1/2 — число Фруда, и все перемен-

ные представлены в безразмерном виде с использо-
ванием параметров u0, r0 и ρ0 в качестве характер-
ных масштабов скорости, длины и плотности. Пер-
вым уравнением полученной системы — уравнени-
ем баланса масс — задается скорость натекания uex
внешней среды на струю. Как отмечено выше, это
кинематическая характеристика течения, обуслов-
ленная торможением или ускорением течения струи.
Второе уравнение — для продольной компоненты
импульса — записано с учетом подстановки в него
uex из первого и с добавлением силы тяжести вдоль
оси x для полноты описания. Третье — уравнение со-
става — получено из условия, что вещество струи в
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ее начальном сечении по ходу движения ее не поки-
дает. Недостающее уравнение для искомых ρ, u, uex
и r задается как уравнение баланса массы «турбу-
лентной» жидкости:

d(ρur2)/dx = 2ρ∞vcr, (4)

в котором ее источником является описанный выше
процесс завихрения и захвата массы внешней среды.
С учетом полученного уравнения скорость натека-
ния uex преобразуется к виду

uex = u∞dr/dx − vc.

Подчеркнем, что знак uex в зависимости от значе-
ния u∞ может быть больше или меньше нуля, в то
время как vc, выводимое из условия динамическо-
го взаимодействия турбулентной струи с внешней
средой, имеет смысл скорости порождения турбу-
лентной жидкости, величина которой по определе-
нию всегда строго большая нуля.

5. АНАЛИЗ РЕШЕНИЙ ПОЛУЧЕННЫХ
УРАВНЕНИЙ

Качественные особенности течения турбулент-
ной струи можно описать для характерных режи-
мов течения. Так, для предела Fr → ∞, т. е. без
учета сил плавучести, интегрируя второе уравнение
системы (3) с условиями

u|x=0 = r|x=0 = 1,

находим
ρur2 = (1− u∞)/(u− u∞), (5)

а уравнение (4) при введении обозначения
z0 = (1− u∞)/ρ∞ преобразуется к виду

du/dx = −(2/z0)(u − u∞)2(vcr), (6)

где радиус струи r с учетом формул (3) и (5) для ρ
задается выражением

ur2 = 1− 1/ρ∞ + z0/(u− u∞).

Уравнение (6) позволяет проследить развитие кар-
тины течения турбулентной струи на всем пути ее
движения. Наглядную оценку переменных u и r

с учетом многообразия внешних условий течения
можно получить для предела x → ∞. Уравнение
(6) после подстановки в него выражений для u и r

в этом пределе как

u = u∞(1 + cx−α), r2 = z0(x
α/u∞c),

где α > 0 и c — искомые константы, примет вид

(
αz0/(u∞c)

)
xα−1 = 2(γcx−α + u∗t)(z0/u∞c)

1/2xα/2.

Приравняв нулю сумму членов при одинаковых сте-
пенях x, для величин α, c и переменных u и r в
зависимости от параметра внешней турбулентности
u∗t получаем следующие оценки.

1. В отсутствие внешней турбулентности, т. е.
при u∗t = 0:

α = 2/3, c =
(
z0/

(
9u∞γ

2
))1/3

,

r = (3γz0/u∞)1/3x1/3, u = u∞(1 + cx−2/3).

2. При наличии внешней турбулентности, иначе
при u∗t > 0:

α = 2, c = (z0/u∞)/u2∗t,

r = u∗tx, u = u∞(1 + cx−2).

3. Для случая u∗t = 0 и u∞ = 0 получаем клас-
сический вариант:

r = γx, u = 1/(γρ1/2∞ x).

Характер асимптотической зависимости иско-
мых r и u от x в найденных соотношениях согла-
суется с результатами теории на основе общих сооб-
ражений размерности [8]. Это дает основание учи-
тывать полученные результаты в качестве теорети-
ческой основы при дальнейшем исследовании тур-
булентных струй с усложняющими факторами те-
чений, в частности для рассматриваемой далее тур-
булентной струи в сносящем потоке внешнего газа.

6. ТУРБУЛЕНТНАЯ СТРУЯ В СНОСЯЩЕМ
ПОТОКЕ

Рассматривается вариант истечения турбулент-
ной струи, когда ее направление на выходе в поток
внешней среды, как показано на рис. 3, образуют
с ним угол α0 > 0. Внешний поток оказывает дво-
якое воздействие на структуру и характер течения
струи. Под динамическим напором его нормальной
к оси струи составляющей скорости происходит от-
клонение траектории струи в направление его те-
чения, а создаваемая им разность давлений между
передней и кормовой частями обтекаемой струи при-
водит к деформации профиля поперечного сечения
струи, принимающего форму, близкую к сегменту
круга [11].
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Рис. 3. Схема движения турбулентной струи в сносящем

потоке газа: а — сечение струи в плоскости симметрии ее

движения xy. Струя вытекает под углом α0 к направле-

нию внешнего потока, движущегося вдоль оси x; началь-

ные данные струи и внешнего потока те же, что и для

схемы на рис. 2; uτ∞ и un∞ — проекции u∞ вдоль струи

и перпендикулярно к ней; x1 — криволинейная координа-

та траектории струи; б — профиль поперечного сечения

струи в форме сегмента с углом раствора ϕ и радиусом rϕ

Поскольку струя это реальный объект исследо-
вания, воздействие на него внешних условий мож-
но описывать с заранее заданной той или иной
упрощенной структурой его геометрических пара-
метров. В данном варианте теории использовано
понятие круглой струи радиуса r и параметров
S = πr2, Π = 2πr и Dmax = 2r.

6.1. Вывод уравнений движения

турбулентной струи

В системе координат xy касательная к траек-
тории образует угол α с осью x. С учетом записи
равенства dx/dy = tgα ≡ 1/t уравнения траекто-
рии с использованием криволинейной координаты
x1 предстанут в виде

dx/dx1 = t/(1 + t2)1/2,

dy/dx1 = 1/(1 + t2)1/2.

Как и в предыдущем варианте струйного потока,
текущие плотность и скорость струи из-за турбу-
лентного перемешивания принимаются постоянны-
ми по поперечному сечению струи. Уравнения ба-
ланса масс, компоненты импульса вдоль оси x1 и
уравнение баланса массы «турбулентной» жидко-
сти, подобное уравнению (4), в котором вместо u∞
взята ее проекция uτ∞ = u∞ cosα на направление
оси x1, выводятся, как и ранее, для прямой струи

a

б

Рис. 4. Кривые траекторий струи метана, выходящей во

внешний поток: а — под углом α0 = 30◦, б — под прямым

углом α0 = 90◦, и последовательно возрастающих зна-

чениях относительной скорости сносящего потока u∞/u0:

1 — 0.02; 2 — 0.05; 3 — 0.1; 4 — 0.15; 5 — 0.2; штрихпунк-

тиры — эмпирические корреляции из [11]

при суммировании потоков этих величин через сече-
ния x1 и x1 + dx1, нормальные к траектории струи:

d(ρur2)/dx1 − ρ∞uτ∞(dr2/dx1)− 2ρ∞uexr = 0,

d(ρu2r2)/dx1 − uτ∞d(ρur
2)/dx1 = 0,

d(ρur2)/dx1 = 2γρ∞
(
|u− uτ∞|+ ξtuτ∞

)
r.

Уравнение для нормальной к оси x1 компоненты им-
пульса, фактически задающее дополнительное урав-
нение для траектории струи, выводится из усло-
вия равенства силы трения при отрывном обтекании
струи по нормали к ней:

Ffr = (1/2)γfrρ∞u
2
n∞(Dmaxdx1),

возникающей при искривлении траектории центро-
стремительной силы

Fc = ρu2(Sdx1)/R,
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Рис. 5. Кривые траекторий струи метана при различных

углах выхода к направлению внешнего сносящего потока

α0: 1 — 30◦; 2 — 60◦; 3 — 90◦; 4 — 120◦; 5 — 150◦ и ско-

рости сносящего потока u∞/u0 = 0.02; штрихпунктиры —

эмпирические корреляции из [11]

где R — радиус кривизны траектории струи:

R = [1 + (dy/dx)2]3/2/|d2y/dx2| ≡ (1 + t2)/(dt/dx1),

un∞ = u∞ sinα, γfr — коэффициент трения:

ρu2r2(dt/dx1) = γfrρ∞u
2
∞r,

и начальными условиями в точке x1 = 0. В соответ-
ствии с принятой схемой истечения струи эти усло-
вия запишем в виде

u = 1, ρ = 1, S = π, x = y = 0, t = ctgα0.

6.2. Расчеты и сравнение с экспериментом

Полученные соотношения и уравнения содержат
множество параметров, определяющих общие усло-
вия движения струи в сносящем потоке. Из усло-
вий последующего сравнения с имеющими экспери-
ментальными данными приняты условия ρ∞ = 1 и
u∗t = 0, т. е. без влияния внешней турбулентности,
а варьируются параметры: угол α0 между началь-
ным направлением струи и скорость внешнего по-
тока газа u∞, начальная скорость u0, скорость u∞,
плотность ρ∞ внешней среды, интенсивность мел-
комасштабных пульсаций внешней среды u∗t. Тео-
рия содержит константы γ, γfr, по своему физиче-
скому смыслу не зависящие от перечисленных вы-
ше параметров движения, и поэтому рассматрива-
ются как универсальные константы. Значение кон-
станты γ принято равным 0.11 (оно получается при

усреднении классического профиля скорости одно-
родной затопленной струи [11] по ее поперечному се-
чению и имеет смысл полуугла ее расширения). Зна-
чение коэффициента трения поперечного обтекания
струи принято равным 0.75. Напомним, что при тур-
булентном обтекании круглого цилиндра величина
γfr ≈ 0.6–0.8 [6]. В данном разделе приводятся ре-
зультаты расчета траекторий турбулентной струи в
сносящем потоке для различных комбинаций значе-
ний независимых параметров течения, дающие на-
глядное представление о влиянии этих параметров
на геометрические характеристики струйного по-
тока. Для сравнения с экспериментом на рис. 4, 5
приведены расчеты по эмпирическим зависимостям
Шандорова, взятым из [11].

7. ВЫВОДЫ

1. В отличие от ранее разрабатывавшихся по-
луэмпирических моделей движения турбулентных
струй учтена их главная особенность — наличие чет-
кой границы раздела между струей и внешней лами-
нарной средой.

2. Предложен альтернативный существующим
представлениям механизм вовлечения внешней сре-
ды в объем турбулентного потока. В его основе
лежала идея образования турбулентных вихрей на
границах струи как единственного источника массы
и энергии турбулентных пульсаций потока.

3. Получено выражение для скорости захвата
внешней среды с учетом эффектов внешней тур-
булентности и соответствующее уравнение балан-
са массы турбулентной жидкости, замкнувшее си-
стему уравнений, описывающих параметры турбу-
лентных струй в зависимости от множества внеш-
них условий ее распространения — скорости и плот-
ности внешней среды, силы тяжести (для плавучих
струй), внешней турбулентности.

4. Фактор границы как источника турбулентно-
сти дал основание описывать искомые параметры
струи (скорость u и плотность ρ) в форме однород-
ных по сечению струи распределений.

5. Проведено исследование особых режимов дви-
жения струй в различных сочетаниях независи-
мых параметров, подтвердившее физическую непро-
тиворечивость результатов расчета и логическую
обоснованность исходных допущений предложенной
теории.

6. Результаты расчета качественно и количе-
ственно описывают классические эксперименты,
подтверждая тем самым справедливость принятых
допущений.
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