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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ К СИСТЕМЕ 
БОЗЕ-ЧАСТИЦ <« 

С. г , Беляев 

Показана возможность применения техники квантовой теории поля к системе многих 
бозе-частиц. Сформулировано уравнение Дайсона для одночастичной функции Грииа, Рас-
смотрены некоторые свойства конденсата в системе взаимодействующих бозе-частиц. 

1. Введение 

В последние годы в квантовой теории полей, в частности в квантовой 
электродинамике, широко используются функции Грина введение которых 
•позволило развивать методы, не связанные с обычной теорией возмущений 
(например, t^]). Показана также возмолшость применения методики функций 
Грина для решения задач многих тел Одночастичная функция Грина поз-
воляет находить в таких задачах существенные характеристики системы": 
энергетический спектр, распределение частиц по импульсам в основном со-
стоянии и др. [Ч. 

В настоящей работе развивается методика функции Грина для системы, 
состоящей из большого числа N взаимодействующих бозе-частиц. Особен-
ностью данного случая является наличие в основном состоянии большой 
группы частиц с импульсом ρ = О (конденсат), что не позволяет применить 
обычную технику квантовой теории поля. Однако при большом N оказы-
вается возможным использовать обычную технику фейнмановских графиков 
для частиц с ρ О, а конденсат (как показано, он не исчезает при включе-
нии. взаимодействия) рассматривать как некоторое внешнее поле. 

Функция Грина выражается через три эффективных потенциала Тчи (ис-
пускания и поглощения пары и рассеяния) и химический потенциал системы 
μ (аналог уравнения Дайсона в электродинамике Для нахождения 
и μ требуется определенное приближение. Вычисление их по теории возму-
щений дает для спектра квазичастиц результат, полученный Боголю-
бовым Р] . В следующей статье 14 % и μ вычисляются в приближении ма-
лой плотности. 

2. Постановка задачи· Фейнмановские графики 

Рассматривается система N бесспиновых бозе-частиц с массой m = 1,. 
заключенных в объем V. Предполагается что iV, но N/V ^ η конечно. 
При этом суммирование по дискретным импульсам заменяется интегриро-
ванием: 

5 ф . 

Гамильтониан системы имеет вид Я ^ H q + Hi, где 1) 

Яо - } ^ У (X) У Ψ (X) & - Σ ' I ^ Ύ ^ ^ > 
^ J Ρ 

^ Частное сообщение Α. Б. Мигдала. 
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Я^ =-- у ^ (х) Ψ* (х') и {х — х') Ψ (χ') Ψ (χ) dx (ίχ'= 

Σ • (2-2) 2V ^ q ρ ρ' p ' -q ρ+η ' pp'q 

Здесь и (χ — χ') — потенциал парного взаимодействия частиц, i/q = 
и {x)dx — eTO компонента Фурье, а 

ρ ρ 
где а ^ и а ^ — обычные бозе-операторы с правилом коммутации 

Одночастичиая функция Грина определяется двумя эквивалентными 
вырал<ениямй либо через операторы в представлении Гайзенберга: 

Ю (х ^ х^) ^ <(»f, Τ {Ψ (χ) Ψ' {χ')} Φξ}. (2.3) 

где среднее берется по основному состоянию N взаимодействуюш;их частиц, 
либо через операторы в представлении взаимодействия: 

iG {X - X') - <Т {Ψ {X) Ψ·̂  {χ') S}> / <5>, (2.4) 

Здесь усреднение проводится по основному состоянию невзаимодействую-
щих частиц (все частицы в конденсате, т. е. числа заполнения Мрфо = 0; 
Nq = N), S — матрица в нашем случае имеет вид 

ехр (— 4 5 d^Xid^x^U (1 - 2) Ч'·" (1) Ψ"̂  (2) ψ (2) Ψ ( l )) j > (2.5) 

где для удобства введено обозначение ί/ (1 — 2) = ί/ (х^ —- Xs) δ (t^ — t^). 
{Здесь и в дальнейшем 1 = д : , . . . , ρ — 4-Бекторы, а рх = рх — p V . ) Оп-
ределение (2.3) удобно для получения связи G с физическрши величинами, 
а (2.4) —для конкретных вычислений. 

Если в числителе (2.4) разлолшть S-матрйцу в ряд, то каждый член 
будет содержать Г-произведение от некоторого^ числа Ψ и Ψ^, Т-произ-
ведение известным образом ί*̂ ] выражается через сумму нормальных про-
изведений с различным числом сверток между Ψ и Ψ^. В квантовой 
электродинамике после усреднения по вакууму из этой суммы исчезают 
все члены, содержаш.ие под знаком iV-произведения несвернутые операторы 
уничтожения. Оставшимся членам, содержащим только свертки Ψ и Ψ"̂ , 
•сопоставляются определенные фейнмановские графики. В нашем случае 
усреднение проводится по состоянию, в котором присутствуют N частиц 
с импульсом ρ = О, поэтому среднее от iV-произведения, содержащего а^, 
не обращается в нуль и обычный метод построения графиков оказывается 
неприменимым. 

В связи с особой ролью состояний с ρ == О, удобно выделить операторы 
щ и из и Ψ"̂  положив, 

ψ ψ ' + αο IVV; Ψ'· = + a t /VV. . (2J) 

Функцию Грина (2.4) также разобьем на две части: функцию надкон-
деисатных частиц 

ШГ{х ~ л;') - <Г {Ψ' (х) {х') S}> / <S> (2.7) 

и (1)ункцию Грина частиц конденсата (зависящую только от t — V) 

( f ) S}>/1/<5>. (2.8) 
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Обе функцрш не определяются независимо, так как 5-матрица, входя-
щая в обе функции, содержит как операторы Ч '̂, так и а^. Как будет 
показано ниже, в случае большого N для определения G' можно сфор-
мулировать обычный метод фейнмаиовских графиков, причем конденсат 
играет при этом роль внешнего поля. 

Представим операции Г и < . . . > в виде двух последовательных опе-
раций только над Ψ' и Ψ'̂ ·̂ и только над а^ и ар 

где и < . . .>0 действуют на а,, и ар Тогда (2.7) можно записать 
β следующем виде (штрих у С?' в дальнейшем опускаем): 

iO (X ^ X') ^ ^^ _ 1 (2.9) 

где 

(2Л0) 

Выражение (2.10) имеет ту же структуру, что и числитель в (2.7), но 
входящие в iS операторы а^, а+ играют здесь роль параметров. Усредне-
ние в (2.10) по основному состоянию для операторов Ψ', Ψ'"^ эквивалентно 
усреднеиргю по вакууму, так что при вычрюлеиии @ можно использовать 
обычный формализм фейнмаиовских графиков. ' 

Сопоставим потенциалу —/( / (1—2) пунктирную линию между I и 2, 
а свертке операторов Ψ'(1)Ψ'·^ (2)— (1—2) —сплошную линию с на-
правлением от 2 к L Из вида гамильтониана взаимодействия (2.2) видно, 
что любой график, входящий в (2.10), получается комбинацией восьми 
элементарных графиков, изображенных на рис. ί . Они соответствуют раз-
личным членам в (2.2), получающимся после шдстаиовки (2.6). Отсут-
ствующей сплошной линии («неполной вершине») соответствует cIq/Y'V 
или a t / y V . На рис. 2 изображен для примера один из графиков, вхо-
дящих в @(;ί:ι — х*̂ ), соответствующий интегралу 

Ж , (λ'ι; х^) - J Ĝ "̂  (1 --- 3) и (3 ™ 4) (3 — 5) (4 — б) ί/ (5 — 6) χ 

Χ G '̂̂  (6 2) V^^at ih) a, (h) (2.11) 

Пусть Ж (л;; л:') —какой-либо входящий в (2Л0) график, не содержа-
щий несвязанных частей — вакуумных петель. Рассмотрим наряду с ним 
графики, отличающиеся от 3Ji наличием дополнительных вакуумных петель. 
Вся совокупность таких графиков, как известно, дает с дополнитель-
ным множителем, который имеет смысл среднего по вакууму от S-матрицы, 
т. е. в данном случае (когда усредняется только Ψ' и Ψ'" )̂ <5>'. Таким 
образом, учет вакуумных петель преобразует Ш в 

Ш(х ;х ' ) ( 3у . (2.12) 

В квантовой электродинамике множитель <S> сокращается со знаменате-
лем в (2.4), поэтому там можно не учитывать вакуумные петли, отбра-
сывая вместе с тем знаменатель в (2.4). В нашем случае, как будет видно 
лйл<е, множитель <5>' играет существенную роль. 

Выражение (2.12) войдет в (2.9) в виде 

<Г{Ж(л:;У)<5/}>«/<5>, (2.13) 
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где оператор Т^ действует иа а^, a f , входящие в 201: и <S>'. Пусть Ш 
содержит т пар операторов Qq, т. е. имеет вид 

Ж (х; х') === ^ Μ (χ; χ'; t^. .. t^; ... Ci) a^ (ti). .. 

{df), 

тогда (2.13) можно представить в виде 

МШ, . . ^ С) (dt) {dn. \2.14) 5 
где 

/Go (^1 . . . L·; С ) ( t ^ ) . . . 4 [ Q S] > / Г" <S> (2.15) 

является m-частичной функцией Грина для конденсата (см. 2.8). · 
Таким образом, графики для функции Грина (2.9) совпадают с описанными 

выше графиками для Θ, но в интегралы вместо совокупности множителей 
α^α^/ν входит соответствующая функция Грина для конденсата. Так, в инте-
грал (2Л1) вместо войдет /(/о(^б — ^4)· Несвязанные части, 
графиков учитывать не следует, они уже учтены в Gq. Задача сводится^ 
таким образом, к нахождению конденсатных функций Грина Go. 

3, Функции Грина для конденсата 

Запишем т-частичную кондеисатную функцию (2.15) в виде 

/Go ( ί χ . . . tnr. t i . . 4 ) = К ( ω . . . αο 4 [К] . . . 

. . . .(ЗЛ) 
Величина <3}' получена суммированием всевозможных вакуумных петель. 
Если обозначить через λ сумму различных компактных (т. е. односвязных) 
вакуумных петель, то нетрудно видеть что сумма всех членов с двумя 
петлями равна )s^/2U с т р е м я ~ Х ^ З ! и т. д. и, следовательно, 
В нашем случае λ является функционалом от а^а^: Легко видеть, что λ 
пропорциональна объему [V (считая а^^а-^ /V конечной величиной). В этом 
легко убедиться для произвольной вакуумной петли, рассматривая сна-
чала соответствующий график с двумя свободными концами (с импуль-
сами ρ и ρ'), который пропорционален δ (ρ — ρ')ί^{2π)·"^1/δρρ/, а затем 
полагая ρ = р' = 0. Обозначая λ 1/σ, где' σ — конечный функционал от 
a^a f /V , получим 

(3.2) 

Некоммутативность а^ и мала по сравнению с их произведе-
нием N) и на первый взгляд калюется, что порядок операторов а+ 
не существенен и поэтому знак Г-произведения в (ЗЛ) можно опустить. 
Следует, однако, иметь в виду, что знак Т̂^ связывает в (ЗЛ) произве-
дение ад... а+ с величиной е^^, содержавшей любые степени объема, кото-
рая может компенсировать малость коммутаторов а^ и Только после 
«выпутывания»ао из-под Г-произведения можно пренебречь их неком-
мутативностью. Отметим также, что операторы Uq, a f коммутируют 
с Яо (2.]) и поэтому в представлении взаимодействия не зависят от вре-
мени. Аргументы у a^(t) и a + ( f ) в (3.1) играют лишь роль упорядочи-
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вающих символов для операции Г \ После проведения Г-упорядочивания 
можно считать а^ и не зависящими от времени. 

«Выпутывание» а о . . . а+ из-под Г-произведения производится с помощью 
следующей теоремы. 

Для произвольных функционалов B(aoa^/V) и с точностью 
до членов ~ 1 / ]/ (считая a^a-^/V конечными величинами) имеет место 
следующее правило «выпутывания»: 

Т^ {В / ]/} == В (ΑΑη π {е^-}. (3.3) 

Величины Л и определяются интегральными уравнениями 

А it) = 0 {ΑΑη + ^ df О {t ^ r)L· ( f ) , (3.4) 

Л·' it) - С^ {ΑΑ-η + (f -1) Ъ {ΑΑη / 8Л (Г), 

где G (ί ~ V) — свертка операторов а^ и а+ 

а не зависящие от времени функционалы С и С^ определяются из квад-
ратных уравнений 

+ (3.6, 

Доказательство сформулированной теоремы дано в Приложении, 
Применяя (3.3) к (ЗЛ), получим 

(Знаменатель в (ЗЛ) сократился с <ГЧ5>'>^ = <5χ:) Усреднение произве-
дения Л . - . Л"̂  в пренебрежиии величинами \ jV сводится к замене 
всех операторов а^, ао на ] / / / . Обозначая величины, получающиеся при 
такой замене из Л и Л"̂ , соответственно через /( и /С, получим 

ш,{h...t,n, ί ; . . . t ' j = кih)...{t>„)r ( Q . . . / ( [ Q , (3.7) 

где К и К"" согласно (3.4) удовлетворяют уравнениям 

m ^ ^ c + l d t ' H t - n ' i ^ , 

а С и С*̂  определяются из 

Как видно из (3.7), функции Грииа для конденсата распадаются на от-
дельные мнолштели, каждый из которых зависит только от одного времен-
ного аргумента. Физический смысл этого результата можно пояснить следую-
щими качественными соображениями. Для простоты мы будем иметь в виду 
двучастичиую функцию для невзаимодействующих частиц ίΟο\ί — f ) = 
= Она описывает процесс перехода частицы из f в t Если 
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вначале был вакуум, то такой процесс может произойти только цутем рож-
дения частицы в момент f , а затем ее поглощения в более поздний момент t,. 
что описывается сверткой операторов ά^ά^ = θ. Следовательно, в этом 
случае совпадает со сверткой (что и имеет место в электродинамике). 
Если же процесс происходит в присутствии N частиц того же типа, то моясно^ 
родить и поглотить разные частицы. В этом случае процесс перехода частицы 
из f в / состоит из двух процессов: рождения лишней частицы в конденсате 
в момент f и поглощения одной частицы из конденсата в момент t После-
довательность этих двух процессов при большом N становится безразлич-
ной (с точностью до Л/""̂ ) и, следовательно, сами процессы — независимыми. 
Эти рассулсдения справедливы и для точной функции GqI она также разби-
вается на два множителя K{t) и описывающие два независимых про-
цесса испускания и поглощения частицы в соответса^вующие моменты вре-
мени. 

Рассмотрим более детально одиочастичную конденсатную функцию 

t G , { t - n ^ K { t ) I C { n : ) (ЗЛО) 

Здесь слева ^—функция только разности t — f , а справа — произведение 
функций от ί и следовательно, / ( ( t ) и (t) имеют вид экспоненты 

/< {t) - Vn, К" {t) - Vn, β̂ Μ (3.11) 
и поэтому 

Шо (t — η n^e-^^i^-^'). (3.12) 

Чтобы выяснить физический смысл величин Hq и μ, рассмотрим для G^ 
определение (2.3) 

iG, {t - η , Τ {ао it) at ( f )} / F . (3.13) 

Полагая в (3.13) f — найдем 

(3.14)· 

Pl3 сравнения (3.12) и (3.14) следует, что nQ — Nf^/V есть средняя плот-
ность частиц конденсата. 

Пусть теперь для определенности тогда (3.13) можно записать, 
в виде 

iG, it ~ V) ^ ± <фГао (t) Ф^-Ьх^ ( f ) Ф^; -Ь 

+ S it) O f ( П аф О 

ИЛИ, выделяя временную зависимость у гайзеиберговских операторов, 

iG, (t ~ t') - 4 · ехр ί - i - E^) {t-t')} + + 

+ 2 exp { - i £ f ) (t - 1 ' ) } (3.15) 

Сравнивая точное выражение (3.15) с (3.12), полученным в пренебрежении 
членами, исчезающими при N->00, можно сделать заключение, что послед-
ний член в (3.15) исчезает при N-^oo. При сравнении временной зависимости 
первого члена в (ЗЛ5) с (3.12) непосредственно видно, что величина μ имеет 
смысл химического потенциала системы 

μ ^ E ^ ^ ' l · ! - Ε ξ ^ дЕ^/дМ. (3.16) 
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Оба параметра щ и μ, входящие к /<· и К*, могут быть в принципе опре-
делены из решения уравнений (3.8). Однако практически это сделать трудно. 
Дело в том, что при вычислении вакуумных петель, входящих в а, прихо-
дится сначала интегрировать по времени в конечных пределах (— Т; Г), 
так что в уравнения (3.8) входит параметр Т. Переходить к пределу Г - ^ о о 

« ® решениях, но не в уравнениях, поэтому подставлять в 
а (ДД ) ДЛЯ Д и Д их предельные выражения (3.11) нельзя, а необходимо 
непосредственно решать нелинейные уравнения (3.8). Можно все же полу-
чить из (3.8) одно соотношение между щ и μ. 

Дифференцируя (3.8) по t и замечая, что d6(t — t')/di = δ(ί — Л , мы по-
лучим дифференциальные уравнения: 

dK:/dt = {КК'^) IЬК* (t); dK'-fdt^- δα (КК*) / Щ (t). (3.17) 

Представим величину σ в виде ряда 

с { т - - / 5 ( ί ; . . . 4 .· / х . . . U ( ί Ο . . . 
(W) 

• · · K-'iQKih). ·. Kitm) (dt) {dt% (ЗЛ8) 
где каждый член соответствует некоторой вакуумной петле с т парами 
неполных вершин, а суммирование ведется по различным петлям. «Ваку-
умные амплитуды» Wm фактически содержат только 2/п — I аргументов 
(разности времен), поэтому предельные значения для К и /("̂  при беско-
нечных пределах интегрирования дают в (3.18) бесконечность. При вариа-
ции (ЗЛ8) по исчезает одно: интегрирование и результат оказывается 
конечным. Используя (ЗЛ1) и записывая фурье-компоненту Wni{t'\t) 
в виде 

Wm ( ω ; ω ^ ) В (2ω - 2^') - ^ Ψ,η {Г; t) Щ ( d f ) , 

найдем 

М Щ р . == _ i γ η ^ 2 no-^'Wrn (μ· μ ) ( 3 . 1 9 ) 

Подставляя (ЗЛЭ) в (ЗЛ7) и используя (ЗЛ1), получаем искомое соот-
ношение 

(3.20) 
т 

Суммирование здесь ведется по различным вакуумным петлям, входящим 
в величину δσ/δ/(+(ί) с весом единица (см. ЗЛЭ). Следует иметь в виду, 
что петли, входящие в имеют одну выделенную неполную 
вершину t (объект варьирования), поэтому они считаются различными не 
только по геометрической структуре, но и по месту выделенной вершины. 

(3.20) можно рассматривать как уравнение для μ (%). В рассматривае-
мую задачу входит один свободный параметр — полное число частиц N (или 
плотность п), поэтому μ и % должны быть выражены через п. Но η непосред-
ственно в уравнения не входит, поэтому можно считать свободным парамет-
ром не д, а По и все остальные величины выражать через Hq. Связь же п^ 
с η может быть найдена после решения задачи. При таком условии (3.20) 
полностью определяет К и / С и, следовательно, любую коиденсатную функ-
цию Грина. Заметим, что можно решать задачу и с двумя свободными пара-
метрами μ и По и лишь в конечном результате учесть их связь (см. б), но 
в этом случае значительно увеличиваются математические трудности» 
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4. Некоторые свойства конденсата 

Из вида конденсатных функций Gq МОЖНО сделать определенные заключе-
ния о характере конденсата в системе взаимодействующих частиц. 

При отсутствии взаимодействия распределение частиц по импульсам 
в основном состоянии имеет вид δ(ρ) =: (2π)"3Ι/δρο. При включении 
взаимодействия распределение размывается. При этом в принципе возможны 
два случая: либо член с о(р) полностью исчезает и распределение стано-
вится непрерывным (нет конденсата), либо член с δ(ρ) остается, так что 
состояние с р = : 0 по-прежнему выделето (есть конденсат^ В первом 
случае все средние числа заполнения Л̂ р конечны, и при р ->0 . 
Во втором случае. iVp^o конечны, но — V. 

Возможность пренебрежения в (ЗЛ5) последним членом эквивалентно 
утверждению, что действие Cq на основное состояние системы Ф;^ не воз-
буждает систему, т. е. 

(4.1) 

Это утверждение на первый взгляд кажется странным: изменение числа 
частиц с ρ = О, нарушая стационарное соотношение между числами запол-
нения должно возбуждать систему. Если iV^ конечно, то изменение его 
на единицу действительно существенно меняет состояние, но если iV^ ~ 
то такое изменение практически не возмутит основное состояшге. Соотно-
шение (4.1) говорит в пользу второго случая. Следовательно, при вклю-
чении взаимодействия конденсат никогда полностью не исчезает. 

Рассмотрим теперь вопрос о флуктуации числа частиц в конденсате. 
В состояний Ф^ величина Ν^ не имеет определенного значения. Разло-
жим Ф^ по собственным функциям состояний с определенным Это 
разложение можно представить в виде 

(4.2) 

где —функций только от чисел заполнения конденсата, а χ;^ зависят 
от остальных переменных, χ^ описывает состояние т частиц, размазанных 
по всем импульсам р=^0. Другими словами, она является суперпозицией 
функций от чисел заполнения с р=^0. От верхнего индекса N зависят 
коэффициенты в этой суперпозицрш. Нормировка для χ̂ ^ имеет вид 

Используем (4Л) для вычисления матричного элемента 

= ( Ж п - х ) · С ^ п . (4.3) 

(учтена ортогональность ψξ^ и φ^· при С^™,» и χ^ —плавные 
функции Ν, поэтому можно написать 

В результате (4.3) пришмает вид 



••^у.штм-тл •'·•;: ι~· Mjw;  

„ выражение получается, естественно, и для 
Оценим сумму в (3.15), положив в ней Исполь^гя (3.14) и 
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Легко видеть, что стоящая здесь сумма есть !^ ' . так что 

<Фо'^-Ч<> ^ N f ' { 1 + 0 (Ν-η}. (4.4) 

Аналогичное 
Оценим С] 

(4.4), находим 

Σ (4.5) 
sta 

откуда видно, что эта сумма связана с величиной флуктуации числа ча-
стиц в конденсате. Из того факта, что при этой суммой можно 
пренебречь, следует 

n p u N ^ o o , (4.6) 

т. е. относительные флуктуации числа частиц в конденсате малы. 

5. Функция Грина для частицы с р=5̂ =0 

С учетом полученного в разделе 3 выражения для конденсатных функ-
ций можно следующим образом переформулировать правила построения 
графиков, изложенные в разделе 2. 

й W & с J d 

ν > - 7 ^ h' w 
Рис. i 

Любой график получается комбинацией восьми элементарных гра-
фиков (рм. 1). Каждой иеполшй вершине сопоставляется множитель 
K{t) = Уп^ или ^ t ) = Ущ е^^^ соответственно для отсутствующей 
входящей или выходящей сплошной линии. Наличие такого множителя 
означает, что в данном взаимо-
действии участвует (поглощается 
или испускается) частица конден-
сата с энергией μ. Если каж:дой 
входящей и выходящей частице 
конденсата сопоставить некоторую 
линию (например волнистую), то 
все эти линии будут свободными. 3 
По аналогий с квантовой электро-
динамикой можно сказать, что 
конденсат играет роль внешнего поля с частотой μ. . 

Рассмотрим общую структуру графиков, дающих вклад в функцию 
Грина (2.7). Произвольный график, входящий в G, имеет вид ожерелья, 
состоящего из отдельных неприводимых частей, связанных между собой 
только одной сплошной линией. Всего возможны три типа неприводимых 
частей (т, е. не содержащих внутри себя элементов, соединенных только 
одной сплошной линией), отличающихся числом выходов и входов сплош-
ных линий (рис.. 3). Полные совокупности соответствующих неприводимых 
11 ЖЗТФ, 
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частей назовем — ffiii, —/Еоз, — ffiso. Процессам с сохранением числа 
частиц над конденсатом отвечает Σ^ , тогда как Ê g и Ego соответствуют 
поглощению и рождению двух частиц. При этом, естественно, рождаются 
или поглощаются две частицы конденсата и их энергию 2 μ следует учи-
тывать. В импульсном представлении это сказывается в том, что 

iPil Р2) содержит δ (ρχ—pg), тогда как в EoaipiPa) и Σ^οΙΡιΡ^) входит 
δ(Ρι+ pg—2μ)^. В дальнейшем мы будем учитывать законы сохранения 
в аргументах Hiu, обозначая коэффициенты при δ-функциях через 

Σιι (ρ; ρ) s Sii(p); Σ,2 (ρ + μ,— ρ -Ь μ) ^ Σ̂ ^ (ρ + μ); 
^20 (ρ + Ρ + μ ) = (ρ + μ). (5.1) 

Величины Lih являются характеристиками взаимодействия частиц и их 
можно назвать эффективными потенциалами парного взаимодействия. 

Введем наряду с функцией Гри-
на G вспомогательную величину 
G — совокупность графиков, имеющих 
два входящих конца (а не один вхо-

ρ-'μ 

л 
а 

ρ^μ 

Рис, 5 

дящий и один выходящий, как в G). На рис. 4̂  представлены некоторые 
структурные графики, входящие в G. Величина G описывает процесс пере-
хода двух частиц в конденсат. В импульсном представлении, когда вхо-
дящим концам соответствуют 4-импульсы ρ + μ и — ρ 4 - μ будем писать 
G (р + μ). 

Для G Ε G можно написать систему двух уравнений (аналог 
уравнения Дайсона в электродинамике 

G (p + μ) = + μ) + G^'^ip + μ) Ση (ρ + μ) G (ρ + μ) + 

+ G '̂̂  (ρ + μ) Σ̂ ο (Ρ + μ) G (Ρ + μ), (5.2) 
ό<p-Ьμ)-G^^^(---p+μ)Σa(~p+μ)G(p + μ) + ρ -f μ)Σ,,{ρ^μ)0{ρ +μ) . 

Структура этих уравнений изображена графически на рис. 5 и не требует 
дальнейших пояснений. Разрешая систему (5.2) относительно G и 
д , найдем 

G (р + μ) (G^'^"' ™ Ση)- {{G '̂̂ '̂ ~ Σχ,)^ {G ' ' '" Σ,,)" 

G (ρ + μ) == Σ,, ™ Σα)^ (Ĝ ^̂ "̂̂  Ση)"" - Σ , Λ ^ Ρ , (5.3) 

где значки + означают аргументы (±:ρ + μ). 
Заметим, что выражение (5.3) для G можно записать в обычной фор-

ме уравнения Дайсона 
G -1 

Σ (ρ + μ) = Σπ (ρ + μ) + Σ^Σ^^ / { - ρ + μ) - Σ^ ( - ρ + μ)] . (5 .4) 

μ здесь означает 4-ве1дар, имеющий только одну четвертую компоненту. 
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.Подставляя В {5*3) явное выражение: для функции Грина свободных 
частиц · 

+ δ ^ + 0), (5.5) 

получим для G и G 

G + μ) = — ^ + , (5.6) 

δ ( ρ + μ ) = Хо2 
[ро ̂  _ / - [ε« + (ΣJ ^ Σ") / 2 μ]̂  . . (5.7) 

Выражение (5,6) определяет функцию Грина через эффективные потен-
циалы Lik и химический потенциал системы μ. Какие-либо уравнения для 
самих Σιΐι и μ не могут быть получены в общем виде. Для их определе-
ния необходимо применять приближенные методы суммирования: графиков. 
В разделе 7 для вычисления Σ ι̂ и μ используется теория возмущений. 
В следующей статье будет рассмотрено приближение, в котором ма-
лым параметром является плотность. 

6, Связь функции Грина с параметрами системы^̂ ^ / ^ ' , 

Энергия основного состояния Eq может быть найдена усреднением га-
мршьтониана (2.1), (2,2) по Ф^ ί 

РР'Ч r-r ί: ii, Ν ! 
ί 'ι; -

Последний член в (6.1) можно связать с функцией Грина, {^./^аермотрим 
G в (р, ^)-представленин (т. е/ шлульсное представленце-.трлйо дл̂ ^̂ ^ 
странственных переменных). Из (2.3) следует^ (усреднение'вездешо^.Ф^) 

iG (ρ; ί - Г) = (Τ {ар (t) 4 (Г)}>., (ρ 0), (6.2) 

откуда легко получить . .. 

{id/df-elYQ (ρ; i - f ) - δ (ί ^ -''(6^3) 

где ; • / : 

•p/q M, 1 • 

Умножая (6.3) |на g^·^^ ' ) и интегрируя-πό ί,. получаем е (δ.6) 
. / , ' • • · ) : : ; ^ ' Π Μ | .ίϋ··! ··• 

откуда согласно овределению (5.4) для Σ непосредственно следует 

i? (р) = Σ (ρ) ϋ ip), (ρ Q ) : ' : ; ;;'l,:(6.5) 

с другой стороны, из (6.4) видно, что величина i?(p; —0) связана с по-
следней суммой в (6.1); а именно 

^ Σ i/q > == ( ρ - - Ρ ) . . · ί (6^6) 
pp'q ρ , , ·1 ·,: 

11* 
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Выражение (6.5) для R справедливо только для ρ φ 0. При рфО 
первая часть в (6.2) равна согласно (3.13) i l /Go(- i- i ' ) , так что вместо 
(6.3) в этом случае получаем 

t - n - (6.7) 

Пренебрегая членом с δ-функцией и используя для Oq (3.12), 
находим 

R (0; - 0) = г Go ( χ ) = - ¥по· (6-8) 

С помощью (6.6) и (6.8) выражение для Е^ (6.1) записывается в виде 

= Σ 4 + γ Σ ^ (р; - 0) + Τ Ио· (6-9) 
ρ ρ¥·0 

Используя соотношение (непосредственно следуюш^ее из (6,2)) 

^ р = <aUp) == iG (ρ; - 0) = / ̂  G (ρ) dp^ / (6.10) 

и переходя в (6.9) от суммирования к интегрированию, получим с учетом 
(6.5) следуюш.ее выражение для энергии основного состояния £"0 ·̂ 

£ J ί/ φ + У,Σ {ρ)] G ip) d^p / (2π)^ + μη,/2 (6.11) 

(интегрирование по ρ^ с замыканием в верхнюю полуплоскость). 
Величины Σ и G содержат в качестве параметров μ я п^ (если при 

вычислении не использовалось (3.20) для исключения одного из них), 
поэтому (6Л1) можно рассматривать как связь между Eq/V, μ и щ. 
Еще два соотношения между этими параметрами можно получить, если 
использовать, во-первых, определение химического потенциала μ 

а во-вторых, условие сохранения числа частиц, которое с учетом (6Л0) 
можно записать в следуюш.ем виде (для единицы объема) 

η - По + ^ G (р) # р / (2π)^. (6 Л 3) 

Выралсения (6.11), (6.12) и (6ЛЗ) определяют fio/F, μ и п^ через 
плотность η (или любые другие три величины через четвертую). Заметим, 
что полученное ранее соотношение (3.20) не является новым, при выпол-
нении (6.11), (6Л2) и (6.13) оно будет удовлетворяться тождественно. 

7. Приближение теории возмуш,ений для Σ/̂  и μ 

Графиками первого приближения теории возмуш,ений для являют-
ся элементарные графики рис. I (δ, с —для Σχ ,̂ d —для Σ^̂ , ^ —для 
Sgo).̂  из рассмотрения которых непосредственно следует; 

= S^^ - η ,υ , ι ς ; - + ί/ρ). (7.1) 

3 о существовании подобного соотношения для ферми-системы мне сообщил 
В. М, Галидкий. 
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Единственная «вакуумная петля» в первом приближении — элементарный 
график рис. 1, а, так что согласно (3.20) для μ получаем 

μ = «0^0· (7.2) 
Подставляя (7.1) и (7.2) в выражение для функции Грина (5.6), 

находим 1 \ / 

G (р - f μ) = ро 4 + щ и , е« ̂ ^ - - f Щ . (7.3) 

Значение р® (р) в полюсе функции Грина 0{ρ + μ) определяет энергию 
элементарных возбуждений в системе (квазичастиц) Из (7.3) находим 
для энергии квазичастиц 

.р : = ] / ; « ^-1-2ηοί/ρε«. (7.4) 

Подставляя (7.3) в (6.10), найдем средние числа заполнения в основном 
состоянии 

Жр ( - sp + 4 + щ и ρ) 12βρ = (ηοί/ρ)2 / 2θρ (sp + 4 + noUp). (7.5) 

Выражения (7.4) и (7.5) совпадают с результатами известной работы 
Боголюбова I®]. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Доказательство теоремы (3.3) 

Преобразуем Т-произведение в (3.3) согласно правилу Вика, записав 
последнее в виде 

(П.!) 

где Δ —оператор, заменяющий пару a^at их сверткой (3.5): 

Доказательство теоремы разбивается на два этапа: 1) «выпутывание^) 
В из-под оператора е^ и 2) последующее «распутывание» iV-пройзведення. 

1) Результат первой операции формулируется следующим образом. 
С точностью до членов ^V^^ имеет место равенство 

/ {В (а; а·̂ ) = В (β; ^^ (П.З) 

где β и р·̂  определяются уравнениями 

β (О - ос + ^ dfQ (t - Г) Ьа (ββ-ь) / 86·^ ( f ) ; 

β-ь (t) - ос·^ + J dn { f ^ t\ δσ (ββ-̂ ) / δβ {Г). 
{UA) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Множитель содержащийся в Δ, может ком-
пенсироваться в левой части (П.З) только в том случае, когда хотя бы 
одним варьированием затрагивается . Запишем Δ = Δαο + ^ва + ^аз^ 
где индексы показывают объект варьирования (первый индекс по а). Ре-
зультат действия оператора представим в виде 

А " {е'"'} = (П .5 ) 
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доказано, ниже, не содержит V). С учетом (П.5) получаем 

+ ' (П. 6) 

Подействуем оператором сначала на Из (П,2) получаем 

^e^'^'Utdrnt-Г) г ^ 1 (П.7) 

При действие последующих операторов Lb^ конечное выражение будет 
давать только \ва'рьиройайие' экспоненты, так что из последовательного 
п р Ш й ё н к УПЛ) йледует = е·""'(Dй)^ о 

(П.8) 

Из непосредственно . видно, чтоб)·® является оператором «сдвига» 
«(ί)'ка'величину 

«1 (О = J rff е (ί — f )J§o7 {f), 
поэтому 

^ e^^" {β («; α·") = В (α; ос+) = (α + α^; ос+). (П.9) 

Совершенно аналогичные соотношения получаются для оператора еАов, 
«сдвигающего» «"^(ί). Окончательно получаем для (П.6) 

{В («; а+) e"""} = В (β; е""' - В (β; {β"""}, (П. 10) 

β (О ^ α + ^ ί ^ ^ Ό ί ^ - η δ σ ' / δ α - ' ί η ; = J 1 1 ) 
\ ' • • . 

(П. 10) совпадает с (П.З). Остается установить тожд'дстваш-юсть (ПЛ1) 
и ( П . 4 ) . Варьируя'рбе .части (П.5) -по α(ί) н а затем, используя 
(П. 10), получим 

8σ' (α«+) / δα (t) - δσ φ^η / δβ {t); δσ' (αο^)/ ЬоС" ; (П. 12) 

(ΠЛ2) совместно с (ПЛ1) определяет а \ Подставляя (ПЛ2) в (ПЛ1), 
получим (П.4). 

2) На этом этапе можно считать α и а"̂  постоянными операторами 
(см. начало 3), а ,σ' и S (ββ"̂ ) ̂  В'(а'Х^)-фушщиями α и а^, а не функ-
ционалами. Связь функции а'(оса'̂ ) с σ можно получить интегрированием 
(ПЛ2) по времени: , 

Для дальнейшего суш.ествеино, что σ' и В' зависят только ο τ ν ^ α ' ^ α . 
В этрм случае справедливо следуюш^ее правило «выпутывания»: 

где V связано' с ν соотношением: 

(П. 14) 

(ПЛ5) 
Прежде чем переходить к доказательству (ПЛ4), покажем, что из 

(П.З) и (ПЛ4) следует справедливость теоремы (3,3). После отделения 
бесконечного множителя иекоммутативностыо ос и ос*̂  можно пренеб-
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речь. Это позволяет разбить подстановку ν к о т о р а я производится 
в {П.14), на дае подстановкиЦос'-^ос, полагая вместо (П.15) 
а | = аХ|и ос"̂  = оС̂ Х или^после некоторых'преобразований 

α ΐ ΐ - ада ' { ^ d a " ; + α^^δσ' (ν) / δα. (П. 16) 

Величины, в которые переходят В и β"̂  при подстановке а, ос*̂  назо-
вем соответственно А и Л"̂ . Уравнения для А я А^ получим из {ΐΙΑ) 
заменой свободных [членов на α и ос̂ : 

Л (ί) α + ^ df θ {t ~ Г) δσ {ΑΑη / (Г); 

A-'Ki) = α·̂  + ^dn {Г - 1 ) δσ {ΑΑη ι ЬА ( f ) , 
(Π Л 7) 

Из определения β'(ν) следует, 4το.β'(ν) =:В(ЛЛ^), так что (П.З) и 
(ПЛ4) дают (3,3). Для полного доказательства теоремы остается устано-
вить тождественность (П. 17) и (3.4). Для этого произведем подстановку 
сс, а^ в (П. 13), в результате чего получим 

ааЧу) _ Г bcsjAA·^) (П. 18) 

С; учетом (П. 18) уравнения для ос иа"^ (ПЛ6) совпадают с (3.6)> Ч:ем уста-
навливается тождественность а, ^ с. С, С", а ^тем самым и доказывается 
теорема. 

Перейдем к доказательству (П.14)· Введем величину L, связанную с а' 
соотношением 

,(ПЛ9) 

Ниже L будет явно выражена через σ', откуда будет видно, что она не 
содержит v . Пусть для В'(ν) имеем 

h 
тогда с учетом (ПЛ9) получим 

N {Β'/"'} == 2 BBF^'^^N {E^^^'J ОС^ - 2 BHO^'^^E ^^АК 

(Π·20) 

(Π·21) 

Для произвольной функции г/(ν) справедливо соотношение коммутации / 4 ди 
ajf (ν) == + j а, последовательно применяя которое, получим 

осЧ (П.22) 

Выбирая теперь у из равенства + получим из (П.22) 
ь VL 

правило «протаскиваниях^ α через е : 

ехр {VL} а^ РС̂  exp | ( l ^ ^ V l } « α^ exp [^K exp {VL}. (Π.23) 

Применяя (П.23) к (П.21), найдем _ ; , 

(Π.24) Ν (ΒΨ^} (ve-^^^f - β ' W 
k 
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где 
(П.25) 

Для определения L дифференцируем по α обе части (ПЛ9). 
В левой части получим 

или после использования (П. 24) и (П. 19) 

^ ^ iV^e''"'} = (П.26) 

При дифференцировании по α правой части (ПЛ9) следует иметь в виду, 
что 5L/(?a не коммутирует с I . Замечая, что dL/(5а и исполь-
зуя соотношение коммутации + нетрудно получить 
формулу 

из которой следует 

(П.28) 

Сравнивая (П.28) с (П,26), находим искомую связь L с σ': 

(П.29) 

Из (Π·29) и (П.2б)];следует (ПЛб), что вместе с (П.24) и доказывает (ПЛ4). 

Академия наук СССР Поступила в редакцию 
2 августа 1957 г. 
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APPLICATION OP QUANTUM FIELD THEORY METHODS TO A 
SYSTEM OF BOSE-PARTICLES 

S. T. BelyaeO 

The possibility of application of quantum field theory technique to a system of many 
Bose-particles is demonstrated. Dyson's equation for a single particle ОгеепЧ function is 
formuiated. Some properties of the condensate in a system of Interacting Bose-partides are 
considered. 


